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H. Gr. Zeuthen: Erahmegiiptas Trapez. (Tidaakrift for Mathematik 
1R76, pp. 168 — 174 ot 181 — 191.) 

On trouve dana Touvrage postlmme de Hankel „Zur Geschichte 
der Mathematik im Alterthum und Mittelalter" l'hypothese qu'il faut 
regarder les constructions ä la fin de la pitrtie gi5ometrique du 
chapitre aritiiraetique de Brahmeguptä comme les veritables deflni- 
tions des flgures dont s'occupe le geomfetre indien; mais Ting^iiieux 
savant ailemand n'indique pas completcment ses suppositions sur la 
manifere dont les Indiens ont pu trouver les proprietes de ces figures. 
Ell suivant ses allusiojis ä cet egard j'ai essaye d'etabür, par des 
moyens qui etaient ä la dispoeition des Indiens, quand meine en 
forme moderne, les proprietes de la figure appelee trapeze dans la 
traduction anglaise de Eralimegupta. J'ai cru devoir renoncer, daus 
cette deduction, ä l'nsage de tonte proposition geomeirique oü l'on 
eonsidfere expressement les quantitös d'angles. 

Entre les theoremes deduits ainsi se presente de lui-meme 
celui qui sert ä exprimer le rayon du eercle inscrit ä un triangle, 
et je ne puis croire que Ja demonstration da Chaturveda, qui n'est 
qu'une periphrase du thöorfeme, est celle qui a conduit les Indiens 
ä frouver ce theoreme; je ne partage donc pas, par rapport ä ce 
theoreme, l'opinion de Hanke] qui cite 'cette demonstration comme 
un exempie de l'intuition des Indiens. 

Les Indiens, pourquoi se sont ils oecupes de leurs „trapezes"? 
Je crois parce que ces figures representent immediatement la formule 
de sin (x -\- y). 

A la fin de mon article j'etends les demonstrations, donnees pour 
les „trapfezes", ä tous les quadrilateres inscriptibles. 
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2 H. G. Zrtjthen, 

H. G. Zeuthen: Övelser i graflak Statik.*) (Tidaskrift foi- Mathe- 
matik 1877, pp. 27—63.) 

Cet article contient 42 questions plus ou luoins simples, de- 
mandaüt la construction, par la regle et ie eompas, de polygonea 
funiculaires, soit appartenant ä un systfeme doime de forcea et' 
satisfaisant ä trois autres conditioas, aoit appartenant ä un Systeme 
ile forees en partie iaconnu et satisfaisant eiicore ä plus de trois 
conditions. 

Les questions sont accompagnees des considerations theoriques 
d'oö depend leur Solution. J'en citorai ici les propositions auivantes 
Si un cöte d'un polygone funiculaire, appartenant ä un Systeme, 
donne de forees, passe par \m point donn^ (ou, plus generalement, 
si sa tension a une puisaance donnee par rapport ä nn point donne), 
deux autres cötea formeront deux figurew homologiques, le eentre 
d'homologie etant au point donne; et la figure formee par un cöte 
sera correlative ä celle que forme le pole qui eorrespond, dans la 
figcre des forees, au polygone funiculaire variable; on peufc donner 
ä ces deux figures correlatives la position de deux polaires reci- 
proques par rapport ä un eercle. ■ — Si, pour un syatfeme donne de 
forees, le p61e correspondant ä im polygone funiculaire ae trouve 
sur une dtoite donnee, deux c6tes du polygone fomieront des figurea 
homologiques ayant pour eentre d'homologie le point ä riafini de 
la droite donnee. 

Une partie des questions oii le Systeme de forees n'eat pas 
entierement connu se reduisent, par la Substitution de la reaction 
d'un cöte du polygone funiculaire ä une force, ä Celles qui de- 
mandent la construetion pour un Systeme donne de forcea, et r^ci- 
proquement. 

Le demier No. eontient la construetion graphique des tenaiona 
de 2n barrea dont les n sont les cötea d'un polygone plan et ferme, 
pendant que les n autres en joigaent lea sommets ä des points 
fixes, les n sommets ^tant soumis ä des forees donnees, M, Maxwell 
a traite de questions analoguea ä ee!le-ei dans son memoire: On Reci- 
procal Figures and Di^rams of Forces {Phüosophical Magazine 1864). 

Copenhague, H. G. Zeuthen. 



*) Exercices de statjq^ue graphique. 
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H. G-rassmauu: Zur Elektrodynamik. CJouma,! fär Matk. Bd. 83. S. 57.) 
Im Jahre 1845 hatte ich in Poggendorffs Annalen Bd, 64. 8. 1 ff. 
für die Einwirkung eines unendlich tleinen elektrischen Stromtheilea 
auf einen andern eine Formel aufgestellt, welche von der Ampere'- 
schen wesentlich abweicht und sich durch ihre grössere Einfachheit 
auszeichnet. Nun hat Herr Clausius kürzlich eine neue, auf sicherer 
Grundlage ruhende Theorie der Elektrodynamik in dem Journal für 
Math. Bd. 82. S. 85 ff. aufgestellt, aus welcher sich mir durch eine 
kurze E,echnung ergab, dass diese Theorie auf die gegenseitige Ein- 
wirkung unendlich kleiner elektrischer Stromtheüe angewandt genau 
dieselbe Formel ergab, welche ich 1845 als die muthmasslicb rich- 
tige aufgestellt hatte. Sind nämlich AÄ^ und BB^ unendlich kleine 
Stücke elektrischer Ströme und i und i ihre Intensitäten, und wird 
iAA^ mit a, iJBB^ mit h, die senkrechte Projeetion von b auf die 
Ebene AA^B mit ft,, AB mit r und "Winkel A,AB mit a be- 
zeichnet, so ergab sich als Einwirkung X des ersten Stroratheils 
anf den zweiten, abgesehen von einem constanten Zahlfactor, die 
Formel 

wie ich sie in Pogg, Ann. a. a. 0. aufgestellt habe. Hier liegt X 
senkrecht gegen b^ in der Ebene AA^B. Ich habe nachgewiesen, 
dass die Formel aus der Clausiua 'sehen Theorie mit Nothwendig- 
keit hervorgeht. Ferner habe ich aus dieser Formel auf ganz 
elementare Weise die Wirkung abgeleitet, welche ein eonstanter 
geschlossener Strom im Räume auf einen Stromtheil übt. Ich be- 
trachte nämlich jenen geschlossenen Strom zunächst als ein dureh- 
strömtes Polygon. Ist BC irgend eine Seite desselben, i die In- 
tensität des Stromes und A der Anfangspunkt eines unendlich kleinen 
Stromtheiles, dessen senkrechte Projeetion auf ABC = ?>, ist, so 
ergieht sieh die Wirkung v 



wo « = < BAC und m die von A nach BC gezogene Linie ist, welche 
den Winkel a halbirt. Die Richtung von v ist senkrecht auf \ in 
der Ebene ABC. Ist % die Wirkung der nächstfolgenden Seite des 
, u. s. w., so wird die gesammte Wirkung Y jenes Polygons 
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4 H. Ghassmann. — H. Wedbii. 

WO die Additioii auf ilev rechten Seite die geometrische ist. Eine 
sehr einfache, auf die Aus dehnuiigs lehre gegründete Betrachtung 
ergiebt dann den allgemeinen Satz: 

„Wenn ein beliebiger geschlosaeiier Strom im Räume gegeben 
ist, so giebb es zu jedem Punkt A eine bestimmte Ebene, die man 
die Wirkungsebene des Sti'omes nenneu kann, und welche die 
Eigenschaft hat, dass jedes durch A gehende Stroraelement durch 
jenen Strom dieselbe Wirkung erfahrt wie seine senkrechte Pro- 
tection auf die Wirkungsebene, femer dasa diese Wirkung in der 
Wirkungsebene senkrecht gegen das Stromelement erfolgt und ihrer 
t nach unabhängig von der Riiilitung jener Projection ist." 

Stettin. IL Grassmaiin. 



H. Wober: Ueber die Trans cendenten aweiter und dritter Gattung 
bei den liyp erelliptischen Functionen erster Ordnung. 
(Jouriiiil für reine und singewandte Mathematik. Bd. LXXXII. S, 131.) 
Die Theorie der elHptiscLeu Integrale zweiter und dritter Gattung 
hat Jacobi zu einem Äbscliluss gebracht, indem er als unabhängige 
Veränderliche das -Integral erster Gattung einführte. Es lassen sich 
dann diese Functionen und damit alle elliptischen Integrale Über- 
haupt durch die eine Function @(ii) ausdrücken, wobei die Functionen 

3 log 000 . ,„„ 0i^~v) 

du ' ^og0(M + „j 

als Normalintegrale zweiter und dritter Gattung auftreten, wenn 
u und V Integrale erster Gattung sind. In dem Integral dritter 
Gattung heisst u das Argument, v der Parameter, und beide können 
mit einander vertauscht werden. Dadurch ist dies Integral dritter 
Gattung, welches ursprünglich von drei VeränderUchen abhälft, 
zurückgeführt auf die nur von zwei Veränderlichen abhängige 
Function ®. 

Analoge Untersuchungen für die nächst höhere Classe von 
Functionen, die hyperelliptischen Functionen erster Ordnung durch- 
zuführen, ist der Zweck der vorliegenden kleinen Abhandlung. Die 
Analogie mit den elliptischen Functionen ist bis auf einen gleich zu 
berührenden Punkt eine vollständige, uml die Resultate sind fast 
einfacher als erwartet wurde. 
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Bekanntlich müssen der Theorie dieäor Functionen swei unab- 
! Variable zu Grunde gelegt werden, welche definiit sind als 
Summen you je zwei gleichartigen Integralen erster Gattung mit 
zwei verschiedenen oberen Grenzen, die aber in beiden Summen 
dieselben sind. Nach den Untersuchungen von Rosenbain kann 
die Aufgabe als gelöst betrachtet werden, rationale und symmetrische 
Functionen der beiden oberen Grenzen und der für dieselben gel- 
tenden Werthe der in den Integralen vorkommenden Quadratwurzel, 
als eindeutige Functionen dieser beiden unabhängigen Variabein 
darzustellen, und zwar gelingt dies mit Hilfe der Fanetionen 

^.|'.,^.«m(-. + ^)(«. + ^)+4(,.. + ^)(».+^) 

deren Moduln ß^, j durch die vollständigeren Integrale erster Gattung 
ausgedrückt sind. 

Alle algebraischen Integrale der hier betrachteten Classe können 
dargestellt werden durch zwei Integrale erster Gattung, zwei Inte- 
grale zweiter Gattung und ein von einem Parameter abhängiges 
Integral dritter Gattui^, wozu noch algebraische und logarithmische 
Functionen kommen. Die Aufgabe, die also nach der Analogie mit 
den elliptischen Functionen noch zu lösen bleibt, ist die, Summen 
von zwei gleichartigen Integralen zweiter und dritter Gattung durch 
die beiden unabhängigen Veränderlichen darzustellen, Es zeigt sich 
jedoch, dasa man bei den Integralen dritter Gattung zwei Para- 
meter einführen muss, welche ebenso wie die Argumente durch 
Summen von Integralen erster Gattung definirt sind, so dasa diese 
Functionen ausser von den Moduln von vier Veränderlichen abhängig 
sind. In umgekehrter Fassung stellt sich die Aufgabe dann so: 

Es sollen die Functionen 



los 



; ("i + t"! - "i + "b) 



in welchen für !fi,i(ä) v^,v^ Integral summen erster Gattung mit \ 
einander unabhängigen oberen Grenzen gesetzt sind, durch Sui 
von Integralen zweiter und dritter Gattung ausgedrückt werden. 
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Der Zablencomplex j ^' ^'K (die Thetacharakteristik ) kann unbe- 
schaflet der Allgemeinheit beliebig angenommen werden, da ver- 
mittelst der Formeln von Rosenhain alle diese Functionen aus 
einer derselben hergeleitet werden können. Die Einfaehheit der 
Reanltate wird durch eine passende Wahl dieses Zahlencomplexea 
wesentlich erhöht. Der Unterschied, der gegenüber den elliptischen 
Functionen hier zu Tage tritt, besteht darin, dass bei den Integralen 
zweiter Gattung noch eine algebraische, bei denen der dritten Gat^ 
tung noch eine logarithniiaehe Function der oberen Grenzen hinzu- 
tritt, die sich aber ebenfalls, wenn auch nicht sehr einfach nach 
den Rosenhain'schen Formeln durch ^'-Functionen darstellen iässt. 

Behufs der Lösung der Aufgabe müssen nun zunächst aus den 
Eigenschaften der Periodicität die Normalintegrale zweiter und 
dritter Gattung erkläi^t werden. Die Ausdrücke für dieselben ver- 
einfachen sich ausserordentlich durch ein System von Relationen 
zwischen den vollständigen Integralen erster und zweiter Gattung, 
welches ganz analog ist der bekannten Legendre'schen Relation 
aus der Theorie der elliptischen Functionen K'E + E' K — KK' = y 
und welches man leicht durch Integration über die Begrenzung eines 
Gebietes ableitet. Darnach bieten nun die Riemann'schen Principien 
einen einfachen und naturgem'ässen Weg, um zur Losung des Problems 
zu gelangen, 

Königsberg, den 2. Juli 1877. IL Weber. 



A. Brlll; Ueber Systöme von Curven und Flächen. (Mathematiaclie 
Annalen Bd. 8.) 
Gewisse Sätze, die m dei Theorie der Charakteristiken eines 
einfach unendlichen Cm ven btzw llcichen-Systems eine Rolle spielen, 
werden mit Hilfe des bekinnten Chasles'schen Correspondenz- 
prineips abgeleitet. Dahm ^ehoit der Ausdruck: mv -\- nit, für die 
Anzahl der Curven eines S^stem'^ mit den Charakteristiken jt, v, 
weiche eine gegebene Curve von der m Ordnung und sf. Klasse be- 
rühren; ferner die Zahl mv ■]- n^ -{- tq der Flächen eines Systems 
((t, V, q), die eine gegebene Fläche (m, n, r) berühren und die Zahl 
der Raumcurven aus einer einfach unendlichen Schaar, die der 
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gleichen Bedingung genügen — Zahlen, welche sich dnrch jenes 
Prineip und einen leicht aus demselbon herzuleitenden Satz über 
Entsprechen von Punkten in einer Ebene bestimmen lassen, ohne 
dass man genÖthigt ist, beschränkende Voraussetzungen beaüglich 
der berührten Curve oder Flache zu niMhen. 



A. Brill: Ueber die Discriminanto. (Mathematische Aimalcn Bd. 12.) 
Dieser Aufsatz, der die Einleitung zu dem nachfolgend bespro- 
chenen bildet, enthält einige elementare, wie es scheint bisher 
nicht ausgesprochene Sätze über das Verhalten der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung mit veränderlichen Coefficienten in der 
Nähe solcher Wertbe der LetÄteren, für welche die Discriminante 
verschwindet. 



A. Brill: lieber rationale Curven vierter Ordnung, (MathematiBolie 
Anoalen Bd. IS.) 
Die Coordinaten einer Curve vierter Ordnung mit drei Doppel- 
punkten lassen sieh bekanntlich als rationale Functionen eines 
Parameters darstellen. Man kann das Studium der projecti vi sehen 
Eigenschaften einer solchen Curve unter Verlegung der drei Doppel- 
punkt« in die Eckpunkte des Coordinatendreiecks an die Betrachtung 
des simultanen Formensystems von drei binären Formen zweiten 
Grades: /J, /j, f^ anknüpfen. So lässt sich die Gleichung für die 
Parameter der sechs Wendepunkte auf die Form bringen: 

wenn R die in den Coefficienten der drei Formen lineare Invariante 
und die & Functionaldeterminanten von je zwei derselben darstellen, 
Diese Gleichung sechsten Grades hat im Allgemeinen keine Affect- 
oigenschaften, wie sie a, B. die Gleichung achten Grades für die 
Berührungspunkte der Doppeltangenten besitzt. Indess stehn beide 
Gleichungen in einem gewissen Zusammenhang. Ihre Discriminanten 
zerfallen nämlich in Factoren, die theilweise für Beide dieselben 
sind, ■ So erscheinen die Eealitäts Verhältnisse der Wendepunkte und 
Doppeltangenten von einander nicht unabhängig, ein Umstand, dem 
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8 A. BriI.L. — S, ÖDNDELFINGEB. 

unter Bezugnahme auf die Sätze des vorstehend besprochenen, Auf- 
satzes eine eingeh andere Discussion gewidmet wird. Mau findet 
zum Scblass noch eine Zusammenstellung der wesentlich verschie- 
denen gestaltlichen Typen der Curven vierter Ordnung, wobei auch 
die Grenzfälle Beriiekeichtigung finden. Scheniatisehe Figuren ver- 
anschaulichen diese Aufzählung. 

München. A. Brill, 



S. Gandelfinger: Ueber das Schliessungeproblem bei zwei Kegel- 

sohnitten. (Borchardta Jonrn. Bd. 83. S, 171 IT.) 

Bedeuten f{Xi,x^, x^)^0 und fp{Xi, x^, x^) = die Gleichimgen 

der beiden Kegelschnitte in trimetrischen Coordinaten, so hängt das 

fragliche Problem wesentUeh ab von dem Integrale des Differentiales : 

äJ= ■ ■^±".^ .g^ fiah,x^,x^ = 0. 

Der Verfasser hat, nach Darlegung dieser Abhängigkeit, zwei Sub- 
stitutionen angegeben, deren jede in einfacher Weise das Integral /(^J 
in die Grundform der elliptischen Transcendenten / — ■ — - *") 

überführt. 

Die erste Substitution. nimmt als Ausgangspunkt die Gleichung 
zwischen den ternaren quadratischen Formen f, <p und ihren beiden 
fundamentalen Covarianten Vi ^? die aus der Zwischenfonn 

durch die Operationen abgeleitet sind: 

V, _ J V V-, "_ äl»L ; («, /3 = 1, 2, 3) 

Diese Gleichung kann unter Einführung der Bezeichnungen: 



*) Uetier dieses Integral und die anderweitige hierher gehörige Literatur 
vgl. man eine Abbandlung des Herrn Simon in Borehardt's Journal Bd. 81, 
g. 301 fF. 
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^2j ±[ — ?v äv 9v — J~ ^^"'^^ 

^l^""e^^ W WdT'J'^di j — -^^^^'^! 

, / dGj^X) Sm^l) 8G(»A) 8if(«A) \ _ rtrv 3^ 

* (^— äi^ gl äi d^) - '"^'"'^^ 

in der übersichtliclieii Gestalt gesclirieben werden: 

ß« = i^ä _|_ 3^ir(9, - /■) + g(9., - /■). 

Nach einer Methode, die in analoger Weise bereits. Herr Brioschi 
bei Curven dritten Grades angewandt (Comptes Rendus, 1863 erste 
Hälfte, p. 305), folgt daraus sofort: 

liJ = — - , s =^ — , 

l/4s= + 12 7/(l,0)s + 4g(l,0) f 

Die Kweite Substitution ist einer bekannten Aronhold'sehen 
Transformation (Monatsberichte der Berliner Akademie 1861) nach- 
gebildet und durch die Gleichung definirt: 

wobei unter a,, a^, a^ die Coordinaten irgend eines der Schnitt- 
punkte von /'= mit qu == verstanden sind. Vermöge derselben 

j j dji 

~VGÖi:iY' 
Tübingen. 8. Gundelfinger. 



A. Mayer: Gesehiclite des Princips der kleinsten Action. {Antritts- 
vorlesung, Leipzig, Veit u, Co. 1877.) 
Der vorliegende, zuerst nur zum Vortrag bestimmte Aufsatz 
versucht es, eine quellen gemäss e Darstellung der Entstehung und 
Ent Wickelung des Princips der kleinsten Actiou zu geben und 
namentlich die äusseren und inneren Momente aufzudecken, welche 
die Veranlassung waren, dass dieser, ursprünglich vollkommen 
strenge Satz schon bald nach seiner Entdeckung zu dem unbe- 
stimmtesten und am meisten miss verstandenen Principe der Mechanik 
wurde, und der Vortrag ist dann ohne wesentliche Zusätze ver- 
öffentlicht worden — obgleich der Verfasser recht wohl fühlte, 
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dass es eigentlich nüthig wäre, mehrere Punkte noch weiter aus- 
zuftthren und im Besonderen auf die Streitschriften von Euler und 
König näher einzugehen — , weil durch solche Erweiterungen der 
Aufsatz seinen ursprünglichen Charakter ganz verloren haben 
würde. 



. Mayer: Uelier den Mnltiplicator eines Jaoobi'schen Systems. 
(Mathem. Äimal. XII. p. 133 — 142.) 

Jacobi hat zwei verschiedene Definitionen für den Multiplicator 
ner einzelnen linearen partiellen Differentialgleichung; 



df 



-0 



gegeben. Die erste Definition, die er seiner Theoria novi multipii- 
catoris zu Grunde legte, setzt die Kenntnias aller Lösungen der 
gegebenen Gleichung voraus; die zweite definirt den Multiplicator M. 
direkt durch die Gleichung: 

Die Untersuchungen von Lie (Math. Ann. XI. p. 501 u. flg.) haben 
mm gelehrt, dass man die erste Definition des Jacobi'schen Mnl- 
tipiicatora ausdehnen kann auf jedes vollständige Sy-stem: 



df . 



= 1,2,. 



Dagegen besitzen, auch wenn 1) ein vollständiges System ist, doch 
im Allgemeinen die r Gleichungen: 

keine gemeinsame Lösung, oder es giebt im Allgemeinen keinen 
Jaoobi'schen Multiplicator, der allen Gleichungen eines vollstän- 
digen Systfems gemeinsam wäre. Bilden aber die Gleichungen 1) 
ein Jacobi'sches System, d.h. ist jedes: 

MA.(f))-A.{A.{fj} 
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identisch. Null, so üsistirt ein aolclier gemeinsamer Multiplicator. 
Es fragte sicli buu, ob dieser gemeinsame Multipiicator identisch 
ist mit dem Lie'schen Multipiicator des ganzen Systems. Diese 
Identität nachzuweisen, war der Hauptzweck der ohigen Note, die 
ausserdem noch angiebt, wie sich das Princip des letzten Multipli- 
cators für ein Jacobi'sches Systems gestaltet. 



A. Mayer: Ueber den aUgemeinsten Ausdruck der iniLeren 

Potentialkräfte eines Systems bewegter materieller Punkte. 
(BeiitMe der K. Säcta. Gesellsch. d. Wissenacli. 1877, p. 86—100.) 

Diese Note beschäftigt sich mit der Aufgabe, den allgemeinsten 
analytischen Ausdruck der inneren Kräfte eines in Bewegung be- 
findlichen Systems materieller Punkte zu finden, welcher die beiden 
Forderungen erfüllt, dass diese Kräfte dem Princip der Gleichheit 
von Wirkung und Gegenwirkung genügen und zugleich ein Potential 
besitzen sollen, und sie gelangt zu dem Resultate, dass man diesen 
allgemeinsten Ausdruck erhält, wenn mau das Potential einer will- 
kürlichen Function der Zeit, der gegenseitigen Entfernungen der 
Punkt« des Systems und der ersten Differeatialquotienten dieser 
Entfernungen nach der Zeit gleich setzt. 

Leipzig. A. Mayer. 



Ax. Harnaok: Ueber die Vieltheiiigkeit der ebenen Algebraischen 
Ourven. (Matli. Annal. Bd. X. p, 189—198.) 
Die Frage, wie viele weder im Endlichen noch im Uncndlichün 
zusammenhängende reelle Züge eine ebene Curve wter Ordnung 
höchstens besitzen kann, lässt sich vermöge des Bezout'sehen 
Theoremes auf ganz elementarem Wege beantworten; man braucht 
für die Untersuchung nur noch die Eigenschaften zu benutzen, 
durch welche paare und unpaare algebraische Curvenzüge von ein- 
ander unterschieden sind. Zählt man dann die reellen Schnittpunkte 
der gegebenen Curve mit einer zweckentsprechend gelegten „ad- 
jungirt«n" Curve n — 2ter Ordnung ab, so ergiebt sieh, da jedenfalls 
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nicht mehr als w(n — 2) Sehn ittji unkte vorhanden sein können, der 
allgemein giltige Satz: Eine ehern Curve vom Geschlecht p entMÜ 
nie mehr als p -\- 1 getrennt verlaufende Züge. 

Aber auch die Existenz von Curven mit dieser Maxim alanzahl 
iat leicht nachzuweisen, wenn man von dem Princip der contimür- 
liehen Deformation, angewandt auf die Auflösung singularer Pankte, 
Gebrauch macht, und nun von einer Curve wtcr Ordnung mit Zu- 
hilfenahme einer Geraden zu einer Curve m -|- Iter Ordnung auf- 
steigt. Auf diese Weise Jossen sieh sii jeder Geschlechtszahl p Curven 
mit i* + 1 ffetretmten Zügmt construiren. 

Den Existenzbeweia solcher Curven hat auch Herr Schottky 
in seiner Abhandlung: „Ueher die conforme Abbildung mehrfach 
zusammenhängender ebener Flächen" (Dissert. Berlin 1875) erbracht, 
indem er zeigt, dass die charakteristischen Gleichungen einer p + l" 
fach zusammenhängenden Flache algebraische Curven vom Ge- 
schlecht p mit j) + 1 getrennteil Zügen sind. 



Ax. Harnack: Ueber die Darstellung der Baumcurve vierter 
Ordnung erster Species und ihres Secanten System es durch 
doppelt periodische Functionen. (Mathem. Annalen Bd. XU. 
p. 47 — 86.) 

Der vorliegende Aufsatz steht zu meinen früheren Unter- 
suchungen Über die Verwerthharkeit der Theorie doppelt periodischer 
Functionen für die Geometrie der Curven vom Geschlechte ß = 1 
in naher Beziehung. Wie in der Ebene die allgemeine Curve 
dritter Ordnung, so bildet im Räume der Durchschnitt eines Flächen- 
büschels zweiter Ordnung das einfachste algebraische Gebilde, auf 
welchem sich die Werthe eines elliptischen Integrales eindeutig ab- 
bilden lassen. Man kann fast sa^en, dass diese Abbildung hier 
noch übersichtlicher wird, weil das Secanteusystem im Baume eine 
bessere Gliederung gestattet, als die Gesammtheit der Geraden in 
der Ebene, oder anders ausgedrückt, dass selbst solche Relationen 
zwischen den Integralwerthen, welche in der Ebene auf selbstvei- 
ständhche Sätze führen, im Räume bereits nicht unwichtige geome- 
trische Eigenschaften erkennen lassen. Demgemäss stellte ich mir in 
dieser Arbeit auch die Aufgabe, die Geometrie der Kaumcurve und 
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ihres Secantensystemea mögliclist vollständig aus der Parameter- 
darstellung zu eutwickeln, wobei neben den allbekannten auch einige 
neue Sätae zu Tage traten. 

Nach Aronbold und Clebsch wird das auf das Flächen- 
büschel: xa^;^ + Xa^^ ^ bezügliche Differential in homogener Form 
durch die Gleichung definirt: 

n = "'^^-^^J^y^ (a^^ = ß^^ = a^a,!^ = n,«^, = 0) 

wenn ti^ = und v^^O zwei beliebige Fonnen bedeuten; der 
Werth von ö ist aber von den Coordinaten ti, und /;, gänzlich 
unabhängig. Wird der Parameter des Ebenenbiischels, dessen Träger 
eine Secante oder specielier eine Tangente der Raumcurve ist, ein- 
geMirfc, so lässt sich das Differential ohne weiteres als Function 
einer einzigen unabhängigen Veränderlichen darstellen. Daraus 
folgt dann, dass die absolute Invariante des Flächenbüschels auch 
die des Differentiales ist, Allgeraeiner aber als diese Darstellung, 
welcher ein Ebehenbüschel von besonderer Lage zu Grunde liegt, 
ist die Forderimg, aus der obigen Gleichung die Werthe von D 
zu ermitteln, die sich bei unendlich kleiner Drehung einer Ebene 
um irgend eine in ihr gelegene Gerade ergeben. Die Durch- 
führung dieser Aufgabe gelingt im vorUegenden Falle, weil das 
vollständige Formensystem eines Kegelschnittbüschels bekannt ist, 
am einfachsten mit Hilfe einer Symbolik, in welcher irreducible 
Formen als Producte verschiedener linearer Factoren aufgefasst 
werden. Diese Symbolik ist überhaupt jedesmal von Vorfcheil, so- 
bald vermöge einer vorausgehenden Kenntniss der in Betracht 
kommenden Formen nur der Weg aus der gewöhnlichen symboli- 
schen Darstellung in diese andere, nicht aber der umgekehrte zu 
machen ist. 

Das Resultat dieser Rechnung ist eine biquadratische Gleichung, 
deren zweiter Term gemäss des Abel'schen Theoremes fehlt. Die 
übrigen Coefficienten sind einfache Covarianten des Fläehenbüschels ; 
sie enthalten die Coordinaten ut der schneidenden, und ausserdem, 
mit Ausnahme des ersten, zu Unterdeterminanteu mit u verbunden 
die Coordinaten dui der benachbarten Ebene. Die geometrische 
Interpretation des Versehwindens ist fUr jeden einzelnen Coefficienten 
leicht anzugeben. Mit dieser Gleichung ist die analytische Grund- 
lage der nun folgenden Betrachtungen -gewonnen. 

Für diese weiteren Untersuchungen über die längs der CurVe 
vertheilten Integral werthe sind vier Arten zu unterscheiden. Der 
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Aiifangswerth des Integrales wird jedesmal in einen der 16 Punkte 
verlegt, in welchem eine Ebene 4punktig einschneidet, ist demnach 
nicht vollständig bestimmt. Mit Berücksichtigung dieser noch Tor- 
handenen Willkürlichkeit gelangt man zu folgenden Ergebnissen: 

a) Die zweitheiUge Curve mit zwei paaren Zügen lässt eine 
reelle {p = (o) und eine rein imaginäre Periode {p = to) zu. 
Längs des einen Zuges sind alle Werthe von bis p, längs des 
anderen die nämlichen Werthe vermehrt um ^ vertheilt. Conjugirt 
imaginäre Punkte erhalten auch conjugirt imaginäre Argumente. 

ß) Die ffweitheiHge Oiirve mit swei unpaaren Zügen hat gleich- 
falls eine reelle (i> ^ o) und eine rein iniaginäre Periode (p = ra'). 
Beide Ourvenzüge besitzen indessen complexe Parameter werthe mit 
constanteii imaginären Bestandtheilen. Diese letzteren können so 
normirt werden, dass auf dem einen Zuge ^p', auf dem anderen 
■|j)' zu allen möglichen reellen Werthen hinzutritt. Conjugirt ima- 
ginäre Punkte sind von der Form « + \p' -^ ßi und a + ^p — ßi. 

y) Die einikeilige Curve mit einem paaren Zuge lässt eine reelle 
Periode {p = a») und eine complese vou der Form (p' = ""t" ^ zu. 
Die Punkte des reellen Zuges erhalten reelle, conjugirt imaginäre 
Punkte auch conjugirt imaginäre Argumente. 

d) Die völlig imaginäre Curve, welche dm Schnitt eines reellen 
FläckenbUschels hildet, hat wiederum eine reelle und eine rein ima- 
ginäre Periode. Conjugirt imaginäre Punkte sind hierbei von der 
Form K + ,3» und « + I — ßi.^) 

l^tach diesen Festsetzungen i9t es ein tür allemal möglieh, reelle 
und imaginäre Eigenschatten zu unterhcheiden. Insbesondere er- 
geben sich alle Sätze über die Reahtdt des Polartetraeders hin- 
sichtlich seiner Flächen und Ecken, ^owie über die Lage der 
116 Ebenen, welche durch je viei dei 16 Pundamentalpnnkte gelegt 
werden können. 

Eine bemerken sweithe Constiuction der Raumcurve kann aus 
dieser Parameter dar Stellung entnommen weiden Wählt man nämlich 



*) Auf die Ciu'ven, lioi -ttelclieu ■i,u''li (las ffi--ammtp FläohecbüBohcl ii 
glii5.r iat, bin ich bei den geometrisoteii Untei--acliuiiecii niclit besonders ■ 
gegangen. 
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Kwei Panbtetripel von der Form : m, m + f , "-+-/- und v, » + 4 ' 
" + -^ aus, und legt durch je drei passend gewählte Punkte eine 
Ebene, so wird deren Durchschnitt einen neuen Punkt der Raum- 
curvc: bestimmen; z.B. die Ebene durch: 

».. + f;« + f» + |'. + ^;» + ^ « + '¥•' 

schneiden sich im Punkte —u- — 2v -\ — ^, Ebenso können die 
beiden anderen Punkte gefunden werden, welche mit diesem ein 
Tiipel bilden; sonach l'ässt sich diese Construction im Allgemeinen 
unbegrenzt fortsetzen und liefert jedesmal als Schnitt dreier Ebenen, 
welche durch je drei Punkte gelegt sind, einen neuen Curvenpunkt. 
Aus der Gesammtheit aller Seeanten der Curve werden Linien- 
flächen conatruirt, sobald man je zwei Argumente nach irgend 
welchem Gesetze einander zuordnet und die entsprechenden Punkte 
durch eine Gerade verbindet. Die einfachste Zuordnung ist durch 
die Relation ti und ^u -\- C gegeben, wobei C eine beliebige Con- 
stante üinerhalb des Periodenparallelogrammes bedeutet. 

Das Gesetz w und ■ — ti -\- C liefert die eine Schaar von Er- 
zeugenden einer der Flächen zweiter Ordnung, während der negative 
Werth der Constanfce, also die Beziehung u und — u — C, die 
andere Schaar der nämlichen Fläche charakterisirt. Den speciellen 
Werthen (7=0, ^, ^, ^^^- entsprechen die vier Kegel des Büschels. 
Werden die zugeordneten Punkte identisch, so ist die Erzeugende 
zugleich eine Tangente der Raumcurve. Wie die Gleichungen 
lehren, giebt es in jeder Schaar vier Tangenten {2ti ^ + C). 
Die ieidm, von den Bmihrungspunkten gebildeten Teh-aeder liegen 
Mu dnander tmd eu dem Polartetraeder . des FlächmbüsckeJs auf vi&" 
Arten perspectiv. Ferner lassen sieh zu jeder Fläche (4:0) drei 
andere (+C-\- ^^, i^ + f-^ ±<^ + ^—) nachweisen, welche 
die Eigenschaft haben, dass sich je zwei Erzeugende fius einer 
Schaar der einen Fläche mit je zwei Erzeugenden aus einer Schaar 
der anderen Fläche achneiden, und insbesondere sind drei Flächen- 
paare vorhanden, bei welchen beide Arten von Erzeugenden sich 
gegenseitig treffen. 

Von Wichtigkeit aber ist der unschwer zu beweisende Satz; 
Alle Seeanten, für ivelche die Differens zwisdien den Paramefem der 
heiden CkirveitpunMe denselben Werth hat, schneiden das Polartetraeder 
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nach gleichem Do^^lverhältniss. Derselbe zeigt, dass in jeder Schaar 
von Erzeugenden im Flächenbfl schal zweiter Ordnong je vier Linien 
vorhanden sind, welche das Polartetraeder nach gleichem Doppel- 
verhältniss treffen und giebt ferner völligen Aufschluas über die 
Linienflächen, welche durch die Zuordnung u und -{- u ^ C ent- 
stehen. Dieselben bilden jedesmal den Durchschnitt eines tetraedralen 
Liniencomplexes mit dem Seeanten Systeme der Kaumcurve und sind 
also die von de la Gournerie ausführlich behandelten „Quadricus- 
pidalflächen" achter Ordnung und Classe. Alle projeetiven Eigen- 
schaften, die Lage der vier ebenen Doppelcurven in den Tetraeder- 
flächen u. a. w. sind aus dieser Parameterdar Stellung ohne Schwierig- 
keit abzuleiten. Ich führe hier nur noch den Satz an, dass sänuntliche 
Seeanten der E-aumeurve von einer solchen Fläche ausser in den 
Curvenpanbten in je vier Punkten mit gleichem Doppelverhältniss 
geschnitten werden. Die speciellen Werthe C=0, — , -^, — ^ — 
ergeben hier die Developpabele und ausserdem drei Linienflächen 
vierter Ordnui^, welche als Durchschnitte des Secantensystemes mit 
der durch je zwei Gegenkanten des Polartetraeders bestimmten Linien- 
congraenz aufgefaast werden können. 

Mit diesen beiden Arten von Zuordnungen sind zugleich alle 
eindeutigen Transformationen der Eaumcnrve in sich selbst erschöpft; 
unter ihnen befinden sich 32 lineare. Bei jeder dieser eindeutigen 
Transformationen bleibt jede Quadricuspidalfläche erhalten, während 
in dem Büschel der Flächen zweiter Ordnung jedesmal nur vier 
Flächen in sich selbst übergeführt werden. 

Die oben besprochene Fimdamcntalgleichung vierten Grades 
liefert uns (in ihrer Diseriniinante) die Differentialgleichung des 
Flächensystem es achter Ordnung, sowie die Differentialgleichungen 
für alle Linienflächen, welche durch eine mehrdeutige lineare Be- 
ziehung zwischen den Argumenten erhalten werden. Auf eine 
nähere Untersuchung derselben bin ich indessen bisher nicht ein- 
gegangen. 

Darmstadt. As. Harnack. 
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W. Mantel: Traite de trigonometrie analytique. (Chcz P. Brander, 
ä Arnhem.) 

So«3 ce titre j'ai piiblie un o\ivra.ge, dont je vais brievement 
exposer le contenu. 

Dans Chap. I j'ai reuni quelques remarques sur le paasage ä 
la limite qu'on emploie pour deduire des series infinies. Bien des 
auteurs commettent des erreiirs dans cette mati^re. J'ai montre 
que meme Duhamel se contentait d'avoir regard ä la eonvergence 
des series, et je demontre l'insuffisaiice de cette methode. 

Dans Ohap. II, en pai^tant des formuls 

sin(a -\- h) = a'ma cosh + sinfi cos«, 
cos(ß + t) = eos« cos6 — sintt sinÖ, 
je deduis d'une maniere- eompletement naturelle, les formules pour 
!es multiples d'un arc. 

Les formules trouvecs se presentant sous la forme de poly- 
nomes ou de fractiona rationnelles on est naturellement conduit ä 
les d^composer en facteurs ou en fraetions simples. Ceci occupe les 
Chap. III et IV. 

Les trois chapitres suivants sont voues ä la deduetion des 
series infiniea et des produita infinis pour sintc etc. Les demon- 
strations que j'ai donnees des series pour tga;, cotga;, s^ca; et 
coaecn aont uniformes ä la demonstrations des produita infinis, et 
trea naturelles; tandis que M. Schlömilcli p. e. d^duit cea series 
des produita mentionnes par uue differentiation deguisee. 

Enfin, dans Cliap. VIII et IX je montre l'emploi des imagi- 
naires, et je fais la deduetion des series pour les fonctions circu- 
laires inverses. Comme (arc sin a^)" et (arc tga;)", n entier positif, 
ae developpent de la meme maniere que arc sin x et arc tg x, 
j'ai juge bon d'ajouter cea series. Quoiqu'elles inanquent d'impor- 
tanee, leur deduetion est instructive. 

Ckercliant toujours ä faire de la th^orie exposee un ensemble 
aehevö, j'eapfere que mon ouvrage soit reconuu utile ä ceux qui 
veulent s'initier ä l'etude de l'analyae auperieure. 

Delft, Mai 1877. W. Mantel. 
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C. M. Guldberg et H. Mohn. Etudes sur lea mouvements de 
l'atmosphere. I. Partie, (l'i-ogramme dar Universität. Chri- 
stiania 1876.) 

Die Verfasser haben in dieser Abhandlung die Anfangsgründe 
der Mechanik der Atmosphäre entwickelt. Die Abhandlung ist in 
drei Ca-pitel getheilt. In dem ersten Capitel wird das Gleich- 
gewicht der Atmosphäre behandelt, und namentlich werden dieAen- 
derungen untersucht, die eine Luftmasse erleidet, mit Rücksicht auf 
Druck, Temperatur und Dampfgehalt, wenn sie ausgedehnt oder 
zusammengedrückt wird, ohne dass Wärme mitgetheilt noch ent- 
zogen wird. Die Gesetze, die hieraus hergeleitet werden, dienen 
dazu, um zu bestimmen, ob das Gleichgewicht der Atmosphäre 
stetig oder unstetig ist, und hierdurch wird die Bildung von vertika- 
len auf- oder herabsteigenden Strömen bedungen. 

Die Verfasser zeigen, dass es nothwendig ist, den Zustand der 
Atmosphäre zu kennen, nicht allein auf der Erdoberfläche sondern 
auch in der Hohe, und daher muas die Errichtung von meteoro- 
logischen Stationen in der Höhe, entweder auf Berggipfeln oder durch 
Ballons, als einer der wichtigsten Schritte angesehen werden, um der 
Meteorologie einen sichern Fortschritt zu geben. 

Die vertikalen Ströme rufen die Winde hervor, die in dem 
zweiten Capitel studirt werden. Die Verfasser behandeln horizon- 
tale Lüftströme mit geradlinigen Isobaren und mit kreisförmigen 
Isobaren; zu den letzten gehören die Cjclonen und Anticyclonen. 
Nachdem der Gradient definirt worden ist als die Druckänderung 
senkrecht auf der Isobare in Millimetern pr. Meridiangrad gemessen, 
wird die Gradientkraft eingeführt, die die bewegende Kraft des 
Windes ist Ausser dieser Kraft wird die Iteibung längs der Erd- 
oberfläche und die ablenkende Kraft der Erdrotation eingeführt. 

Bei Winden mit geraden Isobaren auf höheren Breiten wird 
das Gesetz gefunden, dasa die Bahn des Windes eine gerade Linie 
ist, und dass die Tangente des Ablenkungswinkels des Windes vom 
Gradient, für denselben Breitengrad, dem Reibungscoefficient um- 
gekehrt proportional ist. Bei Winden in der Nahe des Äequators 
werden die Bahnen krummlinig und die von den Verfassern gegebe- 
nen Formeln zeigen eine merkliche üebereinstimmung mit den Be- 
obachtungen aus den atlantischen Passatwinden und den Monaemen 
im indischen Ocean. 

In den Cydonen and Anticyclonen bewegt sich der Wind in 



y Google 



G. M.-GuLDBEBG n. H. Moii«. ~ R. Wolp. 1,!) 

logarithmisclieii Spiralen. Die Geschwindigkeit des Windes ist Null 
im Centrmn und wächst nach aussen bis sie ein Maximum erreicht, 
wonach sie abnimmt im umgekehrten Verhältnisse zum Abstand 
vom Oentrum. Die Verfasser zeigen, dasa man den Druck, die Ge- 
schwindigkeit des Windes, die Isobaren und Gradienten in einer 
Oyclone oder Anticyclone berechnen kann, wenn man nur die Maxi- 
malgeschwindigkeit des Windes und deren Abstand vom Centrura 
kennt. 

In dem dritten Capitel werden die vertikalen Luftströme behan- 
delt. Ein verticaler Strom kann nimmer mehr als eine bestimmte 
Höhe erreichen. Daher besteht ein Windsystem aus einem horizon- 
talen Strome längs der Erdoberfläche, einem horizontalen Strome 
hx der Höhe und einem verticalen, aufsteigenden oder herabsteigen- 
den Strome, der die beiden ersten verbindet. Die Eigenschaften 
der Atmosphäre bestimmt die Höhe des vertikalen Stromes und 
hierdurch wird die Horizontaldepression gefunden, die erzeugt wer- 
den kann und die wieder die Stärke und die Beugung des Windes 
erzeugt. 

Die Verfasser haben in diesem ersten Theil ihrer Studien die 
einzelnen Fälle behandelt, indem alle Bewegungen als permanent 
vorausgesetzt worden sind. Es ist ihre Absicht in dem folgenden 
Theile die Windsysterae in ihrer Allgemeinheit zu behandeln. 

In der Zeitschrift der OesteiTeiehischen Gesellschaft für Meteoro- 
logie haben die Verfasser, im Jahrgange 1877, eine Reihe Ab- 
handlungen zu publieiren angefangen, die ein Auszug ihrer oben 
eitirten Abhandlui^ sind, und in welchen es versucht worden ist 
die Probleme durch eine mehr elementare Methode zu behandeln 
und durch Beispiele zu erläutern, welche wo möglich aus der Natur 
direct genommen werden, 

Christiania. Guldberg und Mohn. 



E. Wolf: Tasohenbucli für Mathematik, Physik, G-eodäsie und 

Astronomie. S.Anflage, Ziiricli 1877 (XYUI und 434 S.) in 8 min. 
Astronomische Mittheilungen Ni 41 — 43. (Vierteljahra- 

schrift der Mituif (iPseUsohatt m 7\ uli I87b~i877.) 
Uebei das Tat,rhtnUi<Ji ist nicht viel zu sagen nothwendig, da 
es seit Jahien alloemfm bekannt ist, und sich die jetzige neue 
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Auflage absichtlicli von der vierten im grossen Ganzen weder nach 
Anlage noch nach Inhalt wesentlich nnterscheidet, nm den so be- 
quemen Par all ehsmus mit Aem Handbuche nicht an stören. Es mag 
die Bemerkung genügen, dass der Verfasser keine Mühe gescheut 
hat, innerhalb des gegebenen ßahmens und des für ein Taschen- 
buch bereits auf das erlaubte Maass gestiegenen Volumens, Text 
und Tafeln zu revidiren, das Alte da und dort noch conciser zu 
fassen, und das Neue wenigstens cinigermassen nachzutragen, — 
überhaupt der sich gestellten Aufgabe, jeweilen ein dem Stande der 
Wissenschaft entsprechendes, und doch möglichst Vielen mund- 
gerechtes und bequemes, also im guten Sinne „gemeines und schlech- 
tes" Hülfsbuch zu liefern, immer mehr gerecht zu werden. 

Was die seit dem letzten Referate erschienenen drei neuen 
Nummern der Astronomischen Mitthdliingen anbelangt, so gibt die 
erste eine emlässliche Studie über den Einfluss der Ocular- und 
Spiegel- Stellung auf Beobachtung der Durchgangszeifc und Bestim- 
mung der Personalgleichung, deren Haupter gebniss in dem Satze 
enthalten ist, dass das Auge jeweilen den Päd endurch gang gegen 
denjenigen Punkt hin au versetzen scheint, welcher einerseits in 
der von dem Faden nach dem jeweiligen Spiegelbilde der Flamme 
führenden Geraden liegt, und anderseits ihm durch die Loupe in 
deutiicher Sehweite erseheint. — Bie zweite Nummer berichtet im 
Eingänge über den Fleckenstand der Sonne im Jahre 1876, und 
die daraus folgende Grösse der magnetischen Declinations Variation, 
— gibt sodann für die 128 Jahre 17i9 bis 1876 die monatlichen 
Relativzahlen, d. h. eine fundamentale Zahlenreihe für alle Unter- 
suchungen über den Gang des Sonnenfleckenphänomes und seine 
Beziehungen zu andern Naturerscheinungen, deren äusserst mühe- 
volle Erstellung, ohne unbescheiden zu sein, als eine wissenschaft- 
liche Thai von grosser Tragweite bezeichnet werden darf, — theilt 
die zum Theil auf diese Reihe gestützte, schon im vorhergehenden 
Referate erwähute neue Epochentafel, und die ebenfalls aus ihr 
folgende mittlere Ourve mit, — vergleicht die mittlem und wahren 
Epochen, — und weist schliesslich auf die Waluscheinliobkeit einer 
grossen, aber erst in ferner Zeit mit voller Sicherheit zu ermitteln- 
den grossen Sonnenfleckenperiode von etwa 178 Jahren hin. — 
Die dritte Nmnmer endlich ist speeiell den magnetischen Declinations- 
variationen und ihrer Beziehung zu der Häufigkeit der Sonuenflecken 
gewidmet: Sie gibt vorerst für die dreissig Jahre 1842 bis 1871 
die aus den Beobachtungen in Mailand, München, Prag, Berlin und 
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Christi ania abgeleiteten Monat- und Jahresmittel, — leitet aus 
letztem für jede Station und jede zelin Jahre die Formel v^a-^-b.r 
ab, um aus den Sonnenfleekenr elativzahlen r die Variationen v be- 
rechnen zu können, — ■ zeigt durch Vevgleichung der für ß und 6 
erhaltenen Werthe, dasa auch die besten und längsten der bisheri- 
gen Variationsreihen noch nicht hinreichen, um definitiv zu entschei- 
den, ob die n und 6 einer seculären Veründerung unterliegen oder 
nicht, — und stellt die bis jetzt aus neuern Beobachtungen für 
26 Stationen erhaltenen Variationsformeln in einer Tafel zusammen, 
aus welcher hervorgeht, dass die « nach Osten sehr entschieden 
und auch nach Süden wenigstens im grossen Gfanzen abnehmen, 
die b ein ähnhehes aber weniger decidirtes Verhalten zeigen. Unter 
Zuzug der bis jetzt in den südlichen Stationen Trevandrum, Batavia 
und Hobarton erhaltenen monatlichen Variations mittein werden so- 
dann Studien über die Jahresoscillationen und den jEhrhchen Gang 
angestellt, wobei sieh überraschende neue Beziehungen zu den Son- 
nenflecken zeigen und auch das interessante Resultat erhalten wird, 
dass die schon oft besprochenen Anomalien, welche sich an nörd- 
lichen Stationen zur Zeit der Equinoetien zeigen, an den südlichen 
Stationen nicht vorkommen, und somit mehr localer als coamischer 
Natur zu sein seheinen. Zum Schlüsse wird noch nachgewiesen, 
dass die für die mittlem Jahresvariationen aufgestellten Formeln 
V = a -\- b .r auch zur annähernden Berechnung der mittlem mo- 
natlichen Variationen gebraucht werden können, wenn man a lun 
etwa 8,754 . BinD (wo D die der Monatmitte entsprechende Sonnen- 
declination bezeichnet) vermehrt, und statt der mittlem jährlichen 
Reiativzahl r die dem betreffenden Monate zukommende mittlere 
Eelativzahl einsetzt. — Von einigen andern kleinem Mittheilungen, 
welche diesen drei Nummern beigegeben sind, für gegenwärtige Be- 
richterstattung Umgang nehmend, mag anhangsweise noch angegeben 
werden, dasa das Verzeichniss der Sammlungen der Zürcher Stern- 
warte in- denselben von Nr. 185 — 189, und dasjenige der Belege- 
atücke für die Sonnenflecken - Statistik oder der Literatur von Nr. 
344—362 fortgesetzt wird, 

Zürich. Rudolf Wolf. 
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Osoar Böthig: Eine Einleitung in ilie mechanische Wämietheorie. 

Durchgang der Strahlen durch eine Linse. (Publioii-t als 

Abkandlungen za dem Prügramme der FriedrichB-Werderschen Ge- 
werbeBohule zu DerlLii, Ostern 1877.) 

Die erste 'Arbeit zeigt, dasa alle, gewöhnlich mit Hülfe der 
mechanischen Wärmetheorie hergeleitete, auf Gase bezügliche, Re- 
sultate ohne jede Hypothese über die Wärme aus der Thatsaehe 
folgen, dass die beiden specifischen Wärmen ungleich sind. So 
folgt zunächst der Satz, dass die zur Ueberführung eines Gases aus 
einem Zustande in einen anderen nöthige Wärmemenge von der 
Art dieser Ueberführung abhängig ist. Dann werden mit ganz 
elementai'en Hülfsmitteln der Mathematik aber durch Gleiehsetzung 
an sich verschiedener Wärmemengen die beiden Formeln für das 
Verhältnisa der specifischen Wärmen hergeleitet, welche Poisson und 
Laplace gegeben haben. Der Rest der Abhandlung beschäftigt sich 
mit der Begründung der im Eingange aufgestellten Behauptung und 
muss in Bezug darauf auf die Arbeit selbst verwiesen werden. 

Die zweite Arbeit ist ein Vorschlag, an Stelle der gewöhn- 
lichen näh er ungs weisen Behandlungen des Problems eine andere zu 
setzen, welche zunächst die zu machenden Vernachlässigungen so 
weit als möglich begründet, dann aber mit denselben eine vollstän- 
dige Behandlung der Aufgabe folgen lasst. 

Auf Verlangen bin ich gern bereit, Abzüge der vorstehenden 
Arbeiten, so weit die vorhandenen Exemplare reichen, zuzusenden. 

Berlin. Oscar Eöthig. 



J. Illeclc: Hypothese über die Condensation und Wiederver- 
dampfung im Cylinder der Dampftnasehine. (Civil-Iiigenieur, 
Band XXn, 5. und 6. Heft.) 
Die moderne Theorie der Dampfmaschine beschäftigt sich be- 
kanntlich mit dem Probleme, die Zustandsänderungen des die Wärme 
vermittelnden Körpers festzustellen, welche derselbe erfährt, indem 
er als Dampf- und Wassergemenge von bekanntem Mischungsver- 
hältnisse, vom Dampfkessel ausgehend, suceessive den ganzen Com- 
plex der Maschine passirt, um schliesslich als Speisewasser wieder 
in den Kessel zurück zu gelangen. 
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Mit Recht wurde nun von Hirn-sclion vor Jahren darauf hin- 
gewiesen, dass es nicht statthaft sei, hierbei den Dampf cylind er als 
rein geometrischen Körper zu betrachten und haben namentlich die 
von Hallauer undLeloutre durchgeführten Analysen (siehe Civil- 
Ingenieur, Band XX, 8. 255) überzeugend dargethan, dass die eigön- 
thümlichen Erscheinungen der Admissions- und Espansionsperiode 
ganz hesondern und tiefer liegenden Ursachen zugesehrieben werden 
müssen, als dies bisher geschehen war. 

Der Verfasser erläutert nun zunächst die Ansichten der Herren 
Hallauer und Leloutre, welche die Abweichungen der theoreti- 
schen Ergebnisse von der Wirklichkeit den Temperatur- Differenzen 
zuschreiben, welche zwischen dem wirtsamen Dampfe und den Cy- 
1 in der Wandungen während des Verlaufes eines Kolbenhin- uncf Her- 
ganges bestehen und demzufolge durch den Einfluss der genannten 
Wandungen während der Admiasionsperiode eine theilweise Con- 
densation, hingegen während der Expansionaperiode eine theilweise 
Wie der Verdampfung veranlasst wird. Gleichzeitig werden die Gegen- 
sätze aufgezählt, welche zwischen dieser Hypothese und der von 
Clausius und Zeuner begründeten physikalischen Theorie der 
Dampfmaschine stattfinden. 

In weiterer Folge wird der Nachweis versucht, dass auch die 
neuartigen Anschauungen der Herren Hallauer und Leloutre auf 
mehrfache und sehr wesentliche Widersprüche führen, daher in 
ihrer gegenwärtigen Fassung noch keineswegs als unbedingt richtig 
angenommen werden können. 

Die eigentliche Quelle der Dampfverluste, welche bisher theil- 
weise auf das übergerissene Kesselwasser, theilweise auf die Dampf- 
lässigkeit des Kolbens zumckgeführt wurden, sowie die Ursachen 
der Oondensation und Wiederverdampfimg in den bezüglichen Pe- 
rioden, findet der Verfasser, im Einklänge mit der Hirn'schen Hy- 
pothese, zwar ebenfalls in den Oylinderw an düngen, jedoch mit einer 
wesentlich verschiedenen Auffassung, welche die obigen Erschei- 
nungen nicht nur ganz ungezwungen und in Uebereinatimmung mit 
den physikalischen Grundgesetzen des Dampfes erklärt, sondern 
auch den sehr achätzenswei-tben Vortheil bietet, die Innern Vor- 
gänge im Cylinder der Dampfmaschine auf dem Kechnungswege 
verfolgen zu kömien. 

Der Grundgedanke der Hypothese des Verfassers besteht in der 
schon a priori nicht unwaJirscheinlichen Annahme, dass die Innen- 
waudungen des Dampfcjlinders und schädlichen Eaumes mit einem 
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constanten Wass erbe schlage bedeckt seien, der in Folge der Adbä- 
61011 an den Wänden nielir oder weniger festbaftet. Dieser Waaser- 
beschlag besitzt in jeder Phase der Bewegung die Temperatur des 
Dampfes, mit welchem er in Verbindung steht. Befindet sich also 
der Dampfkolben auf dem Rückwege begriffen, so hat der gesammte 
Wasserbeachl^ anf der einen Seite desselben die Temperatur des 
Condenaator dampf es ai^enommen; ein Theil des soweit abgekühl- 
ten Wasserbe Schlages wird nun von dem rucklaufenden Kolben vor 
sich hergeschoben und schliesslich in den schädlichen Raum ver- 
setzt, so dass sich zu Beginn der neuen Dampfeinströmung in die- 
sem eine verhältniss massig beträchtliche Wassermenge zusammen- 
gedrängt befindet und zwar ■ ein Theil der lefcztern in Form eines 
feinen Thaubeschlages auf der Deckelfläche, der gegenüberliegenden 
Kolbenfläche und den noch übrigen Wandungen des schädlichen 
Raumes. Erfolgt jetzt die Dampfeinströmung, so muss der gesammte 
Wasserinhalt des schädlichen Raumes auf die Temperatur des Kessel- 
dampfes erhöht werden und diesem Umstände ist ohne Zweifel die 
Gondensation während der VoUdrucbperiode zuzuschreiben. 

Ein numerisches Beispiel liefert das Verhältniss des Wasser- 

heschlages <B zur Speisewassermenge S pro Kolbensehub: -ö- = 3- 

Denkt man sich diesen Wasserbeschlag auf die Oberfläche der 

Wandungen gleichraässig vertheilt, so berechnet sich dessen Stärke 

mit Rücksicht auf die angenommenen Cjlinder- Dimensionen auf 

J = 0,00017» 
also auf kaum 0,2""", welcher Betrag ausreichend ist, die Gonden- 
sation von mehr als 60 Procent des Speisedampfes pro Kolbensehub 
zu begründen. 

Ebenso ungezwungen erklärt sich die Wiederverdampfung wäh- 
rend der Espansionsperiode. Wir haben es da mit der Expansion 
eines sehr nassen Dampfes zu thun, insofern der Wassergehalt des- 
selben die Dampfmenge bedeutend übertrifft, daher nach den Grund- 
lehreu der mechanischen Wärmetheorie die Expansion unter theil- 
weiser Verdampfung des Wassergehaltes erfolgt. Die von dem Ver- 
fasser entwickelte Formel zeigt bei einem numerischen Beispiele 
eine Zunahme der spee. Dampfmenge von 0,40 auf 0,77, beziehungs- 
weise vom Beginn bis zum Schluss der Expansion. Da für den- 
selben Fall Hallauer's Analysen blos eine Verdampfung von 20 
Procent (statt 37) des Wassergehaltes liefern, so besitzt die an- 
geführte Formel zwar noch nicht den wünschenswerthen Genauig- 
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keitsgrad; allein im Grossen und Gaazen genommen, ist eine prin- 
cipielle Ueber einstimmun g. unverkennbar. 

Der Verfasser untfirzieht noch den Effect verlast, welcher durch 
den Wasa erbe schlag verursacht wird, einer Untersuchmig, wobei 
er zu dem nicht uninteressanten Resultate gelangt, dass eich der 
fragliche Effectverlust genau durch denselben Ausdruck darstellen 
läset, welchen Dr. Zeuner für den Effectverlust durch den unvoll- 
kommenen Kreisprocess entwickelt hat, nur erscheint im ersteren 
der Was serbe schlag © statt der Speisewassermehge S pro Kolben- 
schub als Factor. 

Ein numerisches Beispiel liefert den G es am mt Verlust des Wir- 
kimgsgrades, bezogen auf den disponiblen Effect des vollkommenen 

I = 0,29 
woran die Speise wassermenge mit 7 Procent, der Was s erbe schlag 
hingegen mit 22 Procent betheiligt ist. 

Auf analoge Art wird auch der Effectverlust durch die unvoll- 
ständige Expansion behandelt, wobei ein numerisches Beispiel zeigt, 
dass dieser Effectverlust durch den Wasserbeschlag hlos um 1 Pro- 
cent erhöht wird. 

Hierbei ist aber zu beachten, dass der Verfasser sich den Ab- 
Bchluss der Bxpansionsperiode in beiden Fällen, mit und ohne 
Wasserbeschlag, unter gleicher Endspanming erfolgend dachte und 
damit zu einem Vergleiche kommt, der keinen sonderlichen Werth 
besitzt; hätte er die Expansion in beiden Fällen auf gleiche End- 
Tolumina herab geführt, so würde sieh der obige Effectverlust 
wesentlich höher gezeigt haben. 

Ein nicht unbedenklicher Mangel der obigen Hypothese wäre 
der, dass sich mit derselben der Einfluss des Dampfmantels und 
dessen Wirkungsfähigkeit nicht mit der gleichen Ungezwungenheit, 
wie die übrigen Erseheinungeu , erklären lassen. 



J. Illeck: Ueber die real© Expansionslinie im Cyliniäer der Dampf- 
maschine und deren BeeJnüiissung durcli den Dampf- 
mantel (Civil -Ingenieur, Bantl XXIII, 2, Heft.) 
Diese Arbeit bezweckt die weitere Ausbildung und Vervoll- 
kommnung der Hypothese des Verfassers über die Condensation und 
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Wieder Verdampfung im Cylinder der Dampfmaschine (Givil-Inge- 
Hieur, Band XXH). 

Eine genauere Analyse mit RückaicM auf die gesammten Nebeii- 
einflüsse erweist sich liierbei nicht als genügend, die vorhandenen 
Widerspräche aufzuklären, welche hauptaächlich darin bestehen, 
dasa sich die Menge des Wasserhesehlages nicht verlasslich fisiren 
lässt, insofern aich dieselbe nach den aufgestellten Formeln bei 
der Maschine ohne Dampfmantel aus der Expansionsperiode erheb- 
lich kleiner als aus der Admissionsperiode berechnet, während hei 
der Maschine mit Dampfmantel unter gleichen Umständen gerade 
das Umgekehrte stattfindet. 

Die Ursache dieser Erscheinung findet der Verfasser in dem 
Umstände, dass bei der Bewegung des Kolbens nur der kleinere 
Theii des Wasserbeschlages des Cy linder mantels hin und her ge- 
schoben wird, während der grössere Theil durch diese Bewegung 
gar nicht alterirt wird, da die Kolbenringe über denselben hinweg- 
gleiten. Dieser fixe WasserbeseMag B wird nun wähemd der Ex- 
pansion von dem fortschreitenden Kolben successive aufgedeckt und 
von der Temperatur des Condensators auf jene des Dampfes ge- 
bracht; von diesem Momente bildet er einen Bestandtheil des ex- 
pandirenden Gemisches, gieht also die aufgenommene Wärme theil- 
weise wieder ab; durch diesen Vorgang wird die mit dem Wasser- 
besehlage @ der Admissionsperiode berechnete Bxpansionsenrve zum' 
Abfall gebracht. — Auf diese Annahme gestützt, entwickelt der 
Verfasser das Expansionsgesetz unter Einflussnalime der beiden 
Was Serbe schlage @ und R und stellt die Differential-Gleichung der 
wirklichen Bxpansionscurve für die Maschine ohne Dampfmantel 
auf, welche sich auf dem Wege der Annäherung integrirea lässt. 

Die Menge des Wasserhesehlages Ji lässt sich auch unabhängig 
von dieser Integral -Gleichung unmittelbar aus dem Indicator- Dia- 
gramm herleiten und wird das Verh'altniss derselben zur Speiae- 
wasaermenge S pro Kolhenschub durch ein numerisches Beispiel 
-^ ^ 6,7 gefunden. Die Rechnung zeigt femer, dass bei der Ma- 
schine mit Dampfmantel die mit dem Wasserheschlage @ der Ad- 
missionsperiode und unter genauer Berücksichtigung der Nebenein- 
flüsse berechnete Expansionscurve ziemlich nahe mit der wirklichen 
übereinstimmt, woraus sich folgern lässt, dass für die Maschine 
mit Dampfmantel der obige Wasserbesehlag R gleich Null sein 
müsse. Beachtet man, dass bei der Maschine mit Dampfmantel 
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die Temperatur des Wasserbeschlages in allen Bewegungspliasen 
geringer ist, als die Temperatur der geheizten Wandungen, welche 
gleich ist jener des Kessel dampf es, so erscheint es auch sehr natür- 
Uch, dass hier die Bedingungen vorhanden sind, unter welchen der 
sieh bildende Wass erbe sehlag im Momente des Entstehens verdampft 
oder der bereits vorhandene suceessive difFerentirt und zum Ver- 
schwinden gebracht werden kann. 

Schliesslich glaubt der Verfasser aus dem Ganzen folgern zu 
können, dass die Zustandsänderungen des Dampfes im Oylinder der 
Dampfmaschine unabhängig von der Kolb enge seh windigkeit und 
deren periodischer Variabilität erfolgen, 

Wien. J. Illeck. 



Il.Hoppe:PrincipienderPläclientheorie. (Gmnect'sÄccli.LIX. 335— 322.) 

Die Theorie geht von der Darstellung der Flächen durch Aus- 
druck der cartesischen Coordinaten xyis als Functionen zweier Para- 
meter M, V aus, und führt als Fuudamentalgrössen die folgenden ein: 

m' 



^ ____ 83! 3a; j^ 9i/ 8j; 1^ Se dz 



-B-fS + sg+'S 

^f^-J'aisJ + äBÄ + 'äiW 

■^ OK' ' ^ OD' ' av 
wo p, q, r die Richtungscosinus der Normale, Von diesen hä.ngen 
in einfachster Weise die Eigenschaften der Liniensyateme und 
Specialitäten der Punkte ab. Für /'^= achneiden sich die Para- 
meterlinien rechtwinklig, für ^"=0 sind sie eonjugirt, beides ver- 
einigt macht sie zu Kriimmungslinien, für E^G^Q sind sie 
asymptotisch, für ß^l, f^Q orthogonal geodätisch, für e = g, 
f^O werden sie auf der Ebene abgebildet als ein orthogonales 
System Gerader; —- = — - c= ^ drückt die sphärische Krümmung 
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aus; dureli Determinanten zweiter Ordnung werden aus ilmeii die 
Hauptkrümmungen und Hauptkrümmungsriehtungen bestimmt; die 
Summe und das Product der Hauptkrümmungen stellen sich dar als 
Eg — iFf+ Ge EG— J" _ 
eg — P ' eg — p ' 

letztere Grösse lässt eicli durch partielle Differentialquotienten Yon 
e, f, g ausdrücken; die Grössen e, f, g, EG — IP sind diejenigen, 
welche bei Biegung der Fläche unverändert bleiben; bei Uebergaug 
zu neuen Parametern sind die Relationen der E, F, G genau die- 
selben wie die der e,f,g u. a. m., wodurch sich die Einführung woh] 
zur Genüge empfohlen hat. 

Die Schrift theilt sich in drei Abschnitte. Der erste behandelt 
in allgemeinen Parametern die bekannten Sätze von den Krümmungen, 
Tangenten und Normalen, der Complanation und Kubatur, der 
Biegung und Abwickelung, der Parallelität der Flächen und den 
Mittelpunktsflächen. Der zweite Abschnitt specialisirt die Parameter, 
behandelt die Theorie der Krümmungslinien, asymptotischen Linien 
und Kürzesten, und führt deren Systeme, zu denen noch die der 
geodätischen und Abbildungslinien hinzukommen, als Parameter- 
linien ein. Der dritte Abschnitt specialisirt die Flächen und handelt 
von denjenigen, für welche Probleme, die nicht allgemein lösbar 
sind, gelöst werden können: dies sind die abwickelbaren, die Flächen 
constanter Krümmung, die kleinsten Flächen, die Flächen constanter 
Summe der Hauptkrümmungsradien, die Rotationsflächen, die Flächen 
zweiten Grades und die Fläche a; j/it ^ c. Schliesslich wird eine 
TJebersicht der allgemeinen Probleme der Fläch entheorie und der 
lösbaren Specialfälle gegeben. 

Kein Resultat ist neu; auch die vom Verfasser herrührenden 
sind früher publicirt; dagegen ist die Methode, durchweg analytisch, 
zum grossen Tbeil dem Verfasser eigen. Die Fundamentalgrössen 
stimmen soweit mit den Gauss'schen Überein, als nur E, F, G 
von den entsprechenden Grössen durch den gemeinsamen Divisor 
Yeg — (^ unterschieden sind, was in beträchtlichem Umfange Ver- 
einfachung zur Folge gehabt hat ; die abweichende Bezeichnung 
rechtfertigt sich durch die leichtere Handhabung und das deutlichere 
Hervortreten der Analogien. 
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R,. Hoppe; Geometrisclie Deutung der Fundamentalgrössen zweiter 
Ordnung der Fläohentheorie. (Grunert's Arch. LX, 65 — 70.) 
Zur Consta-uction der Grössen .E, F, G (s. d. vorige Referat) 
werden auf der Fläche folgende Punkte betrachtet: der Punkt P 
mit den Parameter werthen (u, v), um ihn herum die vier Punkte 
J*„(m + öm,v), Pr(u,v + dv), K(ti-~Su,v), K(u,v — ov) nhi 
der Punkt P^ (u + S«, v + ^f)- Dii^se werden zu folgenden ehenen 
Dreiecken verbunden: 

^^PP^Pr, J,=PP:J\, ^^-^PPuP'., 
zl„ = PP^P,, A, = PP,P„. 
Deren Ebenen bilden folgende unendlich kleine Winkel; 
Ä„ zwischen z/ und z/^, d,< zwischen J und z/g, 8 zwischen z/„ und z/„. 
Durch sie werden dann die Fundamentalgrössen folgend ermassen 
dargestellt : 

tdudv 
3i.^ ' 



£ — 


"■■°?P5-^'« = "°'i7*; 




F Km.'.'!"':, 



WO tdudv das Flächenelement bezeichnet. 



B. Hoppe: Minimum - Oberfiäoheu der drei ersten Glasseu vou 

Polyedern. (Gmneit'ii Arch. LVTII. 398 -336.) 
Es giebt 11 verschiedene Zusammensetzungen von Dreiecken 
zu einer Foljederfläehe, wenn nie mehr als 5 um eine Ecke liegen. 
Von diesen 11 Polyedern werden die Dimensionen erst algebraisch, 
dami numerisch derart bestimmt, dass bei Volum = 1 die Ober- 
lläche ein Minimum wird. 



B. Hoppe: Bemerkung über die Berechnung vielatelliger Loga- 
rithmen. (Gninei-t's Arch. LVIII. 437—439.) 
Bezüglich mehrerer in letzter Zeit erschienenen Tafeln zur 
Berechnung vielstelliger Logarithmen macht der Artikel auf die 
Zwecklosigkeit der Umrechnung der natürlichen Logarithmen in 
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Brigg'sche für den Fall, wo jeder Logarithmus einzeln zu bereeliuen 
ist, aufmerksam, eine Umreclinung die, weil jene Tafeln auf 
Brigg'sche Logarithmen eingerichtet sind, beim Gebrauch für jede 
Zahl stets zweimal vollzogen werden muss, sei es, daes man poten- 
ciren oder einen blossen Logarithmus finden will. Die für natür- 
liche Logarithmen eingerichteten Tafeln, welche dem Rechner diese 
überflüssige Mühe ersparen, sind inzwischen vom Verfasser besorgt 
worden (s. unten). 



E. Hoppe: Ein Theorem über die eonforme Abbildung der 
Flächen auf Ebenen. (Unmert's Areh. LIX. 50-64.) 

Das Theorem lautet: Kann man auf einer reellen Mäche eine 
stetige Schaar imaginärer Linien analytisch darstellen, deren Bogen- 
element constant null ist, so ist die Aufgabe der conformen Ab- 
bildung eben dieser Fläche auf der Ebene gelöst. Die Gleichungen der 
Linie, nach Elimination einer Coordinate z, aufgelöst nach dem 
Parameter, machen diesen zu einer Function der beiden andern f(x, y) 
und die Doppel gleichung 

u-\-iv^F{f{x,y)] 
enthält die zwei Äbbildungsrelatiouen zwischen den ebenen Ooordi- 
naten u, v und den x, y. 

Die Aufgabe, eine Curve oder eine Gerade im Räume zu 
finden, deren Element constant null ist, wird allgemein gelöst be- 
ziehungsweise durch 



^ _ tj, = a _ 2i; H- 2m g^ — -M^ gp 

oder durch 

X -\-iy =^v 

Es bleibt übrig, «, «, a, b als Complexe so zu bestimmen, dass nach 
Elimination von ti, v die Gleichung in x, y, s reell wird. 
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H. Hoppe: Beispiel der Bestimmung einer Fläche aus der Inöi- 
oatris der Normale. (Gtunert's Arch. LIX. 407—414.) 

Kennt man auf der Kogelfläelie p^ + 3^ "f" '"^ '^ ^ '^^'^ ortho- 
gonales Liniensystem, so ergiebt sich durch Integration einer 
hnearen Gleichung zweiter Ordnung eine Flache, auf welcher p, 3, r 
die E-ichtunga Cosinus der' Normale sind, und dem sphärischen Linien- 
system das System der Krümmungslinien entspricht (s. Grün. Ärch. 
LV. 368. LIX.-257. dies Eepertorium I. 56). Das orthogonale sphä- 
rische System ist nun hier: 

die Integration wird ausgeführt, und das Resultat ist diejenige 
Fläche, für welche, wenn man x, y zu Parametern nimmt, das Mittel- 
glied der Differentialgleichung der KrümmungsÜnieri null wird, ein 
Resultat, zu dem Fuchs auf anderem Wege gelaugt war. 



E. Hoppe: Kugel von exoentrischer Masse und centrisoher Träg- 
heit, (Gruiierfs Aroii. LX. 100 — 105.) 
Es wird in allgemeinster Weise die Masse in einer Kugel so 
vertheilt, dass die Trägheitsmomente für alle durch den Mittelpunkt 
gehendeu Äsen einander gleich werden. 



E. Hoppe: Ueber den Baumbegrtff. (Hoffmann's Zeitacln-. für natux- 
wiaa l(iiteirn,ht \II 260—251.) 
Es wird zueist die psychisch gegebene Räumlichkeit der Empfin- 
dung unterschieden von dem ideellen, umfassenden Raurasystem. 
Von ersterei abstiahiit die Geometrie; auf sie muas aber die Unter- 
suchung zurückgehen, wenn der empirische Ursprung der Raum- 
TorsteUung in Frage steht. Dies ist bis jetzt in den zahlreichen 
principiell geometrischen Untersuebungeu nur sehr mangelhaft und 
mit Widerstreben geschehen. Namentlich bedarf die Frage, wie die 
Erfahrung aus individueller und mit Fehlern behafteter Beobachtung 
zum allgemeinen und exacten Begriff gelangt, einer Beantwortung, 
die sich vollständig geben lässt. 
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B. Hoppe: Grund der mathematiachen Evidenz. (TageMatt der 
NaturforscteiTeraamiriluiig IL. Bsüage 60—62.) 
Der Grund der mathematischen Evidenz liegt nicht in der 
Schluasform, sondern in der Homogenität der Gegenstände der 
Mathematik, welche es gestattet dag ganze Gebiet möglicher 'Varia- 
tion in Gedanken zu durchlaufen und infolge dessen ausschliesaende 
Gegensätze zu i 



B. Hoppe: Tafel aur äreissigsfcelligen logaritlimi sahen Bechnung. 
(Leipzig, C, Ä. Kocli.) 

Das Verfahren, nach dem man zur einzelnen Zahl den Loga- 
rithmus und zum Logarithmus die Zahl durch leichte Rechnung 
findet, also auch ohne Tafeln potenziren kann, ist bekannt, und es 
existirten bereits zwölfsteilige Tafeln zur weiteren Abkürzung. Die 
vorliegende Tafel unterscheidet eich dadurch, dass sie erstlich für 
natürliche Logarithmen eingerichtet ist, femer daas sie statt log (1 -j- x) 
die Werthe von cc — log(l -j- x) angiebt, wodurch die Rechnung 
bedeutend gekürzt wird, endlich dass sie die gewöhnlichen Divisionen 
durch 1,000 . . .n in Multiplicationen, d. h. also in einziffrige Mul- 
verwandelt. Durch diese Vortheile wird die Rechnung 
1 erleichtert, dass jetzt die Potenzirung einer SOziffrigen 
ZaM mit einem SOziffrigen Exponenten etwa drei ebensovielziffrigen 
Multiplicationen an Ausdehnung gleich kommt. Die Tafel, welcher 
eine Beschreibung des Verfahrens vorausgeht, umfasst sieben Seiten 
und giebt zuerst die Vielfachen von log 10, dann die Logarithmen 
der Zahlen 2 bis 99, dann die Werthe von n . 10"~* — log (1 + » . 10"*) 
bis zur 33sten Stelle, endlich die Factoreu zur anfänglichen Reduction. 

Berlin. R. Hoppe. 



Oskar Emil Meyer: Die kinetische Theorie der Gase. In elemen- 
tarer Daretellung, mit mathematischen Zusätaen. (Bicslan. 
Verlag von Marusehlfe imA Berendt. 1877.) 
Das genannte Werk ist freilich nicht ausschliesslich für Mathe- 
matiker, sondern auch für den weiteren Kreis der naturwissen- 
schaftlich Gebildeten bestimmt: doch scheint es besonders wegen 
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der aEgehängten mathematischen Zus;Itze eine Besprechung in diesem 
Bepertorium zu verdienen. 

Im Texte des Buches ist die neuere, von Clausius u. A. 
begründete und entwickelte Gastheorie in elementarer Weise dar- 
gestellt; die Hilfsmittel der höheren MithemitjL tmii vermieden 
worden, um das Verständniss der Theoiie einem gius'.eren Publilium 
zugänglich zu machen. Die Darstellung sucht dahei stets ihre 
Stütze in der Erfahrung. Die Beobachtungen ubei Druck und 
Dichtigkeit der Gase, Effusion, Auidchnung dunh die Wärme, 
apecifisehe Wärme, innere und äussete Reibung, Diffusion und 
Wärmeleitungsfähigkeit sind in moglichatci Vollstindigkeit zu- 
sammengestellt und zur Prüfung der Theorie, sowie der von ihr 
geforderten Gesetze verwerthet worden. Hierbei hat sich eine vor- 
treffliche Uebereinstimmung in allen Punkten ergeben. Alle jene 
verschiedenartigen Beobachtungen führen zu denselben Zahlenwerthen 
theils für die Energie und die mittlere Geschwindigkeit der mole- 
cularen Bewegungen, theils für die mittlere Länge der von den 
Theilchen zurückgelegten Wege. Auch die Bewegungen, welche die 
einzelnen Atome in den Molecularaggregaten für sich ausführen, 
folgen einem Gesetze, welche« sieh aus der Theorie und aus den 
Beobachtungen über das Verhältniss der beiderlei specifischen Wärmen 
übereinstimmend ergiebt. Nach diesen Erfahrungen durfte ich mich 
für berechtigt halten, auf Grund der Theorie die unmittelbaren 
Eigenschaften der Molekeln und Atome in das Bereich der Forschung 
zu ziehen, namentlich ihre Grosse und ihr Gewicht zu bestimmen; 
selbst die Form chemisch zusammengesetzter Gasmolekeln läast sich 
in vielen Fällen angeben, dieselbe scheint für die Stellung ent- 
scheidend zu sein, welche die Verbindung im chemischen System 
der Typen einnimmt. 

Die mathematischen Zusätze enthalten Anwendungen der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung auf die Probleme unserer Theorie. Während 
im Texte Überall die mit grosser Annäherung zulässige einfache 
Voraussetzung, dass alle Molekeln sich mit einer gleichen Ge- 
schwindigkeit bewegen, zum Beweise der aus der Theorie folgenden 
Gesetze benutzt wurde, wird in den Zusätzen nach Maxwells Vor- 
gange eingeführt, dass die Geschwindigkeiten der einzelnen Molekeln 
ihrer Grösse und Richtung nach sehr verschieden sein können und 
müssen, obwohl freilieh die mittleren Werthe weit häufiger vor- 
kommen, als die sehr grossen und als die sehr kleinen. Ihren 
mathematischen Ausdruck findet diese Annahme in der Einführung 

Separtotinm fUr leiue und lugenändt« Mathematik. LI. S 
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einer Function, welche die Wahrscheinlichkeit dafür ausdrücktj dass 
ein Theilchen eine Bewegung von bestimmter Grösse und Richtung 
besitzt; mit Hilfe derselben kann in jedem Falle aus der unbe- 
grenzten Zahl der Elementaj Vorgänge das gesetzmässige Ereigniss 
als wahrscheinlicher Mittelwerth berechnet werden. 

Die Berechnung des Druckes, welche in der ersten der mathe- 
matischen Beilagen behandelt wird, l'dsst sich durchführen, ohne 
dass es nöthig wäre, die erwähnte Wahrscheinlichkeitsfunction zu 
bestimmen. Die zuerst von Joule gefundene Beziehung, dass der 
auf die Flächeneinheit wirkende Druck = | der in der Eaumeinheit 
enthaltenen kinetischen Energie der Molecularbewegung ist, gilt 
unabhängig von dem Gesetze, nach welchem die verschiedenen 
Werthe der Geschwindigkeit auf die einzelnen Molekeln ver- 
theilt sind. 

In der zweiten Beilage wird für das Vertheilungsgesetz der 
Geschwindigkeiten, welches Maxwell zuerst aufgestellt hat, ein 
neuer Beweis geliefert, in welchem die Bestimmung dieses Gesetzes 
als eine Aufgabe der Variationsrechnung aufgefasst wird. Die 
Möglichkeit dieser mathematischen Vereinfachung beruht auf dem 
Gedanken, dass der von Maxwell vorausgesetzte Gleichgewichts- 
zustand, welcher in einem Systeme von Gasmolekeln nach jeder 
Störung immer wieder von selbst eintritt, unter allen möglichen 
Zusländen des Systems der wahrscheinlichste ist. Die Betrachtung 
lässt sich von einfachen Massenpunkten auf Molekeln ausdehnen, 
welche aus Atomen zusammengesetzt sind; in diesem allgemeineren 
Falle handelt es sich nicht bloss um die moleculare Energie, welche 
in der lebendigen Kraft der Schwerpunktsbewegung besteht, sondern 
auch um die aus kinetischer und potentieller bestehenden Energie 
der einzelnen Atome, Die Untersuchung der letzteren ergiebt, dass 
die mittlere Energie eines Ätomes immer kleiner ist, als die Energie 
der Schwerpunktsbewegung der Molekel. Die Richtigkeit dieses 
mechanischen Theorems wird durch die im Texte mitgetheilten Be- 
obachtungen bestätigt. 

Der dritte Zusatz betrifft den mittleren Werth der molecularen 
WeglängG. Es werden die von Clausius erdachten Methoden unter 
Benutzung des Maswell'schen Gesetzes zur Anwendung gebracht. 

Dann folgt eine theoretische Bemerkung über die Adhäsion 
der Gase an festen Körpern, durch welche ich eine Erklärung der 
Beobachtungen von P, Weber zu geben suche. 
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In den übrigen Zusätzen linden sicli Berechnungen der Werthe, 
welche die Oonstanten der E-eibung, der DiEFusion und der Wärme- 
leitung annehmen, wenn das Maxwell'sche Gesetz der Geschwindig- 
keitsvertheilung angenommen wird. 

Breslau. 0. E. Meyer. 



J. Karl Becker: Die Elemente der Geometrie auf neuer Grund- 
lage streng deduktiv dai^eatellt. (Ei-ater Theil. Mit 145 in 
den Text eingedmokten Holzschnitten, Berlin, Weidmajin'sche Buch- 
haudlimg 1877.) 

Es lat mir nacht möglich, Zweck und Inhalt dieses Werkes 
besser und küizer anzugehen, als es in der Vorrede geschehen ist. 
Man gestatte mir darum, einiges aus derselben wörtlich wieder- 
zugeben, „Das vorliegende Buch ist der erste Theil eines grösseren 
Werkes, in welchem ich eine möglichst vollständige Darstellung der 
elementaren Geometrie zu geben beabsichtige, die alle diejenigen 
Lehren umfassen soll, welche ausschliesslich von Gebilden erster und 
zweiter Ordnung handeln." — „Der zunächst vorliegende ITieil des 
Gesammtwerkes bildet ein für sich abgeschlossenes Ganze und hat 
zum Gegenstande die Darlegung der Grundgesetze des Raumes und 
der Ebene, welche in den Eigenschaften der einfachsten Figuren zu 
Tage treten. Er umfasst alle diejenigen Sätze über Gestalt und 
Lage der einfachsten Figuren, zu deren Begründung keine anderen 
metrischen Eelationen erforderlich sind, als die der Gleichheit (incl. 
der Gleichheit zweier Verhältnisse)." 

„Veranlasst wurde diese Bearbeitung der Elemente zunächst 
durch die Resultate der Untersuchung von Helmholtz „Über die 
Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen."" 

Ich atelite mir zunächst die Aufgabe, die von Helmholtz auf- 
gestellten Postulate aus ihrer abstract analytischen Form wieder in 
die Sprache der Geometrie zurück zu übersetzen und aus ihnen die 
übrigenEuklid'schen Axiome abzuleiten. Das Ergebniss dieser Unter- 
suchung ist in Schlömilch's Zeitschrift (XX, 6 S. 445) veröffent- 
licht worden in einer auch hier angezeigten Abhandlung (Heft 3, 
S. 240). 

„Gegen meine Dcduetion der Axiome von der Geraden imd der 
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Ebene*) ist bis jetzt kein Einspruch erhoben worden, und wird 
sich dieselbe wohl schwerlich anfechten lassen. Nicht ebenso bin 
ich überzeugt Yon der Unanfechtbarkeit meiner Deduction des Pa- 
rallelenaxiomea, obgleich die Erwiderung, welche meiner darauf 
bezüglichen Frage kürzlich durch Herrn Lüroth zu Theil wurde 
(Schlömilch's Zeitschrift, Bd. XXT, S..294) mich auch nicht vom 
Gegentheil überzeugt, da diese Erwiderung meine Darstellung un- 
berührt lässt.**} 

„Es war mir in erster Linie darum zu thun, diejenigen 
Eigenschaften ausfindig zu machen, die wir dem Räume 
seibat zuschreiben müssen, wenn die Eigenschaften der 
räumlichen Gebilde als deren Consequenzen erscheinen 
sollen, und die Frage nach einem Beweisgrande für das elfte 
Axiom des EukÜdes interessirte mich nur insofeme, als derselbe 
doch in einer Eigenschaft des Raumes gesucht werden müsste. Ob 
sich nun das Helmholtz'sche Postulat von der Unendlichkeit des 
Raumes als ausreichend erweise, um die Parallelentheorie zu be- 
gründen oder nicht, scheint mir nicht von sehr grosser Wichtigkeit 
zu sein. Ich habe darum keinen Anstand genommeUj den einzigen 
in meiner Deduction des Parallelen axioms vorkommenden Satz, dessen 
rein logische Berechtigung vielleicht negirt werden kann, eventuell 
als siebentes Axiom vorzusehlagen (a. S. 68). Es ist indessen miss- 
lich, eine Aussage über Unendliches, das doch nicht Gegenstand 
einer Anschauung sein kann, als Axiom aufzustellen. Ist also noch 
ein Axiom erforderlich, so wurde jedenfalls ein solches den Vorzug 
verdienen , das sich wirklich auf die Anschauung stützen lässt. Viel- 
leicht dürfte das folgende den hier zu stellenden Anforderungen ent- 
sprechen; 

Durch jeden Punkt im Räume geht eine Gerade, deren sämmt- 
liche Punkte von einer beliebig gegebenen Geraden denselben Ab- 
stand haben". ***) 

*) Woria icb jedoch aum ThoJl llerrn Worpitzky („über die Grundbe- 
griffe der Geometrie" in Gruaert's Archiv LV, S. 405) die Priorität zugestehen 

**) Ich vei-weise hier auf meine Replik „noch einigp Bemtrkmigen über 
Beitrand e Pd,iallpleatheorii" 

■***) Auf die von Herrn Langei in dti Jenaei Litoratmzeitung Ni 17 
dieaea Jahrganges S iM eihobenen Emwdade, welche 'ich fast duichg^ugig 
auf Dinge beziehen, welche mit dem Inhalte nnd Zwecke meines Buches gar 
nicliti zu thun haben, kann ich au dieser Stelle um so weniger eingehen, als 
ich dadmeh der Tendenz dieaet Reiiertonuma zuwiderhandeln wQide 
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Der vorliegende erate Theil zerfällt in drei Kapitel. Das erste 
(33 Seiten) 'enthält die örumäbe griffe und die Axiome. Diese sind: 

I. Der Haum ist stetig, endlos und von jedem Punkt« aus nach 
allen Seiten auf gleiche Art ausgedehnt. Er hat drei Dimensionen. 

IL Die Gestalt einer stetigen oder discret^n Mannigfaltigkeit 
von Punkten im Räume ist unabhängig vom Orte, und kann stetig 
ihren Ort so verändern, dass zwei beliebige Punkte derselben mit 
zwei beliebigen gleich weit abstehenden Punkten im Eaume zur 
Coincidenz gebracht werden können, und dabei dem einen noch 
eine beliebige Bahn vorgeschrieben werden darf. 

III. Wird, eine Figur in einem Punkte oder in zweien Punkten 
festgehalten, so setzt der Raum ihrer Beweglichkeit nur io so weit 
eine Schranke, als die Lage der übrigen Punkte durch ihren Abstand 
von einem oder zweien festen Punkten bestimmt ist. 

IV. Alle Punkte, deren Lage durch ihren Abstand von zwei 
beliebigen festen Punkten bestimmt ist, erfüllen stetig eine durch 
die festen Punkte gehende, ohne Ende ausgedehnte Linie. 

V. Ist die Lage eines Punktes durch seine Entfernungen von 
zwei festen Punkten nicht bestimmt, so erfüllt er mit allen übrigen 
Punkten, weiche von den festen Punkten dieselben Entfernungen 
haben, stetig eine in sich selbst zurücklaufende Linie. 

In der Einleitung ist ausdrücklich gesagt: „Die vorausgesetzten 
Eigenschaften des Raumes werden ohne weitere Begründung in 
Form von Sätzen ausgesprochen, die den Namen Axiome oder Po- 
stulate (nach Hehnholtz) führen, und es ist dabei gleichgültig, ob 
der Leser dieselben als Postulate der Vernunft oder des Anschanungs- 
vermögens, also als transscendentale Wahrheiten, oder als Ergeb- 
nisse der Erfahrung und tief eingeprägter Angewöhnung, wofür 
man sie jetzt vielfach ausgibt, auffassen will. Hier handelt es sich 
nur darum, ob sie hinreichen, die mit der Erfahrung übereinstim- 
menden Lehren der Geometrie deduetiv zu begründen." 

Auf Grund des I. Axiomes werden zunächst der Begnif und 
die Hanptei gen Schäften der Kugelfläche entwickelt und dann die 
in IV. vorausgesetzte Linie, die Gerade, als eine solche Linie nach- 
gewiesen, die alle in ihr liegenden Punkte auf kürzestem Wege 
verbindet. Der Ort aller Punkte, die von zweien gegebenen Punk- 
ten gegebene Distanzen haben, ohne ihrer Lage nach dadurch völlig 
bestimmt zu sein, wird als Kreislinie und die durch die festen 
Punkte gehende Gerade als deren Ase deSnirt. Es folgt dann un- 
mittelbar, dass alle Punkte der Kreislinie von jedem Punkte ihrer 
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Ase gleich weit abstehen. Die Sätze über die Kugelfläche erhalten 
durch die Herbeiziehuog der Kreislinie einige Erweiterungen. Dann 
folgt die Definition des Winkels ala das Gebilde aus zwei in einem 
gemeinsamen Punkte 7usammputieff«nden Halbgeraden (Strahlen) 
und der Kegelfläche alb die durch Rotation eines Winkels um einen 
Schenke] beschriebene Fkche Die Schwierigkeit der Winkelver- 
gleichung ohne Voraussetzung der iibene wird dadurch gehoben, 
dass nur von der Gleichheit (Congruenz), nicht von der Grösse der- 
selben die Rede ist. Es folgt dann die gewöhnliche Definition von 
Neben- und Scheitelwinkel und ein neuer Beweis für die Gleichheit 
der letzteren. Auch der Rechte und das Senkrechtstehen konnten 
auf die übliche Weise definirt werden, und die Ebene ergibt sich 
dann als Kegelfläche, deren erzeugender Winkel ein Rechter ist. 
Bei dieser Gelegenheit wird der Begriff der symmetrischen Lage 
zweier Punkte gegen eine Gerade und gegen eine Ebene entwickelt. 
Diese zeigt sich dann als der Ort aller Punkte, welche von zweien 
Punkten gleichen Abstand haben, was zur Demonstration ihrer 
übrigen Eigenschaften führt. Mit der Betrachtung der Kreislinie 
als Durchschnitt der Ebene mit der Kugelfläehe flndet das erste 
Kapitel seinen Äbschlusa. 

Das zweite Kapitel (von Seite 34 bis 165) behandelt die ein- 
fachen ebenen Figuren und die in ihren Eigenschaften zu Tag tre- 
tenden Gesetze der Ebene. Es beginnt mit der Vergleichung der 
Winkel nach ihi'er Grösse. Hervorheben will ich die Abschnitte" 
über Drehung einer ebenen Figur in der Ebene und um eine iu 
derselben liegende Axe, an die sich die Sätze über centrisehe und 
symmetrische Figuren anschliessen (§. 15 u. 16); die Feststellung 
der Begriffe „concav" und „convex" (§. 17), Stellung, Richtung, Nei- 
gung (§, 27) im Zusammenhange mit den Sätzen über Parallel- 
bewegung in der Ebene; die Einführung des Begriffes -Durchmesser 
und die wohl zum Theil neue Behandlung der harmonischen Eigen- 
schaften der Vierecke und Vierseite mit Einschluss der Sätze von 
Gauss und Bodenmilier (§. 35 bis 38). 

Das dritte Kapitel (von Seite 166 bis 295) verläast wieder die 
Ebene, um in derselben Weise eingehend die einfachsten Figuren 
des Raumes von drei Dimensionen und die in ihnen hervortreten- 
den Grundgesetze des Raumes zu betrachten. Den Schluss dieses 
Kapitels bildet eine eingehende Betrachtung der Polyeder Oberflächen, 
eines Gegenstandes, der mir mohrfach Anlass gegeben hat zu kleinen 
Arbeiten, deren Gesammtergebniss ich hiermit einer wohlwollenden 
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Kritik empfehlen möclite. Solche, welche sich beim blossen Durch- 
blättern nicht schnell genug zarecht finden, mache ich hiermit noch 
auf das ausführliche Inhaltsverzeiehnias aufmerksam. 

Mannheim, Anfang Mai 1877. Johann Karl Becker. 



Benno Brdmann: Die Axiome der Geometrie. (Eine philosoptisclie 
Untersuchimg der Riemann-Helmlioltz'sühen Eaumtlieorie. X it. 174 S. 
Leipzig, Vom. 1877. M. i. 80.) 

Die Erweiterang, welche der analytischen Geometrie durch die 
Untersuchungen von Riemann und Helmholtz zu Theil geworden 
ist, hat durch die psychologische und erkenntniss-theoretische Wen- 
dung, die schon Bieuianu seinen Resultaten gab, auch die Vertreter 
der philosophischen Wissenschaften lebhaft angeregt. Dass von 
den letzteren sofort der Versuch gemacht wurde, jene neuen Er- 
gebnisse in dem alten Kampf der üeberzeugungen für die entgegen- 
gesetztesten Standpunkte zu verwerthen, ist begreiflich. Aber auch 
hei den Mathematikern ist das Interesse an denselben von vorn- 
herein ein getheiltes gewesen. Der unmittelbare Zusammenhang 
der Biemann'schen Erörterungen mit den geometrischen Unter- 
suchungen von Bolyai iind Lobatschewsky, die in Folge ihres 
scheinbaren Widerspruchs gegen die Thatsachen der äusseren An- 
schauung nur die Anerkennung ihres negativen Resultats, dass näm- 
lich das Parallelenaxiom unbeweisbar sei, hatten erzwingen können, 
überdies wohl auch die knappe, zum Theil seihst dunkele, gelegent- 
lich sogar kaum verständliche DarstelUingsweiae ßiemann's haben 
manche Schwierigkeiten des Verständnisses und der Begründung 
im einzelnen offen gelassen, die noch jetzt nicht vollständig gehoben 
sind, Es giebt noch gegenwärtig, wie bekannt, Mathematiker, die 
nicht bloss die geometrische Bedeutung, sondern selbst die analy- 
tische Widerspruch slosigkeit jener Erweiterung in Frage stellen. 
Weiter noch gingen und gehen die Ansichten über die philosophi- 
sche Tragweite derselben auseinander. In dieser Hinsicht sind zur 
Zeit wohl alle denkbaren Mittelstufen zwischen einer unbedingten 
Verurtheilung einerseits und einer übertriebenen Werthschätzung 
andrerseits verti-eten. 

Der Verfasser stellt sieh in Folge dessen nach einer kurzen 
Darstellung der Entwickelung der Probleme von Legendre bis 
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auf Riemann und Helmholtz zuerst die Aufgabe, die logische 
Berechtigung der geometrischen Raumtheorie der genannten bei- 
den Forscher zu untersuchen. Da der allgemeine Gedanke jener 
Theorie sich in Form der Behauptung darstellen lässt, dass der 
Grössenbegriff unseres Raumes ein spezieller Fall aus einem Systeme 
logisch gleich möglicher Grössenbegriffe sei, so muss die Frage- 
stellung hier lauten: Welche Definition des Grössenbegriffs unseres 
Raumes (resp, unseres Raumbegriffs) genügt, das nothwendige und 
hinreichende Asiomensysiem der euklidischen Gcomefa'ie ableiten 
zu lassen? Es ergiebt sich, dass weder die allgemeinsten Grössen- 
begriffe dieser Gruppe, die Allgemeinbegriffe der n-i'ach bestimmten 
und der K-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, noch die Artbegriffe 
derbehebig ausgedehnten sphärischen, pseudo sphärischen und ebenen 
Räume in ihrer rein analytischen Fassung in sich widersprechend 
sind. Es zeigt sich ferner, dass auch die Subsumtion unseres 
Raumbegriffs unter jene Begriffe, die zu der Definition desselben 
als einer stetigen, dreifach' ausgedehnten, in sich congruenten und 
ebenen Mannigfaltigkeit führt, den Gegensatz zwischen Anschauung 
lind Begriff weder verwischt noch aufhebt. Auch darin endlich hat 
die geometrische Theorie Recht, dass sie behauptet, die Frage nach 
der Congruenz wie nach der Ebenheit unseres Raumes sei aus den 
Mitteln unserer Massmethoden heraus nicht vollständig zu lösen, 
ja, werde überhaupt nie streng beantwortet werden können. Es 
bleibt immer möglich, dass das Krümmungsmass in jedem Punkte 
nach drei Richtungen hin verschiedene, für unsere Massmethoden 
unbestimmbar kleine Werthe habe; es lässt sich ebenso nie wider- 
legen, dass dasselbe, falls es als constaut angesehen werden kann, 
einen für unsere Methoden unbestimmbar kleinen positiven oder 
negativen Werth habe. Denn das einzige sachlich zulässige Gegen- 
argument, die thatsächliche Fähigkeit der Erweiterung unserer 
Raum vor Stellung ins unendliche, wird hinfällig, da sich zeigen lässt, 
dass Fläehenwesen, die gezwungen sind auf einem hehr kleinen 
Theil einer sehr grossen Kugelflache zu leben, tiotz des sphärischen 
Charakters ihres Flächenraums doch zur Ausbildung emei Geome- 
trie der Ebene geführt werden würden. Genau m deiselben Weise 
kann die Ebenheit unseres Raumes nur ein dei Unzulänglichkeit 
unserer Massmethoden entsprungenes Vorurtheil sein, das Axiom 
von der geraden Linie für streng giltig zu halten. 

Da das Raumproblem der Geometrie, die Frage nach dem In- 
halt der Raumvorstellung, zu den Raumproblemen der 1 
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und der Erlienntnisstlieorie, den Fragen nach dem Ursprung und 
nach der Bedeutung derselhen, in kemer nothwendigen sachlichen 
Beziehung steht, so folgt, dass philosophische Consequenzen aua 
der geometrischen Theoiie nur gezogen werden können, sofern die 
letztere im Stande ist, in den Grundlagen der Geometrie Begriffe 
aufzuweisen, deren philosophische Diseusaion zu eindeutigen Resul- 
taten föhrt. Solche Hinweiaungen nun sind, wie der Verfasser im 
dritten Capitel zu zeigen sucht, in der neuen Raumtheorie that- 
säehlieh vorhanden. Helmholtz' Analyse der Congruenzbedi n güti- 
gen beweist, dass die Begriffe der Festigkeit und der Bewegung 
(resp. der Rotation) nothwendige Postulate der Geometrie sind; 
keiner dieser Begriffe aber lässt sich als absolut apriorisch auf- 
fassen, wie selbst die rationalistischen Erkenntnisstheorien bisher 
immer zugestanden haben. Ferner zeigt Beltrami's von Helm- 
holtz erweiterter Nachweis der partiellen Anschaubarkeit sphäri- 
scher und pseudo sphärischer Massheziehungen an, dass die Raum- 
vorstellung selbst empirischer Natur ist. Denn Vorstellungen, die 
wir durch nachweisbar empirische Vorstellungsreihen in uns über- 
winden können, müssen selbst empirisch sein. 

Jedoch nur das eine folgt aus diesen Hinweisungen der geo- 
metrischen Theorie nothwendig, dass ein positiv bestimmender 
Einfluss der Erfahrung bei der Entwicklung der Bauravor Stellung 
angenommen werden muss, ob daneben ein relativ apriorischer 
Factor vorhanden ist, und wie dieser naher bestimmt werden soll, 
bleibt unberührt. Theils in direeter Ausführung, theils in polemi- 
scher Abweisung der Auffassungen der Kantischen Schule u. a, 
sucht der Verfasser diese Ueberzengungen genauer zu begründen, 
und sich so den Weg zu bahnen zu einer allgemeinen Theorie der 
Geometrie, deren Grundzüge das letzte Capitel enthält. Der Ver- 
fasser will darlegen, dass die empiristische Auf fassungs weise (welche 
die Mitwirkung eines relativ apriorischen Factors nicht ausschliesst, 
sondern fordert) sowohl das Wesen der geometrischen Grundbegriffe, 
der Axiome der Baum vor Stellung und der Definitionen der Con- 
structionsbegtiffe, als auch die Eigenart der geometrischen Methode, 
ihre relative Unabhängigkeit von der Erfahrung, sowie ihren de- 
ductiven Charakter, durch einfachere Voraussetzungen hinreichender 
zu erklären vermag als der Rationalismus. 

Berlin. B. Erdmann. 
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P. Gordan: lieber endliehe Gruppen linearer Transformationen. 
(Math. Ann. XII, 23 — 46,) 
Das Problem der vorliegeuden Arbeit: 

„Alle endlichen Gruppen zu bestimmen, die sieh aus hneareii 
Transformationen einer Veränderlichen zusammensetzen 

hat HeiT Klein. 9. Bd. Ann. (ßep. 1 10) mittelst geometrischer 
Betrachtungen gelöst; er stellte die dTirch die Gruppen entstehenden 
algebraischen Formen durch die Ecken regelmässiger Körper dar. 
Im Gegensatz zu dieser Darstellung construirt hier der Verfasser 
die Gruppen direct und anf algebraische Art. Der Ausdruck für 
die Uneare Substitution entspricht derjenigen, welche Clebsch und 
der Verfasser zusammen für die linearen Substitutionen im temären 
Gebiet gegeben haben (Math. Annalen I). So wie dort ist auch 
hier die Substitution durch das Verschwinden einer bilinearen Forui 
dargestellt 

r^ äy = 0. 

Von dieser wird die Normalform gegeben, indem die Determi- 
nante der Substitution also \ (rr,) (ss,) = 1 gesetzt wird. Zu der 
Substitution gehört eine quadratische Form rj;Sj;, man setze 

und wllhle k so dass: 

(atf _ - 2, 
man kann dann einen Winkel (p so bestimmen, dass: 

X = i sintp ; (rs) ^ — 2 coago 
also: 

rj:Sj = i singj «j,ay -|- (j/x) cosg) 
die Normalform der Substitution wird, 90 heisst ihr Argument, a/ 
ihre quadratische Form; ip ist bis auf tc, a/ bis aufs Vorzeichen 
bestimmt. 

Für die Zusammensetzung zweier Substitutionen 
S = r^Sy = i sih<p a^dy + («/«) cosg) 
Sj = p^ ö^ = * sini^ a^ay + {yx) cosiC 

SÄ, = i sin&p^^py + {yx) cos© 
gelten die Formeln 

(sin® . p-/= sin 91 cosi/' "■/+ cos 9) smij) «.v^+ tsinip sin-^ («k) m,,«,, 
' |eos@ = eosg; cos^ + i (««)^ smfp siuii' 
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so dass S" die quadratische Form a/ und das Argument v<p hat. 
Es sei H das Argument von S~^Si, so dass 

2, OOB0 + cosiJ = coa(qD + ^) + cos(9 — i/^). 

Gehört S einer endlichen Gruppe an, so muss ea zunächst 
iterirend sein, so dass: 

S-- + isx) 
und daher nip ein ganaea Multiplum von jt ist. Die kleinste Zahl 
M, für welches dieas stattfindet, heisat dio Periode von ^S*. In ka- 
nonischer Form wird die Substitution dann: 

r( = siq, 
wo E eine Wurzel der Einheit ist. 

Es handelt sich nun darum, alle endlichen Gruppen zu be- 
stimmen, welche aus verschiedenen Substitutionen bestehen. 

Haben zunächst die Substitutionen einer Gruppe dieselbe qua- 
dratische Form, so aind sie die Potenzen einer einzigen. Die 
Gruppen hingegen, in denen mehrere quadratische Formen vorkom- 
men, lassen sich in 2 Classen eintheilen; 

1. Es giebt nur eine quadratische Form, zu -welcher die grösste 
unter die vorhandenen Perioden gehört. 

2. Es giebt mehrere quadratische Formen mit der grÖssten 
Periode. 

Für die 1. Classe von Gruppen ist die grösste Periode > 2; 
es möge die Substitution S dieselbe haben und S^ eine andere qua- 
dratische Form wie S besitzen. Die Substitution S'^'^SSy hat die- 
selbe Periode wie S also auch dieaelbe quadratische Form; S-^ hat 
mithin die Pei-iode 2 und es versehwindet {auf. 

Die Gruppen 1. Claase bestehen aus 2m Substitutionen. 
S, S',....S\S,S, S,S%... S.S" 
sehreibt man sie in kanonischer Form, so führen sie fj in: 

£1/, E^ij . . . «"ij, — — , —---■■ — 

über, wo e" = 1 ist. 

Für die Gruppe der 2. Classe wird zunächst der Werth der 
höchsten Periode mit Hülfe der Formel 2 ermittelt; für ^ ^ i^ wird 
dieselbe 

1 -\- cos2q^ = COS0 -|- cos//, 
sie soll durch Wiidjel (p, &, H gelöst werden, welche zu x in 
rationalem Verluiltiiiss stehen. Diess geschieht mittelst Untei-- 
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suctungen über Wurzeln der Einheit; sie zeigen, dass nur folgende 
Lösungssysteme existiren: 

1 + cosjT = cos© + cok(@ -|- ii) 

1 -|- cos -— == cos — + cos — 

1 + cos -J = eo8 J + cos ^ 

1 + cos — - == COS — + COS — 

Von der 1. Formel ist nur = -x- zu gebrauchen; die höchste 
Periode, welche möglich ist, ist 5. 

Zu jedem Lösungssyateme gehört mu- eine Gruppe von Sub- 
stitutionen. 

Die Form f = a^ wähle man willkürlich; sodann berechne 
man aus der 2. der Formebi 1 die simultane Invariante (aa)^ ^ if^T> 
man erhält ihren Werth bis aufa Vorzeichen + «, und ebenso für 
weitere qiiadratieche Formen ^,%... mit der höchsten Periode: 

(<p^f =.±«, (fpxT = -hx. .. 

Ausserdem ist n. V. 

(fff--2, (,„f--2..^ 
In der Form <p ist noch ein Coefficient wülliürlich und in den 
folgenden Formen ip, % ■ ■ ■ die Vorzeichen; man darf sie so wähleu, 

(W-(W -(«'■••-« 

wird. Die Werthe der übr^en Invarianten 

(ffi-^'f, {,pxy 

Sniäet man aus den Identitäten, welche zwischen den Invai-ianten 
eines Systems von quadratischen Formen bestehen. Aus diesen 
Werthen lassen sich dann die Formen ipj%... sowohl ihrer Anzahl 
als ihrem Werthe nach berechnen. — Zu jedem System: 

<Poo, 9^0, q^i . . . 9>^_i 
von Formen mit höchster Periode gehört eine Gruppe von Sub- 
stitutionen, dieselbe entsteht durch Zusammensetzung der Substi- 
tutionen die zu den ipi gehören. Die Substitutionen der Gruppe 
führendie + q:j in einander über; jeder Substitution S entspricht 
eine Substitution U der iudices: 

oo 1 2 ... a — X 



yGoosle 



P. Gordan. 45 

Die Coefficieaten von U müssen nach dem Modul fi genommen 
werden; ü ist linear und hat die Determinante 1, Umgekehrt ge- 
hören alle linearen Substitutionen, deren Coeföcienten < (t sind 
und deren Determinante nach dem Modul (i genommen. 1 ist, zur 
Gruppe der U. 

Die Periode der U ist dieselbe wie bei den entsprechenden 5; 
um die quadratische Form von S aus U zu erhalten, addirt man 
die g), welche durch TJ in einander Übergehen. 

Als Resulta.t erhält man folgende Gnippen in der kanonischen 
Form: 

2. w = 3; die Tetraedergruppe 

+ *?' :t: ^ ' ±N_V — i + V — i-f' -» + '( 

3. n = 4; die Oetaedergruppet 
^. 1.. L+^ ^^J[ {±3 i^v 

und ihre Producte.mit Potenzen von i. 

4. w = 5; die Icosaedergruppe : 

wo £^ = 1 und für jt, p alle Zahlen von bis 4 zu setzen sind. 



P. Gordan: lieber bilineare rormen mit vers eh windenden Co- 
varianteu. (Math. Ann. 12. Bd.) 

Herr Fuchs ist bei seiner Untersuchung über die linearen 
Differentialgleichungen 2. Ordnung mit algebraischen Lösungen auf 
das Problem der Invariantentheorie geführt worden: 

„Diejenigen binären Formen aufzustellen, fUr welche alle Co- 
varianten, die von niedrigerem Grade als die Form selbst sind, iden- 
tisch verschwinden." (Grelles J. Bd. 81). 

Hier sind unter Covarian'on auch etwaige irrationale inbegriffen. 
Nimmt man die Terminologie in dem Sinne, in welchem sie z. 6. 
im Olebsch'schen Buche oder in meinen bisherigen Arbeiten ge- 
geben ist, so genügt es, um auf die Lösung des Problems zu kom- 
men, die Aufgabe so zu stellen: 
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„Diejenigen binären Formen vom Grade n aufzusuchen, für 
welcbe : 

1. alle Covarianten identiscli verschwinden, deren Grad < n ist, 

2. keine Covarianten exisfciren, welche Potenzen von nicht 
verschwindenden Ausdrücken sind, deren Grad < w ist; 

wo übrigens die 2. Bedingung als die orate umfassend betraclitet 
werden kann. 

Da die Formen bis zum 4. Grade incl. bekannt sind, beschränke 
ich die Untersuchung auf Formen vom Gi'ade « > 4. Als Resultat 
ergeben sich dann nur zwei Formen mit ihren linearen Umformun- 
gen, die eine vom 6, und die andere vom 12. Grade, welche allein 
im Sinne des Herm Fuchs als Primformen zu bezeichnen sind, 
nämlich: 

G, = 12a;,"«2 + 132 x,^ x^^ ^ 12 x, x.^'' 
(?2 ^ 6 Xi^'x^ '\- 6Xi x^^. 

An diesen beiden Formen siebt man, dass sie liueare Transfor- 
mationen in sich zulassen. In der That sind sie identisch mit der 
Icosaeder- und der Oetaederform, welche Herr Klein im 9. Bd. 
Math. Ann. auf geometrischem Wege und ich im 12. Bd. alge- 
braisch vom Standpunkte der Transformationen aus erhalten habe, 
worüber ich auf mein vorhergehendes Referat verweise. 

Der Gang der Untersuchung ist der folgende; zumichat werden 
diejenigen Formen U gesucht, deren Covarianten 2. Ordnung in den 
Coefficienten und von niedrigerem Grade als n verschwinden und 
fttr welche ausserdem, wenn « = 4»j ist, auch noch die 3. Ordnung 
und von niedrigerem Grade als « verschwinden. 

Üebrigens folgt das Verschwinden der letzteren schon aus dem 
Verschwinden der Covarianten 2. Ordnung (vgl. mein Programm 
Erlangen 1875). Das Verschwinden der Covarianten 2. Ordnung 
von U = »i" = hj:" = Ca," . . . drücke ich durch eine einzige Glei- 
chung aus, welche z. B., wenn n ungerade ist, so lautet: 

1-1-1 ""' n-l 

(ah) öj fej, = 0. 

Sodann beschäftige ich mich mit Formen p, deren letzte Ueberschie- 
bung über U identisch versehwindet. Es giebt stets solche Formen p 
von einem Grade ^ -f- + !■ Ich wähle dieselben von mogliehst 
niedrigem Grade; ist dieser -^ ~^ ^> ^° g'^^'t es oo viele solcher p, 
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ich suche mir dann ein solches aus, welches mit U oineii Factor 
geraein hat.*) 

Neben der Zahl und dem Verhalten der Invarianten 2. Ord- 
nung von U dient vor Allem der Grad von p, der den Gang des 
Beweises wesentlich heeinflusst, zur Eintheilung. 

Es sei a, wenn der Grad von ^ < - - ~j- 1 ist, ein beliebiger 

linearer Factor von p und wenn p vom Grade -g- ~l" ■' ^^^' ^^^ ^ 
und p gemeinsamer Factor. Es zeigt sich, dase im Allgemeinen 
U diesen Factor in einer hohen Potenz (über -^ tenj enthält, und 
dass eine Potenz von a Covariante von U wird. Solche Formen U 
gehören daher nicht zu den gesuchten Formen f. Diese allgemeinen 
Fälle sind folgende: 

1. « = 2m + l 

2. n = 2m und Invariante {f, f)" = 

3. n = 2m und der Grad von Ji < -r- + 1 

4. n f= im und Covariante {f, f) = 0. 

Daher bleiben für die Untersuchung nur die beiden Fälle übrig: 

A. n = im + 2; (f, f)" nicht == 0; j? vom Grade y '^ ^ 

B. w = 4m, (/;/)' iiicbt=Ü; (f, f)" nicht =^ 0; p vom Grade y-f 1, 
die aber verschiedene Behandlung verlangen, 

A. Ich zeige zunächst, daas p den Factor a nur quadratisch 
enthält. Ferner hat dann p einen zweiten Factor s quadratisch, 
der ebenfalls Factor von U ist und es wird: 



also ^- + 1 = ^1 und U vom 6. Grade. Stellt man TJ als Function 
von ß und s dar, so giebt die Relation: 
(U,pf - 
die oben angegebene Form Gj. 

B. Hier zeige ich zunächst, dass TJ = f mit der Covariante 



*) Die Formen p sind im Allgemeinen dieselbeo, welche bei der ZGrlcguiig 
1 auftrete II. 
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if, f) proportiona,! wird und dass die beiden Invarianten von U 
2. und 3. Ordnung i und j Potenzen des Proporti oiialitätsfactors 
sind; p enthält wieder 2 lineare Factoren « und s von U ebenfalls 
nur quadratiscli und U wird in « und s: 



/■■ 



■©"'• 



Die Ooeffieienten d und n bestimmen sich aus den früheren 
Bedingungen, nämlicli das Verschwinden der Covarianten 2. Ord- 
nung und vom Grade < n. Es wird n ^ 12. 

Da w = 4 ausgeschlossen, so bleiben nur die Fälle zu unter- 
suchen « ^ 8 und n = 12. Für n = 8 erhält man eine Form, deren 
Hessische Form das volle Quadrat einer Form 6. Grades ist, die 
linear aus der Form 6. Grades des Falles Ä. hervorgeht. 

Daher bleibt schliesslich nur die Form 12. Grades G,^. 

Erlangen. P. Gordan. 



G, Kirchhoff: Zur Theorie dea Condensators. (Monatsberichte der 
BevL Akademie vom 15. März 1877.) 
Ein Condensator, der zu Messungen dienen soll, besteht in 
seiner gewöhnhchsten und einfachsten Gestalt aus zwei gleichen, 
kreisförmigen Metallplatten, die nahe bei einander und so aufgestellt 
sind, dass sie eine gemeinschaftliche Achse haben. Die Aufgabe 
der Theorie des Condensators ist es, die El ektricitätsm engen anzu- 
geben, die die beiden Platten enthalten, wenn das Potential in 
ihnen zwei gegebene, verschiedene Werthe besitzt. Nimmt man 
den Abstand der Platten als unendlich klein an, so werden 
die El ektricitäts mengen unendlich gross; es ist sehr leicht ihre 
Werthe zu finden, wenn man sich dabei auf die Glieder höchster 
Ordnung beschränken will; die Aufgabe wird aber viel schwieriger, 
wenn die Elektricitats mengen bis auf unendlich kleine Grössen er- 
mittelt werden sollen. Es ist dieses zuerst durch Hrn. Clausius 
(Pogg. Ann. Bd. 86) geschehen, jedoch nur unter der Voraussetzung, 
dass die Dicke der Plätten verschwindend klein auch gegen ihren 
Abstand ist. Hr. HelmhoUz hat (Monatsber. der Berl, Akad. vom 



y Google 



ö. KlHCHHOPF. 49 

23. April 1868) eine Methode kennen gelehrt, die zu dem Resultate 
des Herrn Clausins führt ohne die heachwerlichen RGchnungen, 
die dieser durchzumachen hatte; eine Methode, die auf der Theorie 
■der conformen Abbildung eines ebenen Fläch enatüeks auf einem 
andern beruht, und die in Verbindung mit der Methode, die Herr 
Schwartz (Borchardt's Journal Bd. 70) angegeben hat, um irgend 
ein durch gerade Linien begrenztes, ebepes Fläch ena tu ck auf einem 
andern, durch gerade Linien begrenzten, ebenen Flächenstücke con- 
form abzubilden, erlaubt, auch die Dicke der Condensatorplatten zu 
berücksichtigen. Es ist dieses in der YOrliegenden Notiz durch- 
geführt. Es sei B der Radius der beiden Platten, 2a ihr Abstand, 
b ihre Dicke, die als von der Ordnung von a angenommen wird; 
für den Fall, dass die Potentialwerthe in den beiden Platten -|- 1 
und — 1 sind, ergiebt sich dann die Menge positiver Elektricitat 
in der einen und die Menge negativer Blektrieität in der andern 

4a ^ 2« V5 ea^ ^ 2a » ö /' 

wo e die Basis der natürlichen Loga.rithmen bedeutet. Ist das Po- 
tential in beiden Platten -f- 1 , so ist die Menge positiver Elektri- 
cität einer iedeu 



Hiernach findet man auf bekannte Weise leicht die Elektricitäts- 
mengen der beiden Platten für den Fall, dass die Potentialwerthe 
in ihnen zwei beliebige sind. 

Dieselben Methoden, die zu diesen Resultaten geführt haben, 
gestatten in ähnlicher Weise auch die Theorie eines von Sir W. 
Thomson angegebenen Condensators zu entwickeln, der dadurch 
vor dem einfacheren sich auszeichnet, dass bei ihm ein Einfluss 
äusserer elektrischer Kräfte nicht zu fürchten ist. Es lasst dieser 
Coudensator sich in der folgenden Weise beschreiben: der untere, 
. horizontale Boden einer metallnen, cyhndrischen Büchse besteht aus 
zwei Theilen, einem äusseren, dem sogenannten Schutzringe, und 
einem inneren, der die CoUectorplatte genannt werden möge; unter 
diesem Boden, in kleinem Abstände von demselben befindet sich 
eine Metallplatte von gleicher Grösse. Das Potential in dieser sei 
= 0, während es in der Büchse und der CoUectorplatte = 1 sei; 
es handelt sich darum die Elektricitäts menge der CoUectorplatte zu 
finden. Es sei a der Abstand der CoUectorplatte von der unteren 
Platte, b die Dicke derselben, 2c die Breite des ringförmigen 

BepeiCorium fUc reine und angewaudle Mathematik. 4 



y Google 



50 G- KiKCHHOFF. — B, PEKniNi. — F. Klrin. 

Zwischenraumes zwischen ihr und dem Sehutzringe, B, — c endlich 
ihr Radius; a, h und c werden als lanendlich klein von derselben 
Ordnung angenommen. Es ergiebt sich die Elebtricitätamenge der 
C olle etor platte durch elliptische Ö'-Funetzonen ausgedrückt. Ihre 
Berechnung ist im Allgemeinen beschwerlich, da sie die Auflösung 
verwickelter, transcendenter Gleichungen erfordert; sie wird aber 
sehr einfach, wenn man h als sehr gross gegen e annimmt und bei 
einer gewissen Näherung stehen bleibt; man findet dann die Elektri- 
citätsmenge der Collectorplatte 

- S - ? ("'S'' + 's ""f + *« »■'''«' 

Berlin. G. Kirchhoff. 



und 

ist. 



Er. Ferrini; Sulla composiaione piü cconomica deE' elettromotore 
capace di un dato effetto. 
In rjuesta breve nota, mi sono proposto ■ di mostrare che la 
condizione che la resistenza di un elettromotore aia eguale a quella 
del circuito estemu, non basta a fissarne la composizione piü utile 
in vista di im effetto da raccogliersi. Bisogna perciö costituirlo 
inoltre cosi che l'intensitä della corrente che si facesse circolare 
inoperosa nel niedesimo circuito, rappresenti una somraa di energia 
quadrupla del lavoro da produssi, sotto una forma qualsiasi. 

Do in seguito le formole relative alla composizione in discorso, 
Milano. R. Ferrini. 



r. Klein: üeber lineare Differentia^lelehungen. (Math. Amial, XTI. 

p. 161—170.) 

In der ersten unter diesem Titel erschienenen Note (Erlanger 

Berichte 1876, Juni, Math. Annalen XL p. 115) hatte ich, ausgehend 

von der Theorie der endlichen Gruppen linearer Transformationen 
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einer Veränderlichen, gezeigt, dass es nur fiiof Typen algebraisch 
integrirbarer linearer DifferentialgleicliuDgen zweiter Ordnung mit 
rationalen Coeffieienten giebt: den Kreistheilungstypus, den Doppel- 
pyramiden-, Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaeder - Typus und hatte 
diese Differentialgleichungen wicklich aufgestellt. Mit der gegen- 
wärtigen Mittheilung bezwecke ich auch noch keine abschliessende 
Darstellung, sondern ich füge nur einige Bemerkungen hinzu, die 
mir wesentlich acheinen. So bespreche ich die Beziehungen der 
fünf Typen unter einander; ich stelle die betreffenden Differential- 
gleichungen ohne alle Rechnung auf, indem ich von der Kenntniss 
des Pormensystems der binären Formen mit linearen Transformationen 
in sich ausgehe; ich bestimme die in der vorigen Mittheilung ein- 
geführte Function B(x) in einigen complicirteren Fällen und dorgl. 
Zum Schlüsse gebe ich in explieiter Form eine Liste der für die 
betreffenden Differentialgleichungen zweiter Ordnung im Sinne des 
Herrn Fuchs geltenden Primformen, damit über die Art und die 
Existenz dieser Primformen kein Zweifel mehr möglich sei. 



F. Klein: Weitere Untersnoliungen über das Ikosaeder. (Erlanger 
Berichte vom November 1876, Januar u. .fuli 1877. Mathematische 
Annale n XU.) 

In der Arbeit: üeber hinäre Fonnm mit linearen Transforma- 
Ücnen in sicÄ (Annalen IX), die im ersten Hefte dieses Itepertoriums 
besprochen ist, bin ich zu einem merkwürdigen Zusammenhange 
geführt worden, der zwischen dem Ikosaeder und der Theorie der 
Gleichungen fünften Grades besteht. Angeregt durch Gordan, mit 
dem ich diese Fragen ausführhch besprach, und im steten Ver- 
kehre mit ihm, habe ich es unternommen, diesen Zusammenhang 
weiter zu verfolgen. Dieser Versuch ist, soviel ich beurtheilen 
kann, sehr glücklich gewesen. Nicht nur gelang es mir, die 
mannigfachen algebraischen Resultate, welche Kronecker und 
Brioschi in dieser wichtigen Theorie zum Theil ohne Beweis 
publicirt haben, aus einer Quelle naturgemäss abzuleiten, sondern 
es ergaben sieh auch neue, sehr einfache Sätze und Methoden, 
Es ist jetst ^. B. möglich die Gleichungen fünften Grades expUcite durch 
fertige Formebn m lösen, wahrend die bisherigen Methoden wegen ihrer 
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Weitläufigkdt undurchführbare Bechnungen verlangten.*) Ich stelle 
nicht an, za erklären, dass »cA das llMsaeäer für den eigentUchett 
Kern der gangen Theorie halte; man hat sich thatsächlicU immer 
mit demselben beschäftigt, ohne es deutlich zu erkennen. 

Nachdem ich vorläufig die von mir erhaltenen Resultate in drei 
in den Erlanger Berichten erschienenen Noten bekannt gemacht 
hatte, habe ich sie nunmehr in einer grösseren Arbeit zusammen- 
gefasst, welche demnächst in den Mathematischen Annalen erscheinen 
wird. Ohne auf die mannigfachen Gfesichtspu^kte eingehen zu 
wollen, welche der Gegenstand mit sich bringt und die ich zum 
Theil in dieser Arbeit erläutert habe, beschränke ich mich hier auf 
eine Angabe der hauptsächlichen in ihr abgeleiteten neuen Resultate. 
Die Arbeit zerfallt in drei Abschnitte. 

Der erste Abschnitt hehandeit die ITcosaeäerglekhimg als solche. 
Ich bezeichne als solche die Gleichung 60"° Grades; 
(- in" + 1) + 228^" - n") - 494 )j'" )' ^ 

i728V(V" + nr-i)= 
wo der Nenner der linken Seite gleich Null gesetzt bei geeigneter 
Interpretation des ^ auf einer Riemann'schen Kugoliläclie ein 
reguläres Ikosaeder vorsteht, der Zähler das zugehörige Pentagon- 
dodekaeder (vgl. Schwarz in Borchardt's Journal Bd. 75 p. 330). 
Ich chai'akteriaire diese Gleichung durch die 60 linearen Sub- 
stitutionen f jj' = "^ 1^ ^ 1 , durch welche sie in sieh übergeführt 
wird; ich entwickele eine Art, sie durch hyp er geometrische Reihen 
zu lösen (vergl. Brioschi in den Annali, 2, t VIII), Sodann studire 
ich ihre Eesolventen sechsten und fünften Grades, und ohne hier 
bei Bekanntem zu verweilen (siehe Annalen IX p. 206), bemerke ich, 
dass es mir gelingt, die allgemeinste Gleichung fünften Grades, bei 
der die Summe der Wurzeln und die Summe der Wurzelquadrate 
verschwindet, als Resolvente der Ikosaeder gl eichung anzuschreiben. 
Zuletzt betrachte ich noch die i'rage nach der rationalen Trans- 
formation einer Ikosaedergleichung in eine zweite. 

Der zweite Abschnitt bringt eine Theorie derjenigen Gleichungen 
sechsten Grades, welche ich, einem Vorschlage Brioschi's folgend, 
als Jacobi'sche Gleichungen bezeichne; es sind diejenigen, deren 

*) Vergl. namentlich auch die Note; Ueher die Äiißösung der Gleicimngen 
fünften Grades, welche Goi-dan im Juli 1877 dec Erlanget Sociotät vor- 
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sechs Wurzeln s„ , s^, s^..s„ sich folgendermaassen durch drei Grössen 
ausdrücken lassen: 

Ich zeige, dass diese Gleichungen natnrgemasa entstehen, wenn man 
das simultane System eines Ikosaedera f = %^^x^ + Wx-^x^ — x^x^^ 
und einer quadratischen Form ^ = ji^iCj^ + 2 J^a^ja^ — A^x^ im 
Sinne der luvariantentheorie untersucht. In Folge dessen lässt sich, 
mit Hilfe von j/ji/ "h -^i -^s i <^i6 Lösung der Jacobi'schen Glei- 
chung in einfachster Weise auf die Lösung einer Ikosaedergleichung 
explicite zurückführen. 

Im dritten Abschnitte beschäftige ich mich mit den Gleichungen 
fünften Grades, bei denen die Summe der Wurzeln und die Summe 
der Wurzel quadrate verschwindet. Es seien J/q ■ • ^4 ''^^ Wurzeln. 
Dann hängt, wie ich zeige, 

_ V^ + ^'^1 + ^°; /a + *^3 +_fy. 

von einer Ikosaedergleichung ab. Ich stelle diese Gleichung wirk- 
lich auf und drücke die y rational durch das t\ aus. — Um nach 
dieser Methode eine allgemeine Gleichung fünften Grades zu lösen, 
hat man letztere vorab durch rationale Tansformation auf die Ge- 
stalt mit 21y = 0, 2Ji/^ = zu bringen. Dabei tritt eine Quadrat- 
wurzel auf, von der ich zeige, dass man sie im Allgemeinen nicht 
entbehren kann (so wenig als die im zweiten Abschnitte gebrauchte 
'^ A^ -\- A^^Ä^^. Eine Folge dieses Nachweises ist der Satz, den 
Kronecker 1861 in den Berliner Monatsbe richten (Borchardfa Jour. 
Bd. 59) ohne Beweis mittheilte; dass bei den Gleichungen fünften 
Grades keine allgemeine Re solvente existirt, welche nur einen 
Parameter enthält. 

München. F. Klein. 
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A. Fliegner: Versuche ütier das Ausströmen der atmo&phHjäschen 
Luft dureti gut ali gerundete Mündungen. (Civilingenienr 
1877. 6. Heft.) 

Die Arbeit enthält zunächst eine genauere Beschreibung der 
benutzten, tbeilweise neuen Apparate und der Beobachtungsmethoden. 

Bei den Versuchen kam es darauf an, den Verlauf des Druckes 
in der MUndungsebene gegenüber dem äusseren und inneren Drucke 
festzustellen und dann auch die ausgeatrömten Luftmengen zu messen. 
Dabei wurden verschiedene äussere Pressungen hergestellt, auch 
solche, kleiner wie der Atmosphärendtuek. Die Beschaffenheit der 
Apparate erlaubte es aber nicht, beide Fragen gleichzeitig zu unter- 
suchen, es wurden also je zwei eich in diesen beiden Richtungen 
ergänzende Versuchsreihen angestellt. 

Die Versuche zur Bestimmung der Pressungen habeu ergeben, 
dass zwischen den beiden Quotienten: Druck in der Mündungs- 
ebene (jp) durch inneren Druck {p,^ und äusserer Druck (po) durch 
inneren Druck (p,/,) eine ganz bestimmte, von den absoluten Werthcn 
der Pressimgen vollständig unabhängige Beziehung besteht. Das 
genaue Gesetz dieses ZusammenJianges auEzustellon ist mir noch 
nicht gelungen, doch kann man dattir mit sehr guter Ueberein- 
atimmung die Hyperbel 



-^ = 0,2820 + 0,4891 ^ + T/o,0632— 0,2374 ^ + 0,2266('^-f 

substituiren, wobei die angegebenen Coefficienten allerdings nur für 
Messingmündungen gelten. Es hat sich ferner als vollständig 
gleichgiltig gezeigt, ob der äussere Raum gross oder klein ist und 
ob die Luft Überhaupt unter dem äusseren Drucke pi, zur Ruhe 
kommt oder nicht, es ist nur der Druck unmittelbar um den aus- 
tretenden Strahl von Einfluss. Einen Einfluss der Temperatur war 
ich nicht im Stande zu erkennen. Für — = wird — = 0,5334, 
weiterhin ist stets — > ~ , bis schliesslich mit j) = po = p,„ die 
empirische Formel gegenstandslos wird. Für Luft und eine gut 
abgerundete Mündung ist also das Gesetz bewiesen: dass heim Ätts- 
strömen einer Flüssigkeit in einen mit ghicharüger Flüssigkeit ge- 
füllten Saum der Druck in der Münäungsebene stets grösser ist, als 
der in der ruhenden Flüssigkeit vor der Mündmtg. Versuche über 
den Ausfluss von Wasser unter Wasser durch eine gut abgerundete 
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Miinilnng haben dieses Gesetz auch beatütigt. Ich halt« es für ganz 
all gemein geltend. 

Bezeichnet füt die Naclireciimmg der Versuche über Aus- 



Pm, T„, den mittleren constanten Zustand innen, 
p den mittleren constanten Druck in der Mündungsebeno, 
F den Mündungsquerschnitt, 

% den Exponenten der adiabatisclien Curve (1,41), 
p^n _. Const. das Gesetz, nach welchem die Luft beim Hin- 
stromen nach der Mündung ihren Zustand ändert, und 
zwar unter Berücksichtigung von Widerständen nach 
Zeuner, 
sü wird das pro Sccimde im Mittel ausgeströmt« Luftgewichfc be- 
kanntlich 

Hierin ist Cr leicht aus den yersuchen berechenbar; j)„, ist auf 
graphischem Wege beetimmt worden und /.war durch Notirung 
einiger WertLe der abnehmenden inneren Pressung mit den zuge- 
hörigen Zeiten; fiir T,„ wurde das arithmetische Mittel aus der 
Anfangs- und Endtemperatur genommen; — konnte auf graphischem 
Wege aus den zugehörigen Druck versuchen interpolirt werden. 
Die einzige in diesem Ausdrucke noch unbekannte Grösse n lässt 
sich dann auch ermitteln, natürlich nur auf dem Wege des Probirens. 
Sie hat sich mit genügender Genauigkeit ergeben zu 

n = 1,37 = Const., 
allerdings auch nur für eine Messingmündung geltend. Ferner 
zeigen die Versuche, dass, constanten inneren Zustand voraus- 
gesetzt, mit abnehmendem äusserem Drucke G stetig wächst und 
mit i^o = sein Maximum erreicht; der sich dann einstellende Werth 
von — = 0,5334 macht gleichzeitig die ecldge Klammer unter der 
Wurzel in dem Ausdrucke für G zu einem Maximum. 

Da die Berechnung von G nach den angegebenen Formeln eine 
sehr umständliche ist, so habe ich Nähcrungsformeln dafür aufzu* 
stellen gesucht. Danach kann man mit bei allen praktischen Rech- 
1 vollkommen genügender Genauigkeit setzen für: 
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' Po{pn, — po) 



wobei die Pressungen in Atmospkär&t einzuführen sind. 

Aus dem bekannten Exponenten n findet sich der von Zeuner 
auch für Luft eingeführte Wiäerstandscoefficient g für den vorhegenden 
Fall Ku: 

e = 0,0767. 
Da er bei Wasser nur 0,063 ist, so führte mich das auf die Ver- 
muthuug, dass die Erniedrigung des Exponenten der Expansiona- 
curve von x auf n nicht allein von den eigentlichen Widerständen 
herrühre, sondern, und vielleicht sogar zum grössten Theile, von 
einer Wärmemittheikmg seitens der Münätm^swandungen an die vor- 
hdströinmde Luft. Dadurch würde, wie durch Rechnung gezeigt ist, 
der Widerstandscoefficient ^ reducirt werden. 

Eine solche Wärmemittheilung ist jedenfalls wesentlich mit 
abhängig von dem inneren W'ärmeleitungsvermögen des Materials, 
aus welchem die Mündung hergestellt ist. Ein schlechterer Wärme- 
leiter müsste, wie nachgewiesen wird, n vergrössern. Zur Ent- 
scheidung dieser Frage sind noch einige Mündungen von Buchs- 
baumhole untersucht. Dieselben haben wirklich n grösser ergeben, 
nämlich 

n = 1,395. 

Ohne Amiahme von Würniemittheihmg würde damit 
£ = 0,0269 

werden. Nimmt man dagegen umgekehrt an, es seien die eigent- 
lichen Widerstände verschwindend klein, also £ = 0, so kommt 
man doch bei Messing und Holz auf eine Abkühlung der Mün- 
dungen, die durchaus nicht ausserhalb der Grenzen der Möglichkeit 
oder Wahrscheinlichkeit liegt. Jedenfalls ist damit ein bedeutender 
Einfluss der Wärmemittheilung wenigstens für Messing constatirt, 
wenn auch der numerische Betrag derselben nicht au ermitteln 
geht. 

Am Schlüsse ist noch gezeigt, dass die Correctur der Formel 
für G mittelst des sogenannten ÄusßussquerschniUes sachlich nicht 
haltbar ist, da man damit auf innere Widersprüche stösst. Endlich, 
dass es nicht angeht, die Versuche unter Annahme einer adiabatischen 
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Zustaiidsäiideruug im Innern nacbzureclineti; die Wiirmemittheiluiig 
Mon den Gefässwandungen an die sich mit iibnehmiiiitlem Drucke 
auch abkühlende Luft ist nu gross, um ganz vernachläsaigt werden 
zu dürfen. 

Zürich. Ä. Fliegner. 



A. Favaro: Intorno ad Tino etrumento ordinato a ealcolare i 
risultati d'oaservazione ottenuti mediante appareccM auto- 
graÜGi. (VeiiBzia, tip. Grimaldo e C, 1876.) 

Si vemie ripetutaraente osservando che il planimetro potrebbe 
eseere aesai utihnente adoperato nelia determinazione dei valori 
medii da dedursi da' quelle rappresentazioni grafiche che cosl in 
gran numero vengono somministrate dagli strumenti aiitoregistratori, 
usati speciaimente negli osservatori meteorologici. E per veritä la 
determinaaione di medie in tali easi potrebbe ottenersi coa tutta 
facilitäj ricorrendo anche a strumenti piü sempUci degli steeai 
planimetri. 

Senonche questi valori medii non coatituirebbero per loro mede- 
simi, che un nsultato assai meschino delle oeservazioni mcteoro- 
logiche, le quali per lo contrario possono e devono nel loro insieme 
essere utilizzate con intendimeuti affatto diversi. ün passo notevole 
in questo sensu consiste nella rappresentazione. delle variazioni 
meteoro logiche mediant« serie periodiche della forma: 
f(t) = Af,-{-Äi cos ii,t-{- A3CO82 fit -^....■j-Bj8e-niJ,t-{- £28<in2 fit -i-... 

denotando con /i, Ä, B delle coatanti, con t il tempo. 

Quanto ai coefficienti Ä, £ , . . , questi si trovano raediante 
calcoli la cui complicazione va rapidamente anmentando eol numero 
dei termini che si pigliano a considerare. Ad ogni modo i singoli 
divarii eeercitano una influenza assai notevole sul valoro dei primi 
termini, mentre, procedendo nel calcolo, i termini succeseivi possono 
soltanto risentirsene. Ä ciö potrebbe tuttavia ovviarai coUa appli- 
cazione d'uno atrumento mediante il quäle i detti coefficienti po- 
tessero dedursi meccanicamente dalle rappresentazioni graüche dei 
fenomeni periodic! : eon queato sarebbe nel tempo iateaso offerta 
l'opportunitä di approflttare in proporzioni molto maggiori della 
trattazione analitica. 
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Nel aeguito delU iiota e data la deacrizione e trovasi esposta, 
la teoria di uao strumerito a tale iiopo proposto dal prof. Ämsler 
iuventore del planiiuotro polare e di quello dui uioiiienti. 



A. Favaro: Intorno alla soluzione graflea di alcunl problemi 
pratiei dipendenti dalla teoria delle probabilitä. (VuniäKiii, 
tip. Antoiielli, 1877.) 

In queata cireostaiiza l' Autor o si occupa di niia uota dell' 
iugegneie Fouiet j^ii favoie^olmenie conosciuto iielle sfeie seien 
tiüche pei altii suoi btudi mtomo a co ifiatti argomenfci iiella quäle 
egli si piopoue dl determmue e la^ jie^eiitaif gntieiitiente 1l tiriftt. 
dl asan,ura2ione suilU vitt c le tiudizioni Ii amm itiz<!azioue lei 
prestiti 

Basando H ipj.li a^ion sil si'itpmi tostituito ilal poligono 
delle foize e lal poligono funic laie pei uii ceito numeio di foizo 
paialkle dite m un piano abbiasi un sistemi di quattio foi^e 
Pi) Vi p3 Pi ^^ fsseml sena determmita medi*nte il pobgono 
delle forze la risultaniej» in mtensiti duezione e senso e niedianie 
il poligono funicolaie m posizione ebiamati inoltie Pi ß i 1 
p i bracci di leva rispettivi delle forze e della risultantc, rapporto 
ad un pimto qualunque, si ottiene: 

f*ii>i + PaPi + PiP-^ + i»4Pi ^ ^P . 
Pi +Pii + Pa -'r Pi ^P 

Per la quäl coaa ogniqualvoifca in una detenniiiata indagine veniase 
a presentarsi una grandezza defiuita mediante una relazione di 
questa forma, la si poträ immediatamente cosfcruire, ricoiTendo all' 
accennafco sistema del poligono delle forze e del poligono funicolare. 
L'autore oseerva poi, cbe per la eostruzione della accennata 
formula non vi ^ menomamenfce bisogno di costi'uire un poligono 
funicolare propriamente detto e quäle viene ordinariamente espoato 
nei manuali di statica graflca, non solo, ma non vi e neppm' bi- 
sogno di introdurre il concetto di forza e di niomento, potendosi 
raggiungero lo acopo colle semplici nozioni del calcolo grafieo, 
approfittando del eosidetto poligono di moUiplicaä,one. Segne la de- 
duzioue della formula ricavata da una tavola di mortaÜtä e la sua 
costruziono giatira 
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A. Favaro: Sulla teoria dei poligoni funicolari seeondo Lame o 
Olapeyroii nei suoi rapporti coi metodi della Statica graflca. 
[Veneaia, tip. AntonellL, 1S7T,) 

Questa nota costituisce sotto xm certo punto di vista un 
coraplemento d'un altro lavoro pubblieato dal raedesimo Autor e 
quattro aniii prima, sotto il titolo: La Statica grafica nelV msegna- 
mento tecttico superwre (Venezia, tip. Grimaldo e C. 1873) e nel quäle 
egli espose le sue vedute intomo alle origini, ai metodi ed allo 
scopo del iiuOYo corpo di dottrine creato dal eelebre professore di 
Zurigo. 

SuUe ti'aceie della t^orla dei poligoni funicolaii data da Lame 
e Clapeyroii l'autore fa posto tJa uu cenno di poche linee del 
Bulletin di Ferussac del 1829. 

Nella succinta introduzione prende le mosse dal iriaugolo delle 
forze (scoperta indubbia dello Stevino), triangolo delle forze che 
meutre costituisee da un lato ü poatulato della Statica graflca, 
forma dall' altro il punto di partenza. delle costruzioni grafiche 
äsime, alle quali pervennero contemporaneameate gli in- 
i iugleai ed americani, approfittando delle proprietä inerenti 
alla reciprocitä delle figure. Per veritä non mancano gli storici i 
qnali TOgliono riconoseere il triangolo delle forze per la prima rolta 
nelie opere del Varignon, ma ciö non e esatto, bensi deve rico- 
noscersi a quest' ultimo matematico la prioritä nell' uso del poligono 
delle forze, il quäle anehe oggidi e ehiamato in Francia col nome 
di poligono avsüiario di Varignon. 

I rapporti fra il poligono delle forze ed il poligono funicolare 
semplicemente sbozzati nella ^ouvelle Mecmiique di Varignon, 
trovarono uno sviluppo quasi completo nella memoria di Lame e 
Clapeyron: ed e questa appunto la circostanza che la rende di 
altissimo Interesse. Perciocche, se nella anzidetta memoria non si 
contiene effettivamente alcuna di quelle applicazioni, le quali piü 
tardi appaieaarouo in tutta la loro pienezza la potenza dei nuovi 
metodi, pure e l'argomento pratico che diede occasione a tale studio, 
e il modo di trattazione e finahnente le conseguenze che se ne 
fanno immediatamente derivare mosti'ano ehe Lame e Clapeyron 
avevano perfettamente compreso il partito che poteva traraene nella 
scienza dell' ingegnere. 

Infine l'autore ha voluto approfittare di questa medesima 
occasione per mettere in evidenza come molto tempo prima che le 
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proprietä del poligono funicolare venissero utilizzate per ia conipo- 
sizione grafiea deüe forze, il Miclion ne aveva esplicitamente 
approfittato con applicazione immediata alla düterminazione della 
curva delle pressioni nelle völte. 



A. Ftivaro: Intomo ad iin recente lavoro del Dr. Cantor engll 

agrimensori romani. (Bullettino di Bibl. e Storia dolle Scienze 

Mat, e Fia. Roma, 1876.) 

E una receneione dell' opera ben iiota: Die. romischm Agri- 

mensorm und ihre Stelhmg in der Geschichte äer Feldmesslmnst 

(Leipzig, Teubner 1875), nella quäle occasioiie pertanto l'autore 

ottenne dal Principe D. B. Boncompagni la pubblicazione della 

vita di „Herone Mecanico" contenufca nel mss. autografo di 

Bernardino Baldi dal medesimo Principe posseduto. 



A. Favaro: Niecolö Copemieo e l'Archivio Universitario dl 
Padova. (Bullettino di Bibl. e Storia dcUo Soienae Mat. e Fis. 
Roma, 1877.) 

Questa nota, sotto la l'orma di lettera diretta al Principe 
D. Baldassarre Boncompagni, contiene la relazioue di indagini 
istituite nell' Arcliivio del! Universitä di Padova, allo scopo di 
accertare se vi si oonservi qualche traccia del passaggio di Niccolo 
Oopernico. 

E noto clie dei molti storiografi dello Studio di Padova, il aolo 
Papadopoli asserisce che Copemieo ne sia stato alunno e che 
vi abbia conaeguita la laurea in filoaofla e medicina. 

L'Äutore espone con ogni particolare le ricercbe t'itte e con- 
chiude: 

1°, Dali' Ärchwio üniv^sitario di Padova non rtstilta in alcun 
modo dte Niecolö Copemieo sia stato inscritto fra gh stu<Jenti deW 
ArchigiMnasio padovano. 

11°. QiiaTi^ amhe il Copemieo fosse stato fra gh sttidenti della 
UniversUä di Padova nei tre o qvatbro omni che precedono o sifSf'guono 
il 1500, le condisioni attuäli dell' ArcMvio non permctla Mcro di eon 
statarlo. 
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IIP. Ässai pröbabihnente e da ritefnersi ei'r&nea l'asserzione ch'egli 
aiiia nella Universitä äi Padova ottmuto il grado di äoUore in me- 
diana e Hlosofia. 

L'autore poi in Läse alle notizie eontenute in un manoscritto 
attualmente posseduto dalla Biblioteca della Universitä di Padova, 
crede di poter aaserire che i documeiiti sui quali ai appoggia il 
Papadopoli, aeppure hanno eaiatito, nonsi trovavano nelV Ärehivio 
nemmeno nel 1760. 

Nel eorso della nota poi l'autore si fe di deÜberata intenzioüe 
mantenuto estraneo alle molie queetioni che tuttora si agitano 
intomo alla biografla di Copernico, limitandoai eseluaivamente all' 
argomento speeifleato nel titolo della nota. 



A. Favaro: Intomo ad alouni lavori sulla storia delle scienze 
matematiohe e fisiclie reeentemeute pubblieati dal prof. 
Sigismondo G-ünther. (Venezia, tip. Antonelli, 1877,) 

Nella preaente occasione Taiitorenon ha avuto seniplicemente 
in vista di occuparsi dei lavori del prof. Günther, giä tanto bene- 
merito della storia delJe scienze matematiehe e fisiche, ma si e 
altres'i prefisso di mostrare con quanto ardore la storia delle scienze 
venga coltivata in Germania, non tacendo come essa annoveri anche 
in Italia bnon niimero di cultori, alla eui testa si trova l'infaticabile 
D. Baldassarre Boncompagni. 

D'accordo completamente col Günther nelle varie queationi 
da easo trattate, non aecetta tuttavia l'autore le conclusioni alle 
quali il niat«matico tedesco perviene reiativamente allo avolgimento 
storico dol pendolo come struniento misuratore del terapo. Anzi 
per ciö che si riferisce alla pai'te che in tale questione deve essere 
fatta a Galileo ed alla sua scuola, l'autore ha raceolto nuovi 
documenti, che produrrä in luee in una memoria, alla quäle sta giä 
attendendo. 



A. Pavaro: Intomo ad uno soritto su Andalö di Negro pubbli- 

eato da D. B. Boncompagni. (i'adova, tip. G. B. Eaadi, 1876.) 

E questa una comunicazione fatta dall' autore alla ß. Accademia 

di Scienze, lettere ed arti di Padova intomo ad un lavoro di 

Cornelio de Simoni sopra Andalö di Negro matematico ed 
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astronomo genovese del secolo decimoquarto e ai3 nn elenco <lei 
suoi lavori compilato per cura di D, B. Boncompagni. Da questo 
elenco redatto colla cura conaueta, risulta che il Meceiiate romano 
porto a conoscenza molti lavori di Andalö di Negro che erano 
rimasti seonosciuti ai biografi di lui. L'autore matte in evidenna 
come un tale riaultato rivesta nn carattere di aingolare importanza, 
ove si rifletta che si riferisee ad un' epoca, nella quäle i matematici 
italjani ftirono in grandiasimo numero, ne mai venne giustamente 
apprezzato il merito ch' essi seppero acquistarai, eonti'ibiiendo al 
.perfezionamento dell' algebra e dell' aatronomia e preparando le 
meraviglioee scoperte ehe dne secoli pii\ fcardi furono fatte in Italia 
in ogni ramo delle matematiche pure ed applicate. 

Padova. Ä. FaTaro. 



H. Grass mann: Die Mechanik nach den Prinzipien der Aus- 
debnui^alehre. (Mathematisoho Annalan XII. S. 222.) 
Die Begriffe der Ausdehnungslehre (von 1862), welche in dieser 
Abhandlung benutzt sind , sind der Begriff der Strecken (n. 216, b) 
und ihrer Addition (n.220), ferner des äusseren oder combinatoriaehen 
Produttes zvifeier (n. 254) oder dreier Strecken (n. 262), ferner des 
inneren Produktes zweier Strecken (n. 188) und endlich der Begriff 
des partiellen Differenziaiquotienten einer algebraischen Function f 
von Punkten ic^, x^ ... in Bezug auf einen deraelben z.B. 5— ■/'(n.436ff.). 
Aus diesen Begriffen werden nun theils die allgemeinen Gesetze der 
Mechanik, theils besondere Gesetze, namentlich die der Ebbe und 
Fluth abgeleitet, Ist nämlich x die Strecke, die von einem willkür- 
lichen, aber festen Punkte nach dem sich bewegenden gezogen ist, 
und die also diesen Punkt selbst zur Darstellung bringt und wird 
der voDständige Differenzialquotient nach der Zeit mit 8 bezeichnet, 
so stellt dx die Geschwindigkeit, 8'^x die Beschleunigung dos Punktes x 
ihrer Grösse und Richtung nach dar. Ist nun p die Kraft oder die 
geometrische Summe der Kräfte, die auf den Punlita;, dessen Maase 
als 1 gesetzt wird, wirken, so erhält mau 
(1) Ä^ 3; =:^ (Bewegung des einzelnen Punktes). 

Hat man einen Verein von Punkten, deren Masaen, ohne der All- 
gemeinheit zu schaden, 1 gesetzt werden können, so hat man in 
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Bezug auf den Verein äussere und innere (zwischen den Punkten des 
Vereins wirkende) Kräfte zu unterscheiden. Die geometrische Summö 
der inneren Kräfte (d. h. die Summe der als Strecken gedachten Kräfte 
dieser Art) ist null. Besteht nun der Verein aus m solchen Punkten, 
so dass also m die Masse des Vereins ist, so hat man nach dem 
Obigen die m Gleichungen d^x^ =Pi, ■ ■ ■ ^^^™ =Pin- Stellt nun s 
den Schwerpunkt des Vereins dar, d. h, ist x^ -\- . . . Xm = »*s, so 
erhält man durch Addition jener m Gleichui^en unmittelbar 
(2). «10^3= p (Bewegung des Schwerpunktes), 

wo p die geometrische Summe der äusseren Kräfte ist. Setzen wir 
nun in obigen m Gleichungen x^ = s + j^^ u. s. w., x,n =^ s + ^j,,, und 
statt d^s den gefundenen Werth — p, so erhalten wir 

(3) dhj^ =J)i — ^^P--; ^^ym =P,n ~ -p 

(Bewegung in Bezug auf den Schwerpunkt). 
Multiplidrfc man die Gleichung (1) äusserlich mit x, also [a^d^a:] ^ [n^p], 
80 kann man statt [xä^x] auch ^[a;^^;] schreiben, weil [dx . dx] nach 
den Gesetzen der äusseren Multiplication null ist, und wendet man dies 
auf die m Gleichungen des Vereins an und addirt, so erhält man 

(4) di:[xÖx'] = 2[xp\ 
(Fläehenbewegting in Bezug auf einen festen Punkt). 

Auch hierbei heben sieh die inneren Kräfte weg. Multiplicirt man 
ebenso die Gleichungen (3) äusserlich mit y, . . . . y,» und addirt, so 
heben sich, da J/j + . , . y,,, nach dem Begriff des,Schwerpmikts null 
ist, die negativen Glieder fort und es wird 

(5) äSfs«»] - Slyfi 
(Plächenbewegung in Bezug auf den Schwerpunkt). 

Die Gleichung (1) innerlich mit 8x multiplicirt, giebt zunächst [S^x 
I Sx\ = [p I Sx'\ ; aber es ist \ä^x \ Sx'] = ^ iJ [Sx \ Sx'\ und wendet 
man dies auf die m Gleichungen des Vereins an und addirt, so erhält man 

(6) SEi^iSx I dx'\ = S\_p I Sx;\ (Arbeitsgleichnng). 

Ich habe gezeigt, dass die einfache Kraft jj^i, mit der ein Punkt a^^ 
auf einen andern x^ wirkt, eine Function f{r) der gegenseitigen Ent- 
fernung r der beiden Punkte sei und in der Richtung x^ — x^ Hege, 
ferner dass, wenn ZJig das Integral von fr.dr ist, dann_;)3j ^3-- Pia, 
-und j)^ g = TT— ü-y 2 sei. 71^ ^ heisst das Potenzial zwischen den Punkten 
Xy und x^. Ist nun V die Summe aller Potenziale zwischen je zwei 
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Punkten des Vereins, also das vollstiindige innere Potenzial, und ist 
U das gesammte äussere Potenzial, d. h. die Summe der Potenziale 
zwischen je einem äusseren und inneren Punkte, so verwandelt sich 
die Gleichung (6) in 
(7) ii:[dx \Sx] = T +/-2[J^ CT I Sx'j (Potenzialgleichuug). 

Die Art, wie sodann die Beschränkungen in der Bewegung eines 
Vereins auf Potenziale zurftckgeftthrt werden, ist von 'der gewöhnlichen 
Darstellung nicht wesentlich verschieden. Dagegen ist ganz neu der 
Begriff der mittleren Integration der Bewegungsgleichungen und 
seine Anwendung auf die Theorie der Ebbe und Fluth. Mittlere 
Integration der Bewegungsgleichuugen nenne ich diejenige, bei wel- 
cher die Beweglichkeit des Vereins am geringsten ist, und die so 
hervorgehende Bewegung nenne ich mittlere Bewegung. Bei der Theorie 
der Ebbe und Pluth wird nur diese letztere gesucht. Um die Resultate 
einfach aussprechen zu können, habe ich den Begriff des elliptischen 
Gliedes aufgestellt. Ich nenne nämlich ocosa;^ -|- baiaxt, wo a und b 
behebige Strecken, x eine beliebige Zahl und t die Zeit ist, ein ellipti- 
sches Glied mit dem Zeigei- x. Es stellt nämlich dies Glied eine 
Strecke dar, die an einen festen Punkt gelegt, eine Ellipse in der 
Zeit — nach einem sehr einfachen Gesetz durchläuft. 

Es ergeben sich dann folgende zwei Sätze: 

„Wenn die Bewegung eines Vereins von Punkten durch lineare 
Differenzialgleichungen dargestellt wird, so entsprechen bei der mitt- 
leren Bewegung den elliptischen Ghedern, welche in dem Ausdruck 
der Kraft vorkommen, elliptische Glieder von denselben Zeigern in 
allen Strecken, welche von einem festen Punkte nach den beweglichen 
Punkten gezogen sind, und zwar sind die Coeffieienten dieser Glieder 
durch die gegebenen Gleichungen vollkommen bestimmt." 

Für die Theorie der Ebbe und Pluth lautet der Satz: 

„Die Bewegung, welche jeder Punkt des Meeres bei der Ebbe 
und Fluth vollendet, ergiebt sich in erster Annäherung als Interferenz 
von vier elliptischen Bewegungen, von denen zwei dieselbe Umlaufszeit 
haben, wie die scheinbare Umlaufszeit der Sonne und des Mondes 
beträgt und die zwei anderen eine halb so grosse Umlaufszeit." 

Stettin. H. Grassmann. 
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i. Mayer; Bie Kriterien des Maximums und Minimums der ein- 
fachen Integrale in den isoperimetrischen Problemen, 

(Ber. d. Kgl. Sachs. Gesellsch. i Wissensoll. 1877. p. 114—133.) 

Nach der Euler'sclien Regel wird das isoperimetrische Problem, 
3ie den m Bedingungen: 

r. =ff. {X, »„ . . . !/., /„ . . . J/-.) <!■«! - i«, « - 1, 2, ■ • • •<> 

anterworl'enen P'uiictionea ?Jx,...% von x so zu bealimnien, dass 
das gegebene Integral 

V=ff(x, y^,... yn, y\, . . . y\) dx 

einen relativ grössten oder lileinsten Werth erbalte, in der Weise 
gelöst, dass man zunächst ganz so verfährt, als ob es sich darum 
handelte, das Integral: 

I(.f+';f, + hf2 + ■■■ + >-..(..)<''=, 

in welchem die X unbestimmte Conatanten sind, zu einem absoluten 
Maximum oder Minimum zu machen, und hinterher diesen Con- 
stanten diejenigen Werthe beilegt, welche sieh aus den Bedingungen 
Y^ = ly_ ergeben. 

Die beiden genannten Probleme werden hiernach jedenfalls 
durch dieselben Functionen y gelöst. Man. darf aber durchaus 
nicht, wie dies doch gewöhnlich geschieht, auch in Betreff der 
Frage, ob und innerhalb welcher Grenzen diese Functionen ein 
wirkliches Maximum oder Minimum erzeugen, das erste, relative 
Problem durch das zweite, absolute ersetzen. Man überzeugt sich 
vielmehr leicht an solchen Beispielen, in denen sich diese Frage 
unmittelbar durch geometrische oder mechanische Betrachtungen 
entscheiden lässt, daas im Allgemeinen die Kriterien des Maximums 
und Minimums in beiden Problemen unmöglich dieselben sein 
können. So würde sich z, B. aus der Änuahme, dass beide Probleme 
völlig identisch wären, für die Aufga.be der Gleichgewichtsfigur 
eines homogenen, schweren Fadens das absurde Resultat ergeben, 
dass nicht bei jeder Lage der Aufhängungspunkte der Padenschwer- 
punkt wirklich die tiefstmögliche Stelle einnimmt. Es fragt sich 
daher, welches sind die wahren Kriterien des Maximums und Mini- 
mums in den isoperimetrischen Problemen? 
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Nun hat der Verfasser in Borehardt'a J. B. 61) die Kriterien 
des Masimums und Minimums allgemein für diejenige Aufgaben- 
'orm entwickelt, auf welche sich jedes Problem der Variations- 
reehnung, in welchem nur einfache Integrale auftreten, zurückführen 
Aus diesen allgemeinen Kriterien des Maximums und Minimums 
sich daher nothwendig auch die besonderen Kriterien der 
Probleme ableiten lassen. 
Diesen Gedanken führt der vorliegende Aufsatz aus und ge- 
t hierdurch zu Resultaten, die mit denjenigen Regeln überein- 
stimmen, welche, auf völlig anderem und wohl entschieden nicht 
immer ganz strengem Wege, bereits 1869 von Lundström (Nova 
Acta üpsal. Ser. 3, Vol. YIl) erhalten wurden. 

Die auf diese Weise gewonnenen Kriterien werden dann noch 
an dem Eeciprocitätsgesetze der isoperimetrischen Probleme 
geprüft und schliesslich an dem oben erwähnten Fadenproblerae er- 
läutert, für welches sie das richtige Resultat ergeben. 

Leipzig. A. Mayer. 



Sophus Lie: Theorie der Transformationsgruppen. I, n. (Arohiv 
foL- Matiiematik og NatuTTidenslial). Bd, I, 1876. p. 19 — 5S und 
p. 162—202.) 
Eine Schaar Transformationen 

bilden eine Gruppe, wenn die Succession zweier Transformationen 
der Schaar mit einer einzigen Transformation derselben Schaar 
äquivalent ist. Der Verfasser hat sich die schwierige Aufgabe ge- 
stellt, alle Gruppen von Transformationen zu bestimmen. 

Die erste Abhandlung 15st diese Aufgabe für den Fall n = 1. 
Es- wird gezeigt, dass die Gruppe höchstens drei Parameter «^ a^ a^ 
enthält, femer dass sie durch passende Wahl der Variabelu in eine 
lineare Gruppe übergeführt werden kann. 

Die zweite Abhandlung behandelt den allgemeinen I 11 nd 
entwickelt eine Reihe allgemeiner Sätze. Unter denselben ^ n 
hier nur die folgenden hervorgehoben werden. Jede G pj n t 
r Parametern enthält r unabhängige infinitesimale Tran f m 
tionen; in Folge dessen enthält sie insbesondere auch eine id nt h 
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Transformation. Zu gegebenen Werthen von n und r gehören nur 
eine begrenzte Zahl Typen von 'Traneforraationsgruppen. 

Weitere Abhandhingen werden einerseits den Fall m = 2 er- 
ledigen, andererseits diese Untersuchungen für die allgemeine Theorie 
der Differentialgleichungen ver werthen. 



Sophus Lie; Eösumö einer neuen Integrationstheorie. (Aroliiv 

for Matlieiiia.fik og Naturvidenskab. Bd. 1, 187C. p. 335 — 365.) 
■— VeraUgemeinerung und neue Verwerthung des Jaeobi'- 

schen. MultipUeators. (Cliristiania Videiiskäbs-Selskab 1874.) 
Discusaion aller Integrationsmethoden der partiellen 

Differentialgleichungen 1. O. (Chriatiania Videnakabs-Selskab 

1876.) 
■ - ■ — Allgemeine Theorie der partiellen Differentialglei- 



chungen 1. O., II. (Matli. Annaleii. Bd. XI, p. i64— 657,) 

Die letzte Abhandlung, deren Resultate sich grösstentheiis 
schon in den drei ersten Arbeiten finden, zerfällt in drei Abschnitte. 



Bei f,-a,. 


fj = a^ ein vorgelegtes Involutionssystem in 


den VmabBln i, . 


. .Xa Pi . ..p^ und seien f^ + i. . .fr beliannte Lö- 


saugen von 




m 


(f,n-o ....(f,o_o. 



Es giebt einen sehr allgemeinen Ii"all, dessen Grenzfälle allein 
früher bekannt waa'en, in dem man die fehlenden Lösungen des 
Systems (1) durch ausführbare Operationen bestimmen kann. 

Giebt es in der Tbat Functionen Fj^ . . . Fril, welche die 
Gleichung 

(2) IJpdx = F^df, + . . . -f F,idf, -f . . . + Frdfr + dii 
befriedigen, so sind Fq^\ . . . F^ die fehlenden Lösungen von (1), 
während £1 die Gleichungen 

f/1, 2 — ß] = .... [/i, Ä^ — ß] = 
erfüllt. Besteht überhaupt eine Relation der Form (2), so verlangt 
die Bestimmung von jß und den Fx nur eine einzige Quadratur 
zusammen mit gewissen Differentiationen. Hiermit ist die Integration 
des vorgelegten In volutions Systems geleistet. 
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Sekt man 2=1, r = 2n — 2, so erhält man Jacobi'a Be- 
stimmmjg der letaten Lösung der Gleichung {fif) = vermöge des 
letzten Multiplicators, wobei doch zu bemerken ist, dass die neue 
Theorie in diesem Falle eine Quadratur erspart 

Setzt man andererseits r ^n und setzt ausserdem voraus, dass 
fi. ■ -fn hinsiciltlich jpj . , , j)„ unabhängig sind, so erhält man einen 
zweiten bekannten Jaeobi'schen Satz. 

Ist /l . . . /j eine vorgelegte Gruppe mit m unbekannten ausge- 
zeichneten Pnnetionen Sl^ . . . ß,„, so ist es immer möglich ein voll- 
ständiges System in den Variabein a:p aufzustellen, dessen Lösungen 
zugleich die Lösungen des Systems 

(ß,F} = .... (ß«_P') = 
sind. 

Durch Verbindung dieser beiden neuen Theorien erhält man 
das folgende fundamentale Theorem: Sei /i = «i . . . /^ = a, ein 
vorgelegtes Involutionssystem und seien /, + 1 . . . /", bekannte Lö- 
sungen des Systems {fif)^0 ... (/v/') = 0. Enthält nun die 
Gruppe /i .../■„... ^ ausser fi • • -fq noch m ausgezeichnete Func- 
tionen, so verlangt die Integration des vorgelegten Involutjons Systems 
im ungünstigsten Falle nur noch die Operationen 

2» — 2 — »J — s, 2n — q~tn — s — 2...Q,A, 2. 
Hieraus folgt insbesondere, dass die Bestimmung von 2«» -j- 1 
fehlenden Lösungen des Systems {fif) ^ . . . ifqf) ^ nicht 
schwieriger als diejenige von 2m fehlenden Losungen ist. Setzt 
man in diesem CoroUar m = 0, so erhält man wiederum den 
Jaeobi'schen Satz, dass die Bestimmung der letzten Lösung eine 
ausfährbare Operation ist. 

Diese Integrafcions- Theorien dehnen sich mit gewissen Aende- 
rungen auf solche Gleichungen aus, welche die unbekannte Function 
explicite enthalten. 

Der zweite Abschnitt behandelt die Integration von vollstän- 
digen Systemen. Dabei wird vorausgesetzt, dass gewisse infinitesimale 
Transformationen, welche das betreffende vollständige System in- 
variant lassen, von vom bekannt sind. Es wird gezeigt, daas dieser 
Umstand immer eine wesentliche Vereinfachung in dem Integrations- 
geschäft bewirkt. Unter den neuen Theorien, die zu diesem Zwecke 
entwickelt werden, möge hier nur die Ausdehnung des Jaeobi'schen 
Multipiicatorsbegriffs auf vollständige Systeme erwähnt werden. 

Der dritte Abschnitt stellt die Frage, ob es denkbar ist, dass 
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die jetzigen Inlegrationsmethoden der partiellen Differentia,iglci- 
chiingün 1. 0. künftig einmal durch noch einfachere ersetzt werden. 
Um diese Frage zu präcisiren, wird zunächst festgestellt, dass man 
bei der Vergleiehung zweier Integrationsoperationeii nur auf die 
Integrations Operationen, dagegen nicht auf die sogenannten aus- 
führbaren Operationen (d. h. Differentiationen, Quadraturen und Eli- 
minationsoperationen) Rücksicht nehmen soll, Damach werden die 
beiden folgenden Axiome aufgestellt: 

1) Die Integration der (dlgemekien Gleichung f{xy ^] = lilsst 
sich nicht durch ausführbare Operationen leisten. 

2) Die einfachste Integration sraethode der Gleichung 

f(x^ ...«„ft ...p„) = a 
beginnt wie alle bisherigen Methoden mit der Bestimmung einer 
Lösung eines ToUständigen Systems, das in einer durch Berührungs- 
transformationen invarianten Beziehung zu f== a steht. Indem diese 
beiden Axiome als richtig vorausgesetzt werden, wird bewiesen, dass 
die vom Verfasser gegebenen Integrationstheorien, die bekanntlich 
theilweiae mit gleichzeitigen Methoden Mayer's äquivalent sind, 
das GrösstmögUche leisten, 

Christiania. Sophus Lie. 



E, Hunyady; lieber die verschiedenen Formen der Bedingungs- 
gleichling, welche ausdrückt, dass sechs Punkte auf einem 
Kegelschnitte liegen. (Boroliavdt'a Jouraul für Math. Ikl. 83.) 

Unter Benützung der folgenden Bezeichnungen 

ViSi — Vk^i = 1(1 

SiXt — StXi = ija 

XiVk — XkVi = £;i 

i: + XiykSi = iM) 
werden nach den Theoremen von Pappus, Desargues, ühasles, 
Pascal und Oarnot die Bedingungsgleichungen ausgedrückt, dass 
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aeelis Punkte auf einem Kegels chniite liegen. Die ersten drei Theoreme 
führen auf die Bedingiingsgleichung: 

(136)(145)(235)(246) — (135) (146) (236) (245) = 0, (1) 
während die beiden letzteren zu den folgenden führen: 

^ia3isfi= %4&6i~-%j&3i isiki — ieiki kiVei — tei%i =<y C^) 
%e iis — nis Säe ^ In — ^8 Ise ke nw — las ^56 
(125) (126) (134) (234) (356) (456) 
- (123) (124) (156) (256) (345) (346) = 0. (3) 

Die Gleieliungen (1) und (3)' sind die Repräsentanten von je fünf- 
zehn Gleichungen, während durch (2) sechazig reprasentirt werden. 
Es ist hiermit durch neunzig der Form nach verschiedene Be- 
dingungsgleichungen ausgedrückt, dass sechs Punkte auf einem 
Kegelschnitte liegen. 

Es folgt dann die Ermittelung des Zusammenhanges der ersten 
Glieder dieser Gleichungen, der durch die folgenden Gleichungen 
ausgedrückt wird: 

4^«6 - (136)(145)(235)(246) - (135)(146)(236)(245) (4) 
A.s,,, -S ± lis%i £56 = (125) (126) (134) (234) (356) (456) 

- (123)(124)(156)(256)(345)(346) (5) 
Es sei noch bemerkt, dass man noch zu einer andern Form der 
fraglichen Bedingungsgleiehung gelangt, wenn man von der Gleichung 
des Kegelschnittes ausgeht, der durch drei der gegebenen Punltte 
hindurchgeht und dann ausdrückt, dass die noch übrigen drei Punkte 
auf diesem Kegelschnitt hegen. Die Bedingungsgleiehung erhält 
dann die Form : 

(124) (134) (124) (234) (134) (234) 
D,,s= (125) (135) (125) (235) (135) (235) =0 (6) 

(126)(136) (126)(236) (136)C236) 
und für ihren algebraischen Zusammenhang mit den früheren Formen 
ergiebt sich: 

^123466 ■ (123)^ = Abs> C^) 

wie ich in einer der Akademie in Budapest vorgelegten Abhandlung 
gezeigt habe. 

Herr Th. Keye beehrte mich mir mitzutheilen, dass sich der 
Zusammenhang von 
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3. HuNViÜV. — G. HoLKHÜLLSl 

^i^ Vi ^i !/i«i h^i ^iVi 



= 



y/ ^i y^h ^6^e ^eVg 



und der Gleichung 

h ViVi ^A VA + 
XiH yi% ^ih Vih + ^s^a ^ä*3 + ^2^3 ^aS/g 4- 3 
*i*8 ^iJ/a J^i'^s 
'5 J'iJ's ^4% 

^i^6 Vilfe ^ih 

zu welcher man gelangt, wenn man ausdrückt, dass die Dreiecke 
123 und 456 Poldreiecke eines und desselben Polarsjstemes sind, 
sowie der vorher gehenden Formen ebenfalls leicht ermitteln lässt. 



Budapest. 



E. Hunyady. 



G.Holzmüller: I. Ueber die Abbildung a; + j/s = yX + Yi und 
die lemniseatisehen Coordmaten n^'-^ Ordnung, {Journal fiii- 
tlie reine und angewandte Matheiriatik, Bii. 83, \\. S8 etc.) 

- - IL Lemnlecatiscbe Geometrie, Verwandtschaft und 

Kinematik, abgeleitet mit Hilfe der Function complesen 
Arguments Z= Yz. (Zcitsoh. f. Math. u. Phya. Bd. 21, p. 325 eto.) 

Gelingt es, eine Curvengleiehung so zu schreiben, dass die 
Variabein nur in den Formen x -{- yi imd x — yi vorkommen , so 
ergeben sich bemerkenswerthe Vereinfachungen für gewisse Abbil- 
dungsaufgaben. 

Die Gleichungen eines Kreises um den Punkt e der reellen Ase 
und einer von diesem Punkte ausgehenden Geraden, die mit dieser 
Axe den Winkel y = arc tan „ _ bildet, sind z, B. in jener Form: 



(1) 

(2) 



l/C^H 



Yi- 



W"i! 



Z+ Yi~ e _ 
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Durch die Abbildung x -\- 'yi = y^X -j- Yi, wo n ganz, positiv und 
reell ist, gehen beide Gleichungen in folgende Über; 

(3) yn^+,j,r-e-i-[(x-,ji)-~i\ 



"" L J, V \x— e" eos I -\- \y — e" sin 1 =p,-p2----pn= c, 



' (a; — ^i)" — e 

4 - t^- 

= "V are tan j — = », + Ü:^ -\ h ^-^ = 7- 

Hier sind die^j Badii vectorea, die von den durch ^e repräsen- 
tii'ten Pimkten ausgehen, während die & die Neigungswinkel dieser 
ßadii vectores gegen die reelle Axe oder gegen die Richtungslinie 
irgend eines der Punkte ye bedeuten. 

Daraus folgt allgemein: 

Die AMnldmig x -\- yi := yX -\- Yi (n gamz, positiv, reell) ver- 
wandelt dm Kreis r ^ c tmt den Fimkt a -^- bi in die Lemniscaie 
n*^ Ordnimg Pi .p^ — pn = c mit den Brermpumkt&ti ~^a -\- U, währmd 
die Gerade, die mit dem „Badius" des ^nktes a -\-hi den Winltel y 
bildet, in die Hyperbel n'^ Or^mng ^i + '9'a + . . . -|- ö'a ^ y über- 
geht, wdbd die d- die WinM, sind, welche die Radü vectores p mit 
dem „üadius" irgend eines der Funkte "j/a -\-hi bildm. 

Durch Abbildui^ der eoncentrischen Kreise und ihrer Badien 
erhält man also das Isot'kermensystem der confocalen Lenmiscaten 
nf^ Ordnung imd das orthogonale System der Hyperbeln n'"" Ordnung 
dvs-ch die Bremtpunkte der Lemniscaten. 

Die isogonalen Trajectorien dieser Systejne haben die Gleichung: 

(5) Pi -Pi ^„ = c.ft^^ + -''= + -- + *i. 

Das Büschel von Lemniscaten w'^'' Ordnung durch die Punkt- 
gruppen yä~-\- bi und |/^~+ b^i (mit dem Nullpunkt als Ceutrum) 
hat die Gleichung: 

(6) (fi + q^a + ■ ■ • + fpn) ~ (zi -\- i'i -V ■ . ■ -\- %„) = Y, 

die orthogonale Lemniseatenschaar hingegen ist: 

(7) "■■"■■"■■■- J^ - 0. 
^ ' {I. . II.. . a.. . . . a^ 
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G. IIOLZMULLEH. 73 

Die isogonalen Trajectorien beider Curveiigruppen hateu die 
Gleichung : 

^ ^ 3i ■ & ö" 

Die EigenscLafteii dieser Systeme lassen sich entwickeln aus denen 
der elliptischen und hyperbolischen Ereisschaar und des Systems 
gleichwinkHger logarithtuischer Spiralen und Doppelspiralen, wozu 
man die Abhandlung „Udier die logarithmische Aibüdung etc." im 
16. Bande der Zeitschr. ffli: Math, und Phys. vergleichen mag. 

Die Kreisverwandtschaft geht durch obige Abbildung in eine 
analoge „l&nmsmüsdie Verivandtsduiß n'"" Ordnung" über, während 
die projectivischen Beziehungen sich dadurch einfach übertragen 
lassen, dass au Stelle der Doppel Verhältnisse 

n( ae).Eiii(M 



resp. - 



Hbc).Bin{ad) 



folgende ti'eten: 






und: 
Eni[(r,+r.+--+y™)- 


« -- 9i • & ■ ■ ■ 2- 
-{K,+«,-{-..+«„)].a 





Rollt man einen der n Sectoren der Ebene zum Eegel zusammen, 
so hat man auf diesem lemniscatisch - hyperbolische Isothermen- 
schaaren, die zu den Kreisschaaren der Kugel in einfacher Beziehung 
stehen. 

Der Specialfall n = 2 ist in der an zweiter Stelle genannten 
Arbeit ausführlich behandelt. Dort wird gezeigt, wie sich die Geo- 
metrie des ICi-eises, der Geraden und der projectivischen Gebilde 
durch die Abbildung Z = Y^ in die „lemniscatische Geometrie' über- 
tragen lässt. Eine Anzahl von Sätzen wird beispielshalber ausge- 
sprochen und das Analogen der Kreisverwandtschaft vollständiger 
durchgeführt Die Aufgabe, dm von ewei Lemnisixit&i eines Busala 
%ind zwei m'thogonaleii Lemnismten begrenzten lUmm auf dm Eiräieits- 
hreis abzubilden, wird synthetisch gelöst und die diese Abbildung 
vermittelnde Function 



Z = — - -—=-^ — -. (niod h), wo m =«■ -f lg -i-T—, ist, 

aufgefunden. 



y Google 



74 G. HolzuCller. — M. Krause, 

Endlich sclilieesen sich einige kinematische Betrachtungen über 
das lemniscatisch- veränderliche System an, die unter Anderem die 
Bewegungen der Lemniscaten und Hyperbeln behandeln, welche 
sichtbar werden, wenn eine zweckmässig prUparirte Salpeterplatte 
im Pol^risationsapparate gedreht wird. — 

In der ersteron Abhandlung wird noch bemerkt, dass die Trans- 
formation X -{- yi =(X+ Yi)" Lemniscaten m*"'' Ordnung in solche 
der n*^'^ Ordnung verwandelt, so dass sieh auch die Theorie dieser 
Abbiiduiig vollständig durchführen lässt^ 

Hagen i/W. Dr. G. Holzmüller. 



M. Krause : Ueber die Modulargleichungen der elliptischen Functio- 
nen und ilire Anwendung auf die Zablentheorie. (Math, 
Annalen, Bd, XIL p, 419 -434.)- 
Die von Jacobi begründete Theorie der Modulargleichtingen 
der elliptischen Functionen, welche zu einem unpaai^en Trans - 
formationsgrade gehören, ist seither der Glegenstand einer Reihe 
bedeutender Arbeiten geworden und hat durch ein kürzlich er- 
schienenes Werk von Joubert (Sur les equatious qui se rencontrent . . . 
Paris 1876) in gewisser Weise ihren Abschlues gefunden, während 
die zu einem paaren Transformationsgrade gehörenden noch wenig 
behandelt worden sind. Die vorliegende Arbeit hat den Zweck diese 
Lücke auszufüllen. In derselben wird bei bekannter BeKcichnungs- 
weise erstens die Existenz von algebraischen Gleichungen zwischen 

den Grössen «^ = 9^{j;) und «i^ ^ ^^1 ~2ÖF~ ) nachgewiesen, wenn 
2''dd, gleich m gleich dem Grade der Transformation ist, S einen 
jeden ungeraden Theiler von m und ^ eine jede Zahl aus der Reihe 

•5» i 1 j + 2, h x bedeutet, welche keinen gemeinsamen Theiier 

mit S und S, hat Dabei beschränkt sich die Betrachtung auf den 
■wichtigsten Fall, dass « ^ 3 ist. Zweitens werden die Haupteigen- 
schaften der eingeführten Gfleichungen aufgestellt und gezeigt, dass 
und wie eine Reihe weiterer Modulargleichungen aus diesen ursprüng- 
lichen, fundamentalen abgeleitet werden kann. Hieran 
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M. KatUSE. — HiUHUROKB. 75 



sieh drittens die LösuBg des allgemeinen Problems der Wurzelent- 
wickelung. In dem vierten Paragraphen werden die Gleichungen 
für die Transforniationszahleo 8, 16, 24, 32, 40 wirklich aufgestellt 
und endlich in dem fünften eine Anwendung der abgeleiteten Sätze 
auf die Zahlentheorie gegeben. Dieselbe besteht in einem Beweis 
eines Theilea der Summenformein, welche Kronecker im 57, Bande 
des Crelle'schen Joiu-nals für die Classenanzahl von Formen mit 
negativer Determinante gegeben hat. 

Breslau. Martin Krause. 



Hamburger: Ueber ein Princip zur Darstellung des Verhaltens 
mehrdeutiger Functionen einer eomplexen Variabein, ina- 
besondere der Integrale linearer Differentialgleichungen 
in der Umgebung singulärer Punkte. (Borohardt's J. Bd. 83, 
p. 185.-309.) 

Herr Fuchs hat bekanntlich für die Integrale linearer Diffe- 
rentialgleichungen mit eindeutigen Coefficienten die allgemeine Form 
festgestellt, welche sie in der Umgebung eines singulären Punktes a 
annehmen, und für den Fall, dass sämmtliche Integrale mit end- 
lichen Potenzen vou x — a multiplicirt, verschwinden, die Coeffi- 
cienten der betreffenden Potenzreihen auch wirklich dargestellt. Die 
Ermittelung derselben in dem allgemeinen Falle, wo die Reihen 
positive und negative Potenzen von x — a m unendlicher Anzahl 
enthalten, ist bisher noch nicht bekannt. In der vorliegenden 
Arbeit wird nun ein Verfahren angegeben, wonach man das Ver- 
halten einer beliebigen mehrdeutigen Function, welche mit Aus- 
nahme einzelner aingulären Punkte {Verzweigungs- oder ünatetig- 
keitspunkte) eindeutig und stetig ist, in der Nähe der singulären 
Punkte stets bestimmen kann, wenn 1) die Lage der singulären 
Punkte selbst bekannt ist, und 2) die Werthe der Function und 
aller ihrer Ableitungen in inf in einem Punkte der Umgebung des 
betrachteten singulären Punktes gegeben sind. Beide Vor au s- 
setaungen finden sich bei den Functionen, die linearen homogenen 
Differentialgleichungen mit ein- oder mehrdeutigen Coefficienten als 
Integrale genügen, erfüllt und man ist somit in den Stand geBetz{> 
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76 HAMBrnCEE. 

das Verhalten derselben in der Umgebung eines singulärea Punktes 
in allen Fällen zu ermitteln. 

Die allgemeine Methode besteht in Folgendem: 
Es sei x = ein singuiärer Punkt der betrachteten Function f{x) 
tmd p die Entfernung des nächst gelegenen singulären Punktes vom 
Nullpunkte. Wir setzen x = e', dann entspricht x = 0, 0^ — 00 
und dem nächstgelegenen singulären Punkte in der a;-Ebene x = q(/i" 
die Werthe = a -\- g>i -]- 2}c7ci, wo den reellen Werth von 
log p und Je eine beüebjge ganze Zahl bezeichnet. Die dieae Werthe 
repräsentirenden Punkte in der s- Ebene liegen soifiit in einer auf 
der reellen ^-Achse senkrechten durch den Punkt r = ff gehenden 
Geraden A und die den übrigen lingulären Punkten der a:-Ebeue 
entsprechenden Punkte der ^-Ebene befinden sich Müuimtlich nm- 
auf einer und zwar der positiven Seite der Geraden A. 

Die Function y = f{x) ^ f(e') als Function von 3 betrachtet, 
ist daher in allen Punkten der Halbebene der s auf der negativen 
Seite von A eindeutig und stetig und kann demgemäss in der Um- 
gebung jedes Punktes % auf diesem Gebiete durch convergirende 
Potenzreihen von der Form 



-J^ . 



m ». + (g)„..(^-^.) + (S)„,5 

dargestellt werden. Es ist nun zu bemerken, dass, wenn x^, = e'" 
gesetzt wird, für alle Werthe s = Si,-\- "ilTti, welche x ^ Xf, ent- 
sprechen, -^-~ denselben Werth annimmt, da nämlich diese Grosse 
aus den Grössen 

V''^ dx' •■• ^ d^ 
rational und zwar durch Multiplication mit Zahlencoefficient«n und 
Addition zusammengesetzt ist. Die CoeffiCienten iu der obigen Ent- 
wickelungsreihe sind demnach eindeutig bekannt, wenn, wie wir 
voraussetzen, die Werthe von y und allen ihren Ableitungen für 
x=^ Xu gegeben sind. Wählen wir nun für a;,, einen Werth, dessen 
absoluter Betrag \xq\ < ge^'^" ist, dann wh-d die Gerade in der 
s-Ebene, auf welcher die entsprechende Punktreihe s=^ s^-{- $ljii 
sieh befindet, auf der negativen Seite der Geraden A tmd von der- 
selben um eine Strecke entfernt sein, deren Betrag grösser als 2ic 
ist Ein Kreis um den Punkt «^ in der «-Ebene mit dem Radius 2 jt 
beschrieben, enthält weder auf seinem Umfange noch in seinem 
Innern einen der singulären Punkte der «-Ebene, und die Reihe (1) 
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convergirt daliur noch für «•=ä'„ + 23i( und stellt dann den Wecth y^, 
dar, welchen y im Punlste x^ nach einem einmaligen keinen der 
übrigen eii^ulären Punkte einschliess enden Umlauf um den Null- 
punkt der 3;-Ebene annimmt. Da die ans (1) dureli Differentiation 
nach s entstehenden Reihen in demselben Bereiche wie die ursprüng- 
liche Keihe giltig sind, so erhält man: 

(^) ^-|(B).^*'-(iI=S(^).^''- 

wodurch das Verhalten der Function p bei einem Umgang um den 
Nullpunkt der a^-Ebene charakterisirt ist. 

Bei der Anwendung auf Functionen, die linearen homogenen 
Differentialgleichungen zunächst mit eindeutigen Coefficienten genügen 
und die x = zum aingulären Punkt haben, genügt es zur Kennt- 
niss ihres Verhaltens in der Umgebung des Nullpunktes n von den 
Formeln (2) für jedes der n von eioander unabhängigen, übrigens 
beliebig gewählten, partikulären Integrale zu berechnen, wenn n 
der Grad der betrachteten Differentialgleichung ist; es lässt sich 
alsdann namentlich die zum Nullpunkt gehörige Fundamentalgleichung, 
die Herr Fuchs in der Theorie der Differentialgleichung eingeführt 
hat, in allen Fällen aufstellen. Auch wird ein Weg angegeben, 
die Integrale eines Fundamental Systems in der von Herrn Fuchs 
zuerst aufgestellten Form 

y = af (9>o + «Pi 'of,' ^ H h <Pi- (log ^T) 

zu entwickeln, wo die 9 nach ganzen, positiven und negativen 
Potenzen von x und zwar im Allgemeinen nach beiden Seiten hin 
ins Unendliche fortschreitende Reihen bezeichnen. 

Zum Schluss werden noch lineare Differentialgleichungen mit 
mehrdeutigen Coefficienten betrachtet und das Verhalten ihrer Inte- 
grale in der Umgebung der singulären Punkte nach dem in Rede 
stehenden Verfahren durch analytische Formeln ausgedrückt. 

Berlin. Hamburger. 
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O. Schloemilch; lieber einige Tinendliehe Beiheu. (Sitaungabfi- 
riclite d. K. Sachs. Gesellsch. der Wissensch. Juni 1877.) 
Wenn im Folgenden die Sumraeiizeicheii auf die Worthe 
« = 1,2,3,... bezogen werden, so gilt unter den Vorauf) Setzungen 

p>0 und <i<x<7t 
die nachstehende Transformation 

Durch eine weitere Umwandlung und unter Anwendung der 
hyperbolischen Functionen 

— ^i-^ — ■ = cshp u, — — „— - — = snhp ii 

ergiebt sich hieraus 

Bezeichnet man die linke Seite mit ^{a:, p), su hat man die 
Relation 



s.(..,rt--.-*(f,|). 



Differenzirfc man die vorige Gleichung nach x und multiplieiit 
mit 3i"|/p, so erhält man weiter 



1 « 25 -^1 _^^_"e 



oder, dem Früheren analog, 

■^(•*. <■)--■*■ (f. !)■ 
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Die letztere Gleiehung gilt auch für X = und liefert in diesem 
Falle 

i'-Ti' + ^"'2^-" ZT 

e " — 1 
oder 

*■(?) + f'(i)-o. 

Bezeichnet man ferner mit s„ die Summe der Theiler von n, 
so kann man die vorige Gleichung auch in folgender Form dar- 
stellen: 

i > 12 Q ^ jLJ " 

Bei kleinen p convergiren die auf den Knken Seiten stehenden 
Reihen sehr langsam, die rechts verzeichneten Reihen dagegen so 
rapid, dasa jene Gleichui^en als Summenfonneln benutzt werden 
können. 

Aus der letzton Gleichung ergiebt sich für p = l 

'Vs„e-^'"'=^^(~ — ^J\ = 0,00187793; 

dieses Resultat lässt sich mittelst der Theorie der elliptischen 
Functionen verificiren. 



0. Sohloemiloh: Ueber die Summen von Potenzen der reoi- 
proken natürlichen Zahlen. (SitKuugsbericlite d, K. Säots. Ge- 
aellseh. d. Wissenseh. Juni 1877.) 
Nachdem der Verf. bereits im J. 1849 den Zusammenhang 

zwischen der Function 

und der complementären P'unction ^(l — ^i) gezeigt hatte, lag die 
Vermuthung nahe, dass zwischen den Functionen 

w(fi)=^— L_i_J Lj 
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eine ähnliche Relation hestehun wurde. Auf dem früheren Wege 
liess sich die letztere nicht entdecken, man findet sie aber leicht, 
wenn man das Integral 



/(i- 






i.W = (2..-l)j';-l + i-...)l/^ 



auf zwei verschiedene Weisen entwickelt. Das Resultat lautet; 
y(l-)t) ^ 2"-! _ 2r(ft)co8-ijt^ 
(p(f) 2'~''-l (3jr)" ' 

wobei ft zwischen und I enthalten sein muas. Symnietrisclier ge- 
staltet aieh diese Beziehung, wenn man die Function F(ii) durch 
folgende Gleichung definirt 

es ist dann 

Mittelst eines analogen Verfahrens kann man aus der Ent- 
wiekelung des Integrales 

y--^. r 3:''"' da; 

die anfangs erwähnte Relation herleiten, nämlich: 

Definirt man /"(ft) durch die Gleichung 

ao hat man ähnUch wie vorhin 

AI -(•)-/-((•> 

Dresden. 0. Soliloemüoli. 
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Ernst Schröder: Ueber v. Staudt's Keohnimg mit "Würfen waä 

verwandte Proeesse, (Math. Ana. Bd. X, 8. 289—317.) 

Die durch v. Staudt, Lüroth, Rud. Sturm auf synibetiseh 
geometrischer Grundlage auf- und ausgebaute Theorie der Rechnung 
mit Würfen wird in dem vorUegenden Aufsätze von der analytischen 
Seite betrachtet und unter einem umfassenderen Gesichtspunkte dar- 
gestellt, der mit anderweitigen Studien des Verfassers in engem 
Zusammenhange steht. 

In meinem „Lehrbuch der Arithmetik und Algebra für Lehrer 
und Studirende, I. Bd., Die sieben algebraischen Operationen, Leipzig 
1873" hatte ich zum erstenmal die Idee einer Diaciplin ausge- 
sprochen, von der die bisherige Algebra und Analysis nur wie ein 
specieller Fall erscheint, in die sie gewissermassen wie ein (aller- 
dings starker und am längsten ausgesponnener) Faden in ein aus- 
gebreitetes Gewebe sich einfügt. 

Ich habe diese Idee seither unablässig weiter verfolgt und in 
einer Gelegenheitschrift „Die formalen Elemente der absoluten Algebra, 
Stuttgart 1874" eine vorläufige Mittheilung über Ergebnisse meiner 
einschlägigen Untersuchungen gemacht. 

Seitdem hat auch Herr Hoüel die Möglichkeit oder Existenz 
einer solchen Disciplin wahrgenommen, wie ich aus dessen Schrift 
„Ueber die Rolle der Erfahrung in den exacten Wissenschaften" in 
der mir vorliegenden Uebersetzung von Herrn Felix Müller, 
Grunert-Hoppe's Archiv, Bd. 59, S. 65 — 75 ersehe. 

Den Grundgedanken bildet eine erweiterte Auffassung der 
Multiplication als einer Operation, die überhaupt zwei Elemente 
einer Mannigfaltigkeit zu einem dritten verknüpft, und dem entspre- 
chend der beiden Divisionen (Messung und Theilung) als der um- 
gekehrten Operationen zu der vorerwähnten. 

Diese „symholisdmi" Operationen sind nothigenfalls durch fett 
oder hohl gedruckte, oder durch eingeklammerte Operationszeichen 
von den „eigentUcIien" zu unterscheiden. 

Eine wichtige Illustration ergiebt sich auf dem" Gebiete der 
gewohnlichen Analysis selbst, wenn man unter 

eine beliebige FimcUon c = f{a, h) der beiden Elemente a und 6 
versteht, unter denen wir uns nun gewöhnliehe Zahlen vorstellen, 
sodann unter 
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i ^ c(:)a und a = i-^i 
bezüglicli die Auflösungen: 

b = ip(c, a) und a = ^(6, c) 
der Gleichung f(a, b) = c nach a und nach h, mithin die beiden zu f 
inversen Functionen. 

Nehmen wii' die drei Grundoperationen oder die von ihnen 
vertretenen Functionen zunächst als eindeutig an, und lassen die 
Klammern um die Operation szeichen für den Augenbhck weg, so 
gelten als allgemeine Formeln die Gleichungen: 

(ab):a^ - =—^ = a(l>:a) ^-a = a:-^=b, 

und drücken offenbar den (rcgensatz unserer drei Operationen zu 
einander, oder die Definition von zweien derselben als inverse zur 
dritten, in weit übersichtlicherer Weise ans, als dies mittelst der 
obigen Functionsz eichen erreichbar wäre. 

Bei dieser erweiterten Auffassung kann man nun aber auch 
fragen nach, den logischen Consequenzen von solchen formalen Ge- 
setzen, wie z.B. öi(0(K")<'} = KO I "(■)'* 1 1 ^^^^ kürzer a:{bc)^b:(ca), 
welche von der gemeinen Multipheation und Division nicht mehr 
gelten, sowie nach dem logischen Zusammenhange von verschie- 
denen derartigen Formeln. Die Frage nach den logischen Conse- 
quenzen erhält erst eine bestimmte Begrenzung, wenn man sich 
dabei auf ein gewisses Gebiet, eine bestimmte Klasse von Formeln 
beschränkt, z. B, auf das Gebiet der (990) Gleichungen, in welchen 
so, wie eben, linke und rechts vom Gleichheitszeichen drei allgemeine 
Zahlen a, b, c durch zwei successive von den drei Grundoperationen 
verknüpft erscheinen. 

Es lässt sich z. B. beweisen, dasa auf dem genannten Gebiete 
die Formel 

(ch):a = - 

gar Iceine andere, dagegen etwa die für von einander unabhängig 
beliebige a,h,c als gültig aufgenommene Gleichung b— ^ (ba):c 
alle übrigen nach sieh zieht. 

Die ganze Gruppe von Formeln, welche die willkürlich als 
Prämissen angenommenen mit all ihren Consequenzen zusammen 
ausmachen, nenne ich einen (vollständigen) „Algoriflimus", indem 
ich den Namen „Kalkül" für ein complicirteres Foriaelgefüge reservire. 
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Als in dem Aufsätze ia Betrachtung gezogene Exempel muss 
ich hier anführen: den Älgorithmii^ C, des Committationsgesetzes, als 
dessen Prämisse die Gleichung ah = ha gelten kann, den Algoritlmms 
C(| oder ah^^a-.hl^^ —1, sowie den C^^^ Prämisse etwa die Glei- 
chung a(h:c) = i-«1j wo beide vorigen gleichzeitig Geltung haben; 
endlich den Algorithmus 0^ „der ordinären Algelira", welcher die 
150 auch Ton der gemeinen Multiplication und Division geltenden 
Gleichungen des erwähnten Gebietes umfasst Letztere: 
a{hc) = b(ca) = {aJ})c = etc., 

— = A = 6 . iL = etc 

=—==-,-: c = etc. 
bc 6 

weiden höchst emfai-h erhalten, wenn man neben die drei Aus- 
drucke von hnkerhand alle diejenigen von dem m Eede stehenden 
Baup setzt, welche ihnen nach den Reg«-ln d%i Anthmetik allgemein 
gleich sind, und dann m jedei von diesen drei Giuppen die Aus- 
drucke untei "lieh vergleicht Dieselben fliessen beispielsweise aämmt- 
lieh aus dei einen loimel b{ta) = {ah)c bK nothwendige Folge- 
rungen. 

Wie oben gezeigt, sind die betiachteten foruiileu Gesetze 
eigentlich ]>tmrti<malgleidiunq'n, und man kann fiagen nach den 
„Losungen" deiselben, d h nach solchen speciellen Functionen 
a{^)h = f{a, 6), welche diebclben wirklich eifullen Dergleichen 
Functionen bezeichne ich auch kurz als die Löstmgen der (zuge- 
hörigen) Algorithmen. 

Diese Losungen sind in der Efigel „Berührungstransformationen" 
im Sinne von Sophus Lie, jedoch nicht die allgemeinsten, sondern 
Berührungstransformationen von speciellerera Charakter, bei denen 
nämlich die imbestimmmte von den beiden in die Lie'sche Functional- 
gleichung eingehenden Functionen vertreten ist durch die gesuchte 
Function selbst mit eventuell vertauschten Argumenten, oder durch 
eine von deren Umkehruugen. 

Als eine sammt ihren Umkehrungen eindeutige Function empfiehlt 
sich zur Ermittelung von speciellen Lösungen von Algorithmen vor 
allem die (bi)lincar gebrochene Function: 



o(.)* ■ 
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deren Coeffieionten bezüglich a und h Conatante sind. Und es hat 
die Auffindung solcher Lösungen besonderen Werth für die lAmir 
tirung eines jeden Algorithmus, d. h. für den Beweis, dasB ausser 
den bereits in ihm versammelten Gleichungen keine anderen Glei- 
chungen des betrachteten Fornielgebietes mehr aus ihnen folgen 
oder zu dem Algorithmus gehören. 

Die Frage nach der allgemeinsten Lösung des Algorithmus 0^ 
(„der ordinären Algebra") in der eben angeführten linearen Form 
führt nun auf die v. Staudt'sche Multiplication und fernerhin auf 
die analytische Darstellung der Rechnung mit Würfen. 

Die gedachte Lösung ist: 

a(.)6 ■ 



t,, 


a, 


h 


1, 


1, k 


f., 


», 


«. 


■■ 1, 


ü, !> 


<„ 


^« 


i 


1. 


, t. 



far irgend welche Wertlie der Constanten („, t^, t^,, und einen 
Specialfall derselben bildet offenbar: 



«(+)!>■ 



^0- 


a, 


l 




^« 


a, 


L 




t«. 


'« 


h 





Diese beiden hncar gebrochenen Functionen (und deren inverse) 
befolgen nun, wie in der Abhandlung gezeigt ist, alle allgemeinen 
Gesetze, welche von den Rechnungsarten der vier Species sowohl für 
sich, als auch in Bezug auf einander gelten, und die Grundlage 
des arithmetischen Kalküls bilden; sie lassen überdies durch eine 
lineare Transformation auf diese Species selbst sich zurückführen. 

Die Rechnung mit Würfen stellen sie dar, wenn mau die 
Argument- und die Functionswerthe a, J, «(■)&, o(+) & etc., desglei- 
chen die Coustanten iji, ^1, #^ ansieht als verschiedene Werthe des 
Parameters ( eines (nicht zerfallenden) Kegelschnittes, welcher als 
unicursale Ourve dadurch gegeben gedacht wird, daas die Coordi- 
naten x, y seiner Punkte als quadratisch gebrochene Functionen 
vom selben Nenner in Abhängigkeit gesetzt sind von dieser Hilfs- 
variabeln t 

Jedem Parameterwerth entspricht dann eindeutig ein Punkt der 
Curve, und bilden t,^, t^, t„ als feste „Grundpunkte" mit jedem ver- 
änderlichen vierten, wie etwa a, einen v. Staudt'scheii Wiirf. 

Um das Produet a(-)'b zweier durch ihre vierten Punkte «undft 
beliebig gegebenen Würfe zu eonstruiren, braucht man blos den 



y Google 



Punkt ti zu verbinden mit dem Schnittpunkte der Verbindungsgeraden 
von t^ mit t^ und der Verbindungs geraden von a mit 6; die so er- 
haltene Verbindungslinie wird den Kegelschnitt in dem gesucbten 
Punkte a{-)h schneiden. 

Ebenso ist a(-f-)& der Sebnittpunkt des Kegelschnittes mit der- 
jenigen Geraden, welche den Punkt t^ desselben verbindet mit dem 
Schnittpunkte der in i„ an ihn gezogenen Berührungslinie und der 
Geraden, welche a mit h verbindet. 

Läsat man den willkürlich gewählten Grundpunkten t^, t^, t„ 
die Zahlen 0, 1 und c» selbst entsprechen, so ist bekannt, wie da- 
durch die ganze Peripherie des Kegelschnittes als eindeutige Ab- 
bildung der reellen Zahlenlinie festgelegt und die eben geschilderten 
Constructionen zu einem geometrischen Substrat der Operationen 
der vier Species gestempelt werden, von der Richtigkeit von deren 
Cresetzen Jedermann dann mittelst eines Lineals z. B. an einem Kreise 
leicht eich überzeugen bann. 

Behufs der auf vorstehendes bezüglichen analytischen Nach- 
weise werden Determinantenaätze aufgestellt, und für dieselben ver- 
schiedene Beweise, darunter auch ein eleganter Beweis von Herrn 
A. Voss mitgetheilt. 

Den Schluss des Aufsatzes bildet die Vergleiehung der obigen 
bilineareii Lösung von Oj mit der des Algorithmus C^ji^g, welche 
ebenso wie die von Cg (und C^) angeführt wird. Für eine uni- 
cnrsale mbische Curve construirt sich das symbolische Product 

"v-"^ Jiah — 5(a + Ö) -)-s ' 

welches den Gesetzen 0^,1^^ gehorcht, einfach als der dritte Schnitt- 
punkt der Curve mit derjenigen Geraden, welche die den Parameter- 
werthen a und h entsprechenden P-unkte der Curve mit einander 
verbindet. 



nst Schröder: Ein auf die Einhe itawurzeln bezügliches 
Theorem der Functionenlehre. (Schlömiloli'a Zoitaelii:, für 
Math, und Plijs. Bd. 23, S. 183—190.) 
Das durch Anwendung bekannter Methoden gewonnene Theorem 

tet: 
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wenn die Function f{s) innerhalb einer Ringfläche stetig ist, nnd 
jjj für irgend ein ganzes ft den Coefficienten von ^ in ihrer alsdann 
bekanntlich zulässigen Reihen entwickelung nach fallenden und stei- 
genden Potenzen von s vorstellt. 

Es erscheint wohl merkwürdig, dass man so ein beliebiges 
Grlied aus der Eeihenentwiekelung von f{£) gewissermassen heraus- 
schälen, resp, die von diesem Glied befreite Function durch f selbst 
dergestalt ausdrücken kann. 



STUst Schröder: Der Operationskreis des Logikoalciüs, (Teulmei-, 
Leipaig 1877. 37 Seiton.) 

Ernst Schröder: Note über den Operationskreis des Logik- 

OalCuls. {Math, Ana. Bd, XII, S. 481—484.) 

Die erstere Schrift erstrebt für elementarmatheniatisch gebildete 
Leser eine Entwickelung der von Leibniz schon begehrten und von 
Boole gegründeten Disciplin des „Oalculus of logic" zu geben mit 
denjenigen Vervollkommnungen, deren dieselbe bedürftig erscheint. 
Verfasser geht zu diesem Zwecke auf einem grossontheiles von Robert 
resp. von den Gebrüdern Grassmann schon richtig^ eingeschlagenen 
Wege weiter, führt indessen den Leaer wirklich bis zu dem Ziele, 
den ganzen beschwerlichen arithmetisch - logischen Rechenapparat 
Boole's entbehrlich zu machen, denselben zu ersetzen durch eine 
Methode, welche von dem der Sache wesentlich fremden Element 
der arithmetischen Zahlen geläutert und zu einer vollkommen ele- 
mentaren gestaltet ist. 

An der comphcirtesten von Boole gestellten Aufgabe, deren 
Lösung Verfasser mit detaillirter Angabe der Rechnung durchführt, 
wird die Kraft der Methode erprobt, und endlieh die bisher noch 
mangelhafte Lehre von den logischen vier Species durch Aufstellung 
einer correcten Theorie der Exception (Subtraction) und Abstraction 
(Division) ergänzt. 

Die mceite Schrift oder „Note" berichtet eingehender über die 
erstere Arbeit namentlich in ihrem Verhältniss zu den vorgängigen 
Ai-beiten Boole's und Grassiuann's, worauf ich hier, um kurz zu 
sein, verweise. 
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Ausserdem stelle ich dann Operationen auf, welche auf dem 
Gebiet dei teubstitutionen existiren und ebenso wie die logische 
Addition und Multiphc ition sich gegiiisnt/y distiihutiv zu einander 
verhalten, so da'(& für die'ielben nn,ht nur 

«(& + !•_)-= iah) + (flc), 
sondertt auch 

« + (*«) - (» + S) (a + c) 
allgemein ist, wogegen ihnen die Commutativität und Associativität 
der logischen Grundoperationen abgeht. 

Schliesslich macht die Note aufmerksam auf anderweitige, 
metrische, Operationen, welche mit den logischen gewisse Analogien 
darbieten. 

Karlsruhe. Ernst Schröder. 



L. Cremona: Teoremi stereometrici dai qnali si deducono le 
proprietä deli' esagrammo di Pascal (Aocademia de' Lincei, 
Mlehhi' lella Classe di scienze fisiolie, matematiclie o naturali, 
Bpne 'S' vcl I. Eoma, 1877). -— lieber Polsechsflaelie bei Flä- 
chen dritter Ordnung (ComunicaKione fatta alla Naturfoi'scher- 
Veisammlimg Manchen 19. Sept. 1877, e ai Mathem. Annalen). 
Una superficie di 3" ordine dotata di un punto doppio (conico) 
contiene sei lette a concorrenti in e quindici altre rette c si- 
tuate tre a tie m quindici piani tritangenti t. In dieci manierc 
diverse si possono prendere nove rette c che siauo comuni a due 
triedri, in modo che le sei rette c rimanenti giaeciano in un iper- 
boloide, Ed olti-e a queati 20 triedri (di 1" specie) conjugati due a 
due, ve ne sono altri 60 (di 2* specie), ciascun de' quali .contiene 
pure uovo rette c, perö in modo che le sei restanti sono in due 
piani r. Le sessanta rette p, spigoli de' 20 triedri di 1* specie, 
costituiscono anche ü sisiema completo degli spigoli de' 60 triedri 
di 2* specie; ed inoltre sono distribuite eome spigoH di sei penta- 
edri, le cui facce sono piani z, ed i cui verti<!i sono i vertici de' 
triedri di 2" specie. I vertici dei 20 triedri di 1" specie sono poi i 
vertici di uno stesso esaedro, il quäle pud riguardarsi come il nocciolo 
di tutta la figura. Le 60 rette p giaccioiio quattro a quattro in 15 
piani, che passano ordinatamente pei 15 spigoli dell' esaedro, e si 
segano sei a sei in quindici puuti S e tre a tre in venti rette /c. 
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Se ora si projetta tutta questa figura dal punto sopra un 
piano qualsivoglia, si ottengono nella projezione tutt' i teoremi re- 
lativi all' esagrammo di Pascal. Le 6 rette a e le 15 rette c dänno 
i vertici e i lati de' 60 esagoni che si possoiio formare con sei pimti 
di una conicaj le 60 rette p dänno le rette di Pascal; ai vertici de' 
triedri di 1* specie eorrispoadono i 20 pimti di Steiner; ai vertici 
de' triedri di 2* specie i 60 punti di Kirkman; agii spigoli dell' 
esaedro le 15 rette di Steiner -Plöcker; ai sei pentaedri le sei 
figure del sig. Veronese (*); ai punti S i 15 punti di Salmon; 
alla rette Ä le 20 rette di Cayley-Salmou; ecc. 

Prescindendo da questa projezione, le proprietä suespost« appar- 
tengono ad ogni sistema di 15 rette formanti 15 triangoli, epperö 
si verificano per ciascuna delle 36 bissesiuple ( Doppels echse di 
Schläfli) formate dalle 27 rette di ima superficie generale di 3" 
ordine. Per questa, si hanno dunque 36 esaedri analoglii a quello 
sopra accennato. I 36 esaedri si distribuiscono in 120 tems corri- 
spondenti alle 120 coppie di triedri conjogati (1* specie): itre esaedri 
di uaa stessa terna hanno in comune due vertici opposti, qaelli 
de' corrispondenti triedri. Ciascun esaedro ' entra in 10 terne, 

Ciascun esaedro e una soluzioue del problema di ridurre l'equa^ 
zione della superiicie alla fonna 

rc,» + X,' + X,' + X,' + »i» + I,' - 
easendo identicamente 

S'i + ä^ + ^^3 + ''^i + ^5 + *6 = 0. 
Le dieci forme analoghe alla seguente 

(^ + 3^) (a^ + '^iX«! -f «2) + (^B + a^eXa^s + ^^{^4, + «1) = 
che si ricavano dalla precedente, dänno le dieci coppie di triedri 
conjugati, corrispondenti ad uno-steaso esaedro. 

Data una soluzione x^x^x^x^x^x^, le altre 35 dipeudono da una 
sola equazione di 2" grado. 

Ciascun esaedro individua una sviiuppabilo di 3* clasae (e 4" 
ordine), toccata dai sei piani. Per un teorema di Beye, le 36 
sviluppabili sono inscritte in uno steaso pentaedro, c lie eil pentaedro 
di Sylvester, cioe quello che permette di ridurre l'equazione della 
superficie a cinque cubi. Per tal modo il problema „trovare il 
pentaedro d'una superficie di 3" ordino, della quäle si conoscono le 



*) Nuovi 
Liucei, 1. c). 



Uli" hc: 



mystiünm (Accadeniia dö 
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27 rette" coineide con quest' altro „trovate i cinque punti comiim a 
due cubielie piane aventi due dati punti eomuni, Tuiio doppio per 
t'ima, Valtro doppio per Taltra." 

Eoma, novembre 1877. L. Cremona. 



J. Dienger: Der mittlere Gewinn oder Verlust bei der Lebens- 

versiolieruiig für die ganze 'Versiolierungaäaiier. (Hmidschau 
der Vereioteruugen 18*77.) 

Die liier behandelte Frage ist schon mehrfach Gegenstand von 
besonderen Arbeiten gewesen, und zwar unter der Bezeichnung 
„mittleres Risiko"; trotzdem war es nothwendig, dieselbe aufs 
Neue zu untersuchen, da die seitherigen Lösungen nicht genügend 
schienen, weil gewöhnlich von Grundsätzen ausgegangen wurde, die 
der Natur der Sache nicht entsprachen. Zugleich ist dieser Gegen- 
stand für die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung von In- 
teresse, so dass eine eigentlich rein mathematische Aufgabe vorliegt. 

Die Annahmen, welche gemacht werden, bestehen in Folgen- 
dem: Eine Versicherungsgesellschaft hat n Personen versichert; die 
r^ Person versicherte sich mit einem Kapitale Kr, zahlbar beim 
Tode, oder bei Erreichung des m*^" Lebensjahres, gegen eine jähr- 
liche Nettoprämie Fr- Das Deckungskapital (Reserve) für den 
jetzigen Zeitpunkt, bei dem dieser Versicherte a Jahre alt ist, heisst 
D,: Die Wahrscheinlichkeit, im Laufe des ersten, zweiten, , . . fol- 
genden Jahres zu sterben, sei tVr,i; Wr,i] ..-, bekannt aus der 
(angenommenen) Sterblichkeitstafel. (Dabei ist Wr.m-a die Wahr- 
scheinlichkeit, das Älter m — l zu erleben.) Die Summe Wr,i-\ 

+ 1Vr,m-« ist = 1. 

Stirbt der Versicherte im s"" Jahre, von jetzt an gerechnet, so 

erleidet die Anstalt einen Verlust, dessen baarer Werth Xr,, — Dr, 

K K Kr , , 

wo Ü-T , = ■ T — • ■ ■ (p ist der gebrauchte Zins- 

fuss). Der mittlere (baare) Wertb aller Verluste ist also 

Wr.l{Xr,l — B,) + IVr.iiXr,^ — A) H h Wr,,n-<,{Xr,„-^ — Dr). 

Diese Grosse ist, den Einrichtungen der Anstalt gemäss = 0, d. h. 
ein Theil ihrer Glieder ist positiv, der andere negativ (Gewinn), 
Daraus folgt sofort, dass 
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Will nun die "Versicherungsanstalt für die ganze Dauer der be- 
stehenden n Verträge die Wahrscheinlichkeit des baaren Werthes 
eines bestimmten Verlustes (oder Gewinnes) ermitteln, so hat sie zu 
beachten, dass der erste, zweite, . . ., n'^ Versicherte im ersten, ..., 
letzten Jahre seiner Versicherung sterben kann. Setzt man 

(wo tn und a mit r sich ändern können), so ist der Coeflicient von 
y '' in dem Produkte 

1'= F, Ys---Y„ 
die Wahrscheinlichkeit, dass der baare Werth des künftigen Ver- 
lustes gleich V sei. Die Wecthe von V, die sich natürlich von 
selbst aus dem obigen Produkte ergehen, können positiv oder negativ 
sein; in letzterem Falle hat man einen Gewinn. 

Nimmt man alle Exponenten als ganze Zahlen an; setzt y=e'' 
und schreibt dann X für die neuen Werthe der Y, so ist der frag- 
liche Coeffieient P gegeben durch 



P=^ je ^^'Xdx. 



Setzt man noch 

Z, = ic,_ie"'-' "' + tvr,^e"'' -"' + ., .; Z,.,Z„=Z; 
D, + .. + !>, = IJ, 
so ist auch 

+ ". 

Eine bekannte Umformung ergiebt 

p = ^ / If cos [i^ — (-D + V)x\äx, 

wo M = üii M , %>=^^^-\ h i^„; Zr = Mrc"--". Mr ist da- 
bei < 1, ausser wenn ä = 0; ipr liegt zwischen — % und -|- ■%. 

Wird nunmehi n als sehr gross angenommen, so wird gezeigt 
(voran sg es etat, diss Grössen der Ordnung — vernachlässigt werden), 
dass gesetzt werden darf 



y Google 
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h' = Z;jä + . . + fe„% k,? = W,.i(X,,i — D,)' + M'.,2(X.,s - D,-f 

+ . - . = u>.,iX,,i^ + M'...X„,.« + ---D/; 
Q eine Grösse der Ordnung — ^. Daraus findet sich 

p^-J e^"'' -j- -^-^{3 — 2Mä)e~"', wo F= m/^i/2". 

Diese Grösse drückt also die Wahrsehcinliclikoit aus, der Ver- 
lust werde iihY^ sein (in seinem baaren Werthe). Da V eine 
ganze Zahl ist, so ändern sieh die (sehr vielen) Werthe von u je 

um - - =^<J, d. h. es sind die positiven Werthe von m: S, 2ä 

7^ y 2 

'dö, 

Will man die Wahrscheinlichkeit haben, dass der Verlust oder 
Gewinn zwischen den Gränzen + phy2 liege (q ein Vielfaches von 
d), so muss man die Werthe von P ,summiren, indem man m von 
^ Q bis +9 dvirch die Unterschiede ä gehen lässt. Man erhält 
dadurch 






So lange m positiv ist, hat man einen Verlust, Den mittleren 
Werth des gesammten (wirklichen) Verlustes fi-nttet man also, wenn 
man in PF die Grösse u von bis oo (durch die Unterschiede ä) 
gehen lässt, d. h. derselbe (das mittlere Risiko) ist 



Da^ 



^ vT— -+-^(3-2m^) 



|/2^ 
PF=0, so ist mittlerer Gewinn und mittlerer Verlust 

einander gleich. Die Grosse Ä^ ist bereits oben augegeben und hat 
die bei Aufgaben dieser Art auftretende Form. 

Damit ist die eigentliche Aufgabe gelöst. Dem Zwecke dieser 
Anzeigen entsprechend, habe ich natürlich nur die letzten Resultate 



In der betreffenden Abhandlung wurde dann noch die Frage 
gestellt, welches das mittlere Eisiko für das laufende Jahr. sei. In 
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ähnlicher Weise, wie bei der Hauptaufgabe findet sieh 
ya^i' 1111 j,i 

WO J£r die (zur ücizTi stellende) Reserve für den Jahresscbluss ist, wenn 
der *■'" Versieberte das Jahr (iberlebt, und Wr,<s = 1 — Wr,i (also 
nicht mit obigem Wr, 2 zusammenfällt); w^, 1 aber die Wahrscheinlich- 
keit bezeichnet, im Laufe des .Tahrcs zu sterben. Uebrigens findet 
man auch 

Da hiermit die mathematische Untersuchung beendet ist, so 
mögen die weitern Untersuchungen über die Bedeutung des mittlem 
Risikos hier übergangen werden. 

Karlsruhe, den 17. November 1877. 

J. Dienger. 

J. "W, L. Glaisher: Preliminary account of an enumeration of 
the primea in Bnrckhardt's tables Cl to 3,000,000) and 
Dase's tables (6,000,000 to 9,000,000). (Procoeding.'i of the 
Cambridge Philosopliioal Society vol. III. pp. 17^23 ; 47 — 56.) 

Burckhardt's Tables des divismrs (1814 — 1817) give the least 
divisor of every number up to 3,036,000, and Dase's Factoren- 
Taf'eln (1862 — 1865) give the least divisor of every number from 
6,000,000 to 9,000,000. There is thus left a gap of three miüions 
for which there exist no printed tables. In 1871 I commenced the 
enumeration of the primes in the six millions over whicht he pub- 
lished tables extend. The work was performcd in duplicate by 
two Computers independently ; the two enumerations were then 
compared with one anotbcr and brought into agreemeiit Sub- 
sequcntly one of theni was examined de novo throughout with the 
original tables, 

Ä short account of the enumeration, as for as it had then 
proceeded, together with an abstract of the resuita for two of the 
millions, was published in the Report of the British Association 
for 1872. 1 have there given tables showing the agreement of the 
number of primes counted with the tbeoretical numbers derived 
from the logarithm- integral formula of Tchebycheff and Har- 
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greave, for tlie second and ninth millions, arranged in groups of 
50,000. The second million was ehosen for publieation in pre- 
ference to the first, chiefly because results derived from the counting 
of primes in the first million had been abready pubKshed by Le- 
gendr e, Hargrea"ve and otbers. Soon afterwards I beeome acquainted 
with the enuinerations printed amoQg the posthumous works of 
Gauss (Werke vol. II, pp. 436—447) and found many discrepan- 
eies between these results and my own. This taken in conjunction 
with the great difflculty of insuring aeeuracy caused me to lay 
aaide the work for some time. 

Kecenüy, however, I have had the whole enumeration per- 
formed again by a fresh Computer who had had no connexion with 
the preyioua enumerations, It was thua found that the latter were 
very accurate, only a few errors being discovered, and in several 
of the millions none at all. The numbers given in this paper are 
therefore the result of a triple calculation, and may, I believe, be 
relied upon. 

The results of the enumeration are exhibited in six square 
tables, each table referring to a million, and the arrangement being 
similar to that adopted by Gauss in hia tables ahove referred to. 
If, for convenience of expression, we call the hundred numbers 
between 100 ü and 100(w-I-l) a 'ccntury' (so that e. g. the hundred 
numbers between 1,000,000 and 1,000,100 form a Century) then 
the table shows the number of centuries each of which contains 
one prime, the number of centuries each of which contains two 
primes &c. Thus, for example, the first column of the table for 
the seventh miilion shows that of the thousand centuries between 
6,000,000 and 6,100,000 two centuries are composed wholly of 
composite numbers, two centuries contain each one prime, seventeen 
centuries contain each 2 primes, fifty-two contain each 3 primes, 
and so on there being only one Century that contains 14 primes, 
and HO. Century that contains a greater number than 14. 

The number of primes in each quarter million of tlie six 
miUions is as follows; 



Fii'st quartcr 22,04B 17,971 17,150 

Secottd „ 19,494 17,682 16,991 

Third „ 18,700 17,455 16,922 

Fourth „ 18,260 17,325 16,822 

Total 78,499 70,-133 67,885. 
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First qnartet 


15,987 


15,861 


15,712 


Second „ 


15,941 


15,773 


15,652 


Third „ 


15,950 


16,768 


15,746 


Fourtt „ 


15,941 


15,767 


16,650 



Total 63,799 63,158 62,760 
and the number of primcs in each group of 100,000 is sliowii i 
tlie following table; 





niiUiim 


^X^ 


m^ül 


imllion m 


Llion 


u^m™ 


I, 


9,593 


7,316 


6,874 


6,397 6 


369 


6,260 


IL 


8,392 


7,225 


6,857 


6,402 6 


306 


6,301 


ni. 


8,013 


7,081 


6,849 


6,425 6 


348 


6,283 


IV. 


7,863 


7,103 


6,791 


6,337 6 


299 


6,285 


V, 


7,678 


7,028 


6,770 


6,347 6 


301 


6,246 


VI. 


7,560 


6,973 


6,809 


6,402 6 


305 


6,326 


vn. 


7,445 


7,015 


6,766 


6,338 6 


347 


6,281 


VIII. 


7,408 


6,932 


6,716 


6,375 6 


245 


6,299 


IX. 


7,323 


6,957 


6,746 


6,411 6 


364 


6,220 


X. 


7,224 


6,903 


6,708 


6,365 6 


274 


6,270 


Total 


78,499 


70,433 


67,886 


63,799 63 


158 


62,760 



Thus for example tlie nuinber of primes feetween 2,500,000 
and 2,600,000 is 6,809. 

In the notes to tbe new edition of Gauss's Werke (1876) nine- 
teen errata, fonnd by Dr. Meissel, of Iserlohn, are pointed out in 
Gauss's first mÜlion, and when these a,re corrected the values 
agree entirely with my own, except in one instanee vi?., the nuniber 
of primes in the 354*'' chiliad should be 76 instead of 79. 

In a paper in the Mafkematische Annale^i vol. II (1870) pp. 
636 — 642, Meissel has given the errata in the first million, that 
are reprodueed in tlie second edition o£ Gauss's Werke. The error 
in the 354"" chiliad is not noticed by Meissel in this paper, but 
as he assigns 7,863 as the number of primes between the 300"" 
and the 400*^ chiliad, which agrees with that given above, it is 
clear tbat he must have used tbe eori'ect value in bis calculation. 
Meissel givea the number of primes in each gronp of 100,000 in 
the first million, and the values agree with my own. In the first 
100,000^ however he gives the number of primes ae 9,592 while 
tbe number in the above table is 9,593. This discrepancy is 
no doiibt due to tbe fact that I bave counted both 1 and 2 aa 
primes, while Meissel has not ineluded 1, for in G-auss's table tbe 
number of primes in the first chiliad is given as 168, and Meissel 
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aeeepts ttis Talue, liut if 1 and 2 be both counted as primes the 
number is 169. 

No doubt at all can tberefore exist witb regard to tbe accuraey 
of tbe enumeratjon for tbe firat millioii. I bave given (p. 49) a 
correeted table for this millioii corresponding to that wbich occurs 
on p. 65 of vol n of tbe third edition of Legendre'a Theorie des 
Nombres. 

It is unneeessary to give in detail the errata in tbe tables for 
tbe secoiid and tbird millions in Gauss's Werlce. Tbe number of 
primes in eaeh group of 100,000 has been given above, and on 
comparing tbese valnes witb tbose in Gauss, it will be found tliat 
in the second million, only two (viz. 1,200,000—1,300,000 and 
1,400,000—1,500,000) agree. The value for the whole million in 
Gauss is 70,382. 

In the third million tbe Taluos agree in only three groups 
(2,000,000—2,300,000) and the value for the million in Gauss ia 
67,862. 

In le^aid to m\ own ptppi m the British Association Report 
for 1872 the -vdlueE, foi tbe uiuth nulbon were found to be correct, 
but tbeif weie 5 enors m the aetond million. 

I bope to publish a nioie tuU accouni of the enumeration 
giving the Square tables tor eaeh group of 100,000 witb the corre- 
sponding tbeoretical values from Legendre's and Tcbebjcbeff's 
formulae, but tbe enumeration has oecupied so much time and is of 
so troublesome a nature that it seemed desirable to publish the 
general results without furtber delay. 

I have also bad all tbe instances in which there are less than 
four primes in a Century looked out in the tables, and all tbe 
cases noted in which there occur more than 50 consecutive com- 
posite numbers. Ä list of the groups of composite numbers so 
found in the first three millions was exhibited to the London mathe- 
mattcai Society on May 10, 1877. Tbe two most notowortby 
Stretches are a group o£ 111 consecutive composite numbers between 
370,261 and 370,373 and of 113 between 492,113 and 492,227. 
The occurence of these long sets of numbers witbout a prime in 
the first half milbon is remarkable. The longest stretch noted in 
the three millions occurs in the third million and consists of 147 
consecutive composite numbers (2,010,733 — 2,010,881) and tbe next 
longest occurs in the aecond million, where there are two stretcbcs 
eaeh of 131 (1,357,201—1,357,333 and 1,561,919—1,562,051). 
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I may mcntion that in the tables there ia no mark to be seeii 
corresponding to the numbera 2,882,699 and 6,036,637, no doubt 
owing to the type having slipped back. The former of theso nuni- 
bec3 is diyisible by 19, the latter I have foimd to be prime. 

Cambridge, 1877 September 21. 

J. W. L. Glaisher. 



E. Koutny: die Norraalenfläehen der riäehen 2. O. längs ebener 
Schnitte derselben. (Kaiaerl. Alsademie der Wissenschaften in 
Wien. SitzungsbeL-iclite, 75. Band, 1877.) 

Dieser ao wichtigen Gruppe von windschiefen Flächen ward 
bisher eine geringe Beachtung zu Theil und wurden bei ihrer con- 
atructiven Behandlung zumeist Näherungamethoden benutzt, die auf 
Wiasenschaftlichkeit wohl keinen Anspruch erheben konnten. Nur 
der einfachste Specialfall dieser Art, die „Normalenfläche eiaea drei- 
axigen Eliipsoides längs einer zu einem Hauptschnitte parallelen 
Ellipse" wurde bisher untersucht. 

In obiger Abhandlung wird die bezeichnete Flächengruppe in 
gröaster Allgemeinheit behandelt und namentlich dahin gestrebt, dass 
in jedem Falle die wichtigsten Elemente für alle Constructionen an 
diesen Flächen in streng wissenschaftlicher Weise fixirt werden — 
indem vorzugsweise die Berührungs ebenen von mindestens drei be- 
stimmten Punkten (worunter stets der Central- und der unendlich 
ferne Punkt) jeder geraden Erzeugenden festgestellt^ die wichtigeren 
Contouren aufgesucht, insbesondere jedoch einfache Methoden ab- 
geleitet werden, um die Doppellinien dieser Flächen direct und genau 
auszuraitteln. 

Die vollständige Losung des letzteren Problems ist das wich- 
tigste ErgebnisB der vorliegenden Untersuchung. Man wird liiebei 
zugleich unmittelbar zu interessanten Aufgaben der ebenen Geometrie 
geleitet. So iat der geometrische Ort der Schnittpunkte von Normalen- 
paaren einer Curve 2. 0-, die nach einem bestimmten Gesetze ge- 
bildet werden, zu untersuchen und zu verzeichnen. Bei dem all- 
gemeinsten Falle, wo die Leitcurve der Normalenfläche weder ein 
Diametralsehnitt der Leitfläche 2. 0., noch ein Kreissehnitt ist und 
auch auf keiner ihrer Hauptebenen senkrecht steht, gelangt man za 
dem Resultate, dass jede Normale von zwei anderen geschnitten 
wird, deren Fusspunkte in der Leitcurve mit jenem der ersteren 
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Normale verbunden, zwei Tangenten einer fixen Parabel bilden, 
welche die Hanptaxen der Leitcnrve in bestimmten Punkten berührt. 
Wenn wir die Fläche auf die Ebene der Leitcurve projiziren, wodann 
ihre geraden Erzeugenden sich als Normalen der Leitcurve darstellen, 
und aodann die Ourve der Sehnittpuntte der einander nach dem 
ausgesprochenen Gesetne zugewiesenen Normalen construiren, so er- 
giebt dies eine Curve 3. Grades als Projection der Doppellinie 
dieses allgenaeinsten Falles der Normalenfläcbe, zu welcher jede 
zweite Projection nun einfach ermittelt werden kann. Die Doppel- 
linie selbst ist eine Raumcurve 3. Grades, welche die Leitlinie 
stets in zwei (reellen oder imaginären) Punkten schneidet, ausserdem 
aber deren Ebene noch in einem dritten Punkte durchschneidet, 
welcher als Schnittpunkt der zwei in diese Ebene fallenden Erzeu- 
genden sofort erhalten wird. Diese Doppellinie wird von jeder Erzeu- 
genden der windschiefen Fläche doppelt geschnitten und kann somit 
zwei Leitcurven der letzteren ersetzen. 

Es ist eigenth^mlich, dass der besprochene allgemeinst« Fall 
auch der einzige ist, welcher eine Raumcurve als Doppellinie besitzt. 
Uebergeht man zu welch' immer Specialisirung, so zerlailt diese 
Doppellinie sofort in eine Curve 2. 0. und eine Gerade, wobei wieder 
die Ourve 2. 0. in eine Gerade verflachen, die Gerade unendlich ferne 
fallen kann etc. Der genannte Strablenhüsche! 2. 0. zerlegt sich 
hiebei in ähnlicher Weise in 2 Büschel 1. 0-, worunter zumeist 
Parallel - Str ahlenb üschel vorkommen, 

EOr Kreisschnitte der Flächen 2. 0. als Leitcurven der Normalen- 
fiäcben folgt das Resultat, dass die eine Doppellinie sich wieder als 
Kreis auf der Leitlinienebene orthogonal projicirt und die zweite 
eine auf der Kreisebene im Mittelpunkte senkrecht stehende Gerade ist 

In solcher Art werden vorerst die allgemeinen Fälle eingehend 
behandelt und die gewonnenen Resultate für die wichtigeren Speeial- 
fälle umgestaltet. 

Die Ergebnisse der Abhandlung dürften auch geeignet sein, 
eine sichere Basis für weitere dieses Flächengebiet berührende Unter- 
suchungen, wie z. B. über die ebenen Schnitte, Berübrungseurven, 
Beziehungen zur Leitflächo, zu ihren Richtungskegeln oder Bichtungs- 
ebenen etc. abzugeben. 

Graz. E. Koutny. 
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Kurd Lässwita: Atomistik und Kriticismus. Ein Beiti'ag zur er- 
keimtniasthcoretischon Grundlegung der Ptysik. (Braun schweig, 
Friedricli Vieweg & Solm. 1878. S. VIII n. 111 S.) 
Die grosso Bedeutung, welclie die kinetisclie Tlieorie der Gase 
für die Physik gewonnen hat, lässt es wünschenswerth erscheinen, 
den allgemeinen Bedenken gegenüber, denen die atomisti sehen Theo- 
rien zu unterliegen pflegen, die Berechtigung einer kinetischen Ato- 
mistik überhaupt vom erkenntnisstheocetischen Gesichtspunkte aus 
zu untersuchen. Obige Schrift bemüht sich nunmehr, die Grund- 
lagen der theoretischen Physik durch ein Zurückgehen auf die 
Grundlagen des physikalischen Erkennens nach Möglichkeit klar- 
zustellen, indem sie die atomistische Theorie von ihrem gewohnten 
Boden, dem Dogmatismus, ablöst und ihren Wertb an den Prin- 
cipien des Kriticismus prüft. Es ergiebt sieh dabei, dass die Natur 
unserer Sinnlichkeit, insofern sie als subjeetiver Factor unserer Er- 
fahrung die Gestaltung derselben mitbedingt, bei dem Sti-eben nach 
wissenschaftlicher Orientirung in der Welt uns nöthigt, auf die Be- 
wegung undurchdringlicher, starrer, sehr kleiner Blem entartheile 
zurückzugehen, um eine anschauliche und befriedigende Naturerklä 
rung zu erhalten. Die kinetische Atomistik wird dadurch zu einer 
nothwendigen Folge der systematischen Erkenn tnissthätigkeit des 
Menschen, und die vielfach hypothetischen oder wenig bestimmten 
Grundbegriffe der Physik erhalten einen einheitlichen und durch- 
sichtigeren Charakter. ~ Bei der Vertheidigung der kinetischen 
Atomistik gegen etwaige Einwürfe kommen die Vorstellungen Über 
fermmrkenäe Kräfte, die Rincipien der Mechanik, die ^>rionstischen 
Elemente der Physik und insbesondere der Begriff der Elastidtät zu 
einer kritischen Besprechung. — Durch diese Untersuchung hofft 
der Verfasser einen Beitrag zur FestetellmDg und Aufklärung der 
Grenzen zwischen Naturwissenschaft und Philosophie geliefert zu haben, 
welcher vielleicht dahin wirken könnte, die empirischen Eoracher 
einerseits den versöhnenden Bemühungen der Philosophen geneigte 
zu machen, andrerseits diejenigen unter ihnen, welche selbstständig 
über die Grenzprobleme der Naturwissenschaft philosophiren, hin- 
zuweisen auf die drohende Gefahr des Dogmatismus, die einzelne 
Naturforscher bereits überrascht hat. 

Gotha. K. Lasswitz. 
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Hermann Klein: Theorie der Elastioität, jUiustik und Optik. 

Zugleich als Sapplement ku dem Lehvliuch der Physik von Dr. Panl 

Reis. Leipzig 1877. 
Um den Zweck, den ich bei BearbeituEg dieses Buches zu er- 
reichen mich bemüht habe, und die Art der Darstellung der ein- 
zelnen Theorien leicht begreiflich machen zu tonnen, möchte ich 
eine Eintheiliuig der Physiker vorausschicken, wodurch zugleich die 
Arbeiten derselben klasaificirt werden. Während einige Physiker, 
die ich Forscher nennen will, sich zur Aufgabe machen, das Gebiet 
unserer physikalischen Erkenntniss durch neue Experimente oder 
weittragende Hypothesen zu vergrössern, bestreben sieh andere, welche 
ich Lehrer nenne, die von den Forschem gewonnenen Resultate in 
zusammenhängenden Darstellungen weiter zu verbleiten Ah dritte 
Gattung bezeichne ich dann diejenigen, denen es veigormt i^t, nach 
beiden angegebenen Richtungen zu wirken. Dunh die Abta&sung 
des hierdurch angezeigten Buches übernehme ich meinem Berufe 
entsprechend die Verpflichtung eines Lehrers. Nun ist, um meinen 
Standpunkt noch genauer zu bestimmen, nothwendig, anzugeben, 
wer belehrt werden soll. Lehrbücher der Expeiimentilphybik _,iebt 
es genug. In den meisten derselben findet man, wie ith schon an 
einem anderen Ort*) angegeben habe, lange Rechnungen angestellt 
unter ängstlicher Vermeidung des Namens Differential, wahrend viel 
leicht nur wenige Seiten weiter eine Integration auszuführen vei 
langt ist; auch kann man nicht selten die wemg tiostenden em 
leitenden Worte finden: „Man findet mit Hülfe hÖherei Rechnungen — ' 
Das vorliegende Buch soll nun die Theorieh, wie sie in den Oiigmal 
arbeiten vorliegen, mit Benutzung des dabei gebiauchten niathe 
matisebeu Apparates wiedergeben und somit illen Lehrern d i 
Physik einen bequemen Ersatz für die oft schwer zu erlangenden 
Originalarbeiten bieten, sodann besonders den Studireuden aut 
Universiiäten und technischen Hochschulen einen Dienst eiweiseu, 
wenn sie sich mit der theoretischen Behandlung physikalischer Pro- 
bleme bekannt machen und sich zum Studium der von deu Forschern 
gelieferten Arbeiten vorbereiten wollen. 

Die mathematische Behandlung der im Titel bezeichneten Ab- 
schnitte der Physik dient als Erweiterung eines jeden Lehrbuchs der 
Experimentalphysik, kann somit als ein selbstständiges Werk angesehen 

*) Elemente der analytischen Geometrie und höheren. Analyajs mit beson- 
derer Beräcksichtigang physikalischer Anfgahen. Dresdeu 1874. 
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und auch ohne das LehrLurh dei PhA^ik ^uii Di Piul Reis ge- 
braucht werden. Uin abei das Studium der Theorien zu erleichtem 
und den Umfang des Buches moghch^t zu be=!chijuili.en, habe ich 
die einzelnen Erörterungen an das genannte Buch angeschlossen 
und zwar so, dass die Uebei schulten dei emzeluLn Paragraphen bei- 
behalten sind und das dort nui Angtdeutete mithenidtisch ausgeführt 
ist. Durch diese Anordnung i&t es möglich gewoiden, von der An- 
führung aller durch Beobichtung gewcnnenen Thatsachen und der 
experimentellen Bestätigung dei Theoiien »bzusehen Das Lehrbuch 
von P, ßeis habe ich zu Giaiule gelegt, weil dei Verlasser desselben 
überall mathematische Deduction angestrebt und dis Beobacbtungs- 
material mit der gross tmöglichen Vollständigkeit gesammelt hat. 

Historische Bemerkungen und Angaben der Literatur habe ich 
für unnöthig gehalten, weil in dem zu Grunde gelegten Lehrbuch 
die Namen der Gelehrten angeführt sind, welche bei Erforschung 
der behandelten Erscheinungen oder Gesetze eine hervorragende 
Rolle spielen. Die Arbeiten aber, welche bei den einzelnen Ab- 
schnitten, benutzt worden sind, habe ich meistens entweder bei den 
einzelnen Nummern oder im Zusammenhang bei den einzelnen Para- 



Der Inhalt des ganzen Buches enthält dem Titel gemäss drei 
Abtheilungen, 1. Elasticitätslehre S. 1 — 132. 2. Wellenbewegungj 
Akustik S. 133—256. 3. Optik 257—524. 

I. Unter der Ueberschrift: „Die Elasticität und deren Gesetze" 
findet sich auf S. 1 — 27 die Aufstellung der allgemeinen Gleieh- 
ge Wichtsgleichungen mit Einführung der Elasticitätskräfte. Statt 
der Kräfte werden dann die Verschiebungen, eingesetzt und damit 
die Gleichgewichtsbedinguugen transformirt und mit Hülfe derselben 
erörtert: die Stellungsfläehe, das Elasticitäts- und Spannungs- 
■ Hauptspannungen, die Elasticitätsfläche, die Haupt- 
igen und das Verschiebungs- oder DeformationselKpsoid. 

. 28 — 29 enthält die Paragraphen mit folgenden üeberschriften : 
und Druckelasticität, Biegungselastieitäfc, Torsionselasticität, 
Bruchfestigkeit, Druckfestigkeit, Zusammengesetzte 
Festigkeit, Schubfestigkeit, Torsionsfestigkeit. Dabei sind die be- 
treffenden Durchbiegungen für verschiedene Belastungs- und Be- 
festigongsarten, Maximalbelastung berechnet und die Formen der 
Körper von gleichem Widerstand für die verschiedenen Befestigungs- 
arten angegeben. Eine besondere Betrachtung ist dem Draht, Schacht- 
gestängen, Kettenbrücken und Telegraphendrähten gewidmet. Seite 



y Google 



H, Kle,«. 101 

70—132 enthält einen Anhang (ich hahe diesen Abschnitt Anhang 
genannt, , weil er sich keinem Paragraphen des zu Grande gelegten 
Lehrbuches anschliessen ISsst), in dem nach der eleganten Darstel- 
lung von Clebseh Folgendes behandelt wird. Anwendung der all- 
gemeinen Formeln der Elastieität auf gerade stabförraige und auf 
plattenförmige Körper. In beiden Abtheilungen sind einmal die 
Verschiebungen in den Elementen so klein genommen, dass auch 
die des Ganzen klein bleiben und dann so, dass die Verschiebungen 
des Ganzen nicht mehr klein bleiben. In diesem Anhang werden 
die allgemeinen Gleichungen gewonnen, die im zweiten Theil bei 
den Schwingungen discuiirfc werden. 

In den beiden folgenden Theilen sind die in jedem Lehrbuch 
angegebenen Experimentaluntersuchungen einer theoretischen Be- 
trachtung unterworfen. Besonders hervorheben will ich noch Fol- 
gendes. 

IL Die Ausbreitung der Wellen ist nach Ricmann's Darstel- 
lung gegeben und dabei nach Helmholtz das Gesehwindigkeits- 
potential eingeführt worden mit der Untersuchung der Bedingungen, 
unter denen überhaupt' eine derartige Funktion existirt. Bei den 
Transversalsehwingungen gehe ich aus von den allgemeinen Diffe- 
rentialgleichungen von Clebseh und gebe dann noch in besonderen 
Nummern die gewöhnliche Theorie, Ebenso ist die Schwingung 
von Platten und Membranen behandelt, wobei denn zum Schluss 
die Schwingungen rechteckfÖnniger Luftplatten von Kundt Berück- 
sichtigung finden. Bei den Klängen der Saiten sind die Theorien 
von Helmholtz in den Beilagen zu den Tonempfindungen weiter 
ausgeführt und die Schwingungsformen bestimmt worden. Die 
Theorie der Longitudinalschwingungen ist nach Helmholtz mit 
Hülfe des Geschwindigkeitspotentials gegeben und dann in die Ge- 
setze die reducicte Länge der Orgelpfeifen eingeführt worden. 

HI. Unter der üeberschrift : „Begriff und Wesen des Lichtes" 
habe ich aufgenommen die Differentialgleichungen der Schwingungen 
des Aethers und deren Integration. Ebene Wellen, Schwingungen 
in symmetrischen Mitteln. Ausführlich sind die Lehren der Katoptrik 
und Dioptrik behandelt. Bei der Betrachtung der Systeme von Kugel- 
ßächen sind alle Cardinalpunkte bestimmt und darnach in einer 
Nummer sechs vortheilhafte Constructionen zui Auffindung des Bil- 
des für gegebenen Gegenstand und Ge ^en Stands w eite zusammen- 
gestellt. Die allgemeine analytische Bedingung für die Lage der 
Brennpunkte ist benutzt zur Bestimmung emes reinen Sonnenspec- 
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trums. Seite 326 — B35 enthalt die Erklärung der Dispersion von 
Cauehy und die Betrachtungen über diese von Briot, dessen Tlieorie 
aber auch nicht genügt. Dabei habe ich aufgenommen die Resultate 
der mühsamen Rechnungen von Ketteier und dessen Construction 
der Dispersions cur ven. Hieran anknüpfend finden sich S. 364—401 
die Theorien von Sellmeier, 0, Meyer, Helmholtz und Ketteier 
von der anomalen Dispersion. Die Beugung S. 415—437 ist nach 
den Theorien von Schwerd und Fresnel behandelt. Die Reflexions- 
theorie an einfach brechenden Mitteln ist ausführlich behandelt 
und in einem Anhang S. 475 — 483 findet sich die Ableitung der 
Oauchy'schen Formeln von Eieenlohr. Die Erscheinung an dünnen 
Krystallblättchen bei convergirendem Lichte und die bei Circular- 
polarisatiou ist soweit durchgeführt, dass die Curven der hellen und 
dunklen Linien analytisch entwickelt sind. Die Behandlung der 
Doppelbrechung findet ihren Ausgang in den allgemeinen Gieichungen 
der Aeth er Schwingungen und ist selbstverständlich weiter ausgeführt 
als es im Lehrbuch angegeben ist. 

Dresden. H. Klein. 



Böthig, der Malus'sehe Satz iind die Gleichungen der dadurch 
deflnirten Flächen. Journal fitr i-eine und angewandte Mathe- 
matik. Band 84. S. 231—237. Berlin bei Eeimer. 
Die Arbeit ist eine Folgerung aus den in dem Werke: „Rüthig, 
die Probleme der Reflexion und Brechung, Leipzig 1876 bei Teubner" 
gegebenen Resultaten. Sie zeigt die Existenz der Flächen, zu welchen 
sämmtliche von einem festen Punkte ausgehende und nach beliebig 
vielen Brechungen oder ileflesionen an beliebigen Flächen im letzten 
Mittel verlaufende Strahlen Normalen sind dadurch, dass sie zu- 
gleich die üieichnngen dieser Flächen angiebt. Es werden nämlich 
die rechtwinkhgen Coordinaten eines Punktes der Fläche als Func- 
tionen dreier Variabehi «, ß, y dargestellt, zwischen denen die 
Gleichung 

a' + ß' + r'-l 
besteht. 

Berlin. 0. Röthig. 
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F. Eeuleaux: lieber einige Eigenschaften der Regeis ohraiibe. 

(Verh. des Vereins zur Befördeviuig deä Gewerhfleisscs, 1878, I. Heft, 

mit 2 Tafeln}. 
Die von einer Geraden beschriebene gemeine Schraubenfläcbe 
wird hinaichtlicli wichtiger Eigenschafton der Behandlung unterworfen. 
Der Verfasser definirt und unterscheidet zunächst vier Klassen von 
Regelschrauben : 

„:; ,. ,..,,[ reehtwinklise Eeaelschraabe , 

2) die gesehrankte) 

/ , ,..,.! schiefwinklige Regelschraube, 

4) d e geschränkte) 

nl le jicht jede einaeln. Es wird nachgewiesen, dass die er- 
zeUj,ende (xerade einen mit der Schraube conasialen Normalcylinder 
m e fa 1 sten Falle in zwei Körper (Schraube und Mutter) zerlegt, 
n 1 lasB 1 e e Körper sich speciflsch nicht von einander unterscheiden. 
Be In hiefwinkligen Schrauben entstehen statt zweier unendlich 
V ele e mnder wie Schraube und Mutter, Jedes das nächstvorige 
ums hl essen le Gebilde, welche sämnitlich von einer einzigen und 
zwar stetigen Fläche begrenzt werden. Als charakteristisch stellt 
sich dabei das die Achse zunächst umgebende Schraub engebilde 
heraus; der Verfasser nennt es die Kernschraube. Er hat Modelle 
in Gyps hergestellt, mittelst eines feinen Drahtseilcheng auf der 
Leitspindeldrehbank geschnitten, welche für die Zwecke des 
Unterrichtes eine unmittelbare Anschauung der gleichzeitig ent- 
stehenden Gebilde geben. 

In § 4 erfährt besondere Beachtung die abwickelbare Regel- 
schraub enfläehe. Sie ist bekanntlich die Fläche derjenigen „ge-, 
schränkten" Regelschraube, bei welcher der Steigungswinkel an dem 
von den Erzeugenden berührten Cylinder (dem „Kehloylinder") gleich 
ist dem Winkel, welchen die Erzeugende mit einer zur Schrauben- 
achse normalen Ebene einschliesst, dieser Winkel wird hier der Anlage- 
winkel genannt,*) Es wird nachgewiesen, dass mit der in die Ebene 
abgewickelten ümfläche dieser Schraube, welche Fläche eine zwei- 
blättrige ist, sich Regelschrauben von verschiedener Steigung und 
verschiedenem Kehlhalbmesser bewickeln lassen, dass jedoch der 
Anlagewinkel für die Fälle, in welchen dieses möglich ist, zwischen 
+ 45° eingeschlossen liegt. Im Grenzfall hat der Kehlcylinder die 
Hälfte des Kehlkreishalbmessera der planliegenden Fläche zum Halb- 

F.R. 



xiaiite aes JveniKreisnaiomessera aer piannegenaen riacne zum 
*) In Formel (17) der AMandluag steht irrigerweise cotga statt tg«. 



y Google 



104 F. REUr,E,VUS. 

messer. Durch Modelle, an welchen die Mantelflächen durch ganz 
dünne Messinghlechhlätter veranachaulicht werden, hat der Verfasser 
diese Untersuchung für den Unterricht vorführbar gemacht. 

Nachdem in § 5 gezeigt wordeu, welche Anwendungen die ge- 
wonnenen Sätze auf die in der mechanischen Technik üblichen Schrauben 
finden, wendet sich die Abhandlung in § 6 zur näheren Betrachtung 
der Haupt- oder Meridianschnitte der verschiedenen Regelschrauben. 
Ee wird gezeigt, dass die allgemeine Gleichung der Hauptsehnitteurve 
sich in die einer gleichseitigen Hyperbel und die einer Curve zer- 
legen lässt, welche der Quadratrix des Dinostrates ähnelt, weshalb 
der Verfasser vorschlägt, diese zweit« Curve als dinostratische 
Schrauben eurre zu bezeichnen. Vorher hat er nämlich darauf hin- 
gewiesen, dass die Quadratrix des Dinostratos mit ihren aufeinander- 
folgenden Aesten als der Haupteclmitt einer Sehraube angesehen 
werden kann. Die Verzeichnung der Hauptsehnitteurve der Regel- 
schraube wird hierauf so vorgenommen, dass deren Coordinaten aus 
denen der Hyperbel und der „dinostratisehenSchraubencurve"zu8aiiimen- 
^esetzt werden. 

In einem siebenten § werden nunmehr die Normalsehnitte der 
Regelschraube näher betrachtet, wobei der Verfasser auf die be- 
kannten Sätze eingeht, wonach die Normalschnittcurven der Regel- 
schraube allgemeine Evolventen sind. Er weist darauf hin, dass die 
archimedische Spirale (die Normal schnittcurve der „axialen schief- 
winkligen" Regelschraube) zu diesen Curven gehört, nämlich die 
um den Grundkreishalbmesser verlängerte Evolvente ist. Hierbei 
wird sodann ein directes Verzeichnungs verfahren, welches wohl neu 
ist, angegeben, nach welchem eine Schaar verlängerter und ver- 
kürzter Evolventen mit Leichtigkeit und sehr Übersichtlich auf- 
getragen werden kann. 

Indem alsdann darauf hingewiesen wird, dass ein ähnliches 
Verfahren sich auf die cyklischen Curven aller Art anwenden lassen 
würde, wird gefunden, dass dasselbe wesentlich noch bei den Ortho- 
cykloiden — so möchte der Verfasser die bei Rollung des Kreises 
auf der Geraden beschriebenen Cyldoiden der Deutlichkeit halber 
genannt wissen — praktische Dienste leisten kann. Dies wird weiter 
verfolgt, auch später hervorgehoben, wie das in Rede stehende Ver- 
fahren geeignet sei, das einfach Arithmetische in der Portsehre itung 
der betreffenden Curven in die Erscheinung treten zu lassen. 

Im achten und letzten § werden die Parallelprojectionen der 
Schraubenhnie besprochen, wobei folgender Satz entwickelt wird: Die 
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rechtwinklige Parallelprojection der gemeinen Schrauben- 
linie ist gleich derjenigen einer allgemeinen Ortho- 
cykloide, welche in der Ebene eines Normalschnittea des 
Schraubeneylinders liegt, und deren Grundlinie der Pro- 
jection der Achse des Schraubeneylinders parallel iat. 

Hieran schliesst sich eine Betrachtung, wonach man diese Pro- 
Jection auch als den Rollzug einer auf einer Geraden unter besondern 
Voraussetzungen rollenden Elhpse ansehen liann, sie denniach auch 
als eine allgemeine elliptieehe Orthocykloide auffassen könne. 
Hieraus wird denn ein Verfahren abgeleitet, die genannte Projection 
der Schraubenlinie unmittelbar, A. h. ohne Zuziehung einer Hülfs- 
construction, zu verzeichnen. Die Sinoide, bekannt als die „Gefährtin 
der Cykloide", stellt sich hierbei als besonderer Fall der elliptischen 
Orthocykloide heraus. 

Berlin, Februar 1878. F. Reuleaux. 



Bud. Wolf. Geschichte der Astronomie. (Bd. ifi. der Geschichte 
der WissPiisdiattin m Dontschlaiid , herausg. durch die histor. 
Commia^on dei k I a> Äkad.) 

— Astronomische Mittheilungen Nr. 44 nnd 45. (Vierteljahrssolii-ift 

der nat. bes. m Zürich. Jahrgang 1877.) 

— Memoire sur la pöriode eomnmne ä la frequence des taches 

solaires et ä la Variation de la döclinaison magnetique. 

(Memoii-s of the Koj. Astcon. Society. Vol. 43; 1875—77.) 
Was zunächst die „Geschichte der Astronomie" anbelangt, so 
hoffe ich, wie ich es bereits in dem Vorworte zu derselben aussprach, 
darin einen gewissen Fortschritt gegenüber den bis dahin vorhandenen 
Geschichta werken über diese Wissenschaft erreicht zu liaben, und 
zwar einen gedoppelten: Einerseits suchte ich meiner Geschichte 
eine Gliederung zu geben, welche alle Gebiete und Richtungen 
möglichst gleichmässig und übersichtlich zu behandeln erlaubte, 
während bis daliin die messende und rechnende oder die sogenannte 
praktische Astronomie, obschon sie gewissermassen dem Herz der 
Wissenschaft entspricht, fast ganz vernachlässigt wurde, und auch 
die literarische Thätigkeit nur beiläufig Erwähnung fand, — und 
andererseits versuchte ich eine Geschichte zu schreiben, welche 
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für jeden Gebildeten zugänglich und geniessbar, und doch auch im 
Stande sein sollte den Fachmann zu befriedigen, imd glaube diess 
dadurch erreicht zu haben, dass ich den gelehrten Apparat, der 
Eit>t€in ei t>chiei.ken mub^te und für Letztem dagegen zum Werth- 
ToUsten gehört t ist ausachliesslich den Noten zuwies. — In wie 
weit mir ein &oluher gedoppelter Fortschritt wirklich gelungen iat, 
mua« iLh Andern zu beuitheilen und namentlich dem Erfolge zu 
entscheiden überlassen; dagegen glaube ich hier den meiner Ge- 
achichte zu Grunde liegenden Plan noch etwas genauer darlegen zu 
sollen: Dasa ich das Ganze in drei Bücher eiatheilte, von welchen 
das erste „die Astronomie der ältesten Völker" bis auf Regiomontan, 
das zweite „die Reformation der Sternkunde" durch Copemicus 
ubd voraus durch Kepler, und das dritte „die neuere Astronomie" 
von Newton bis auf die neueste Zeit umfasst, ist fast selbatverständlieh 
und nichts Neues. Dagegen ist mir eigenthümlieb, dass ich jedes 
dieser Bücher gleichm'assig in vier Unter-Abschnitte oder Capitel 
theilte: Je das erste Capitel führt in chronologischer Ordnung die 
allgemeinen Fortschritte der Astronomie während dem zugehörigen 
Zeitabschnitte auf, dabei allerdings zunächst die systematiaehe, in 
der sogenannten Mechanik des Himmels gipfelnde Astronomie ins 
Auge fassend, aber doch auch die grössern Portschritte auf allen 
übrigen Gebieten kurz berührend, so dass die drei Capitel 1, 5 und 9 
schon für sich allein eine ziemlich vollständige Geschichte der 
Astronomie bilden, und zur Noth mit üeb erschlagen der zwiscjien- 
Hegeuden Capitel gelesen werden können. Je das zweite Capitel 
bespricht speciell die Fortschritte der Rechnungsinethoden, der in- 
strumentalen Hulfsmittel, der Beobachtungsmethodeu, und der aus 
unmittelbaier Messung und Rechnung hervorgehenden Resultate, Es 
bilden somit die diei Capitel 2, 6 und 10, wenn auch in jedem der- 
selben die chionologiaehe Ordnung gegenüber der Eintheilung in 
Matenen etwas zuiucktritt, doch für sich eine Geschichte der prak- 
tischen Astronomie Je das dritte Capitel ist den Portschritten 
der beschreibenden Astronomie gewidmet, je der Reihe nach Sonne, 
Mond, Planeten, Kometen, Meteore und Fixsterne ina Auge fassend, 
und es bilden so die Kapitel 3, 7 und 11 für sich eine Geschichte 
der sogenannten Topographie des Himmels. Je das vierte Kapitel 
endlich berichtet Über die literarische Thätigkeit in dem betreffenden 
Zeitabschnitte, und es bilden so die Kapitel 4, 8 und 12 für sich 
eine etwelche Geschichte der astronomischen Literatur. — Auf den 
eigentlichen Detail kann ich natürlich hier nicht eintreten, — ich 
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muss mich darauf beschränkea aufmerksam zu machen, dass meine 
Geschichte an historisch- literarischen und biographischen Notizen 
"ausserordentlich reich ist, und so mit Hülfe des sorgfältigea Re- 
gisters vielfach auch als Nachschlagebuch benutzt werden kann, — 
und zum Schlüsse darauf hinzuweisen, dass, namentlich in der Ge- 
schichte der praktischen Astronomie, einzelne Partien in meiner 
Geschichte zum ersten Male eine etwas genauere historische Be- 
handlung erhalten haben, so z. B. das numerische Rechnen (§§ 33, 
109, 193), die Trigonometrie und die Logarithmen (§§ 36, 110—111, 
194), die Kreistheilung (§§ 34, 115, 196-198), das Fernrohr (§§ 97, 
113—114, 204—205), der Theodolit und Meridiankreis (§§ 39, 116, 
200—201), die Uhr (§§ 40—42, llf, 210), die Parallaxenbeatimmung 
(§§52, 126, 161 — 162, 186, 229-232), die Kassler-Schule (§§ 86—88, 
122), — sodann auch die Sonnenflecken (127-128, 188, 233-236), 
die alten Planeten (55, 130—132, 238) etc. 

Die „astronomischen Mittheilungen" betreffend kann ich ganz 
kurz sein: Die kürzlich erschienene Nr. 44 giebt zuiüchst im Detail 
eine von mir gemachte neue Polhöhenbestimmung, und es mag hier 
genügen auf das Resume der angewandten Beobachtungs- und Äus- 
gleichungB-Metiiode hinzuweisen, welches ich in den astronomischen 
Nachrichten (Nr. 2165) gegeben habe; sonst enthält sie noch einige 
Notizen über die 1872 von Oppolzer, Plaiitamour und mir gemachte 
Längenbestimnmng, für welche auf die von Plantamour redigirte 
Schrift: „Determination telegraphique de la difference de longitude 
entre l'Observafoire de Zürich et les stations astronomiques du 
Pfänder et du Gäbris. Geneve 1877 in 4" verwiesen werden muss, — 
ferner eine kurze Andeutung Über die nach einer neuen Methode be- 
stimmten Elemente des Doppelstemsystemea | üi^ae majoris, — 
endlich eine Portsetzung des räsonuirenden Verzeichnisses der Samm- 
lungen der Z ürch er- Sternwarte , aus weichen die Beschreibung des 
abgekürzten Horner'schen Rechenstabes hervorgehoben werden dürfte. 
Die eben im Drucke befindliche Nr. 45 wird die auf Seite 182 meiner 
„Geschichte der Astronomie" versprochenen Auszüge aus Kassler- 
Manuscripten, und eine weitere Fortsetzmig des eben erwähnten 
Verzeichnisses bringen, in der die Detailbeschreibung eines in Zürich 
gegen Ende des 17. Jahrhunderts construirten eigenthümlichen Sonnen- 
Sextanten allgemeineres Interesse in Anspruch nehmen kann. 

Das'von der Roy. Astronom. Society herausgegebene „Memoire" 
endlich enthält gegenüber dem von mir in Nr. 42 und 43 meiner Mit- 
theilungen gegebenen und in einem frühem Referate besprochenen nichts 



y Google 



] 08 R. Wolf. — C. Neumann. 

wesentlich Neues, als eine übersichtliche Zusammenstellung der Sonaen- 
fleckenliteratur. Es ist auf Aufforderung der englischen Gesellschaft ent- 
standen und nach ihrem Wunsche in französischer Sprache abgefasst 
worden, um die Reproduction eines Yon mir für die Eensington- 
Aus Stellung gemachten und dann jener Gesellschaft geschenkten 
Diagrammea als erläuteruder Text zu begleiten, und den englischen 
Astronomen, welche sich für meine Arbeiten interessiren, aber nicht 
deutsch lesen, eine kurze Uebecsicht der von mir erhaltenen Haupt- 
Resultate zu geben. 

Zürich. R. Wolf. 



C, Neumann: Untersuchungen über das Logarithmische und 
Newton'sche Potential. (Leipzig, im Verlag von B. O, Tonliner, 
1877.) 
Alles was über die Theorie der partiellen Differentialgleichung 

heutzutage voihegt, steht m entern Zusammenhang mit gewissejt all- 
gemeinen üutei suchungen ubei fnavitation, lülektricität und Magne- 
tismus; basirt ilso auf der Beti i(.htung einer Materie, welche beliebig 
im Räume veitheilt werden kann, und welche, was ihre einzelnen 
Theilchen betrifft, dem Newton'schen Gesetz: J^-, oder (was das- 
selbe) dem Neioton'schen Potential*): 
(2) ^ ^ Ä 

sich subordinirt. 

In ganz analoger Weise wird offenbar die Theorie der partiellen 
Differentialgleichung 

(3) -0^ + ^^ = ^(^' y) 

in Zusammenhang gebracht werden können mit der Theorie einer 
gewissen flngirten Materie, welche beliebig in der Ebene sich aus- 
breiten lässt, und deren einzelne Theilchen nach dem Gesetz: -~-, 
d. i. nach Maassgabe des Logarithmiscken Potentials**)'- 

*} Der 7ert'. des vorliegenden Werkes neont dm dem Newton'schen Gesetz 
entep rechen de Potential kurzweg das Newton'sehe Potential. 

**) Die Potentiale (ä) und (4) sind in ganz analoger Weise gebildet. Be- 
zeichnet man «ämLich die repulsive Kraft zwischen zwei Masse ntheilclien m 
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(4) m^log — 

auf eiaander -wirben. 

Diesen beiden Theorien , welche man kurzweg die des Newton'- 
schen und die des LogarUhmischen Potentiak nennen kauu, ist das 
vorliegende Werk gewidmet. Dasselbe hat im Ganzen eine drei- 
fache Tendenz, nämlich erstens eine strengere Begründung einzelner 
Theile aus der Theorie des Newton'schen Potentials, zweitens eine 
weitere Ausdehnung und Vervollständigung dieser Theorie, endlich 
drittens eine möglichst analoge Entwickelung der Theorie des Loga- 
rithmischen Potentials. 

Man würde sehr irren, wenn man glauben wollte, dass diese 
beiden Theorien in aller Strenge einander analog seien, dass etwa 
jeder Satz der einen unmittelbar auf die andere ^icb übertragen lasse. 
Bezeichnet s. B., um au einen bekannten Satz aus der Theorie des 
Newton'schen Potentials zu erinnern, ff eine gegebene geschlossene 
Fläche, tmd V das Newton'scke VotenUal irgmd welcher unbekann- 
ten innerhalb ö gelegenen Massen, so wird dieses Fotential für alle 
Funkle ausserhalb c eindeutig bestimmt sdn, sobald nur seine 
Werthe auf selber gegeben sind. Versucht man aber zu diesem Satz 
den analogen Satz der Ebene, d, i. des Logarith mischen Potentials zu 



und (t mit B, und das Potential dor lieiden Theilchen auf einander mit V, 



en Theorie: 


in der andern 


W 


^ = ^. 


(ilog-i, 


F='5f, 


im anderen Falle: 





B = 



dV_ 
' dB ' 
L bemerkt, daea der Verf. auf die Wichtigkeit der Theorie des 
Logaritb mischen Potentials bereits im Jahre 1861. bingewieaeB hat, in seiner 
Abhandlung im Borchardt'schen Journal, Bd. 59, Seite 335. In der That dürfte 
dieser Theorie unter den verschiede neu mathematischen Disciplineu eine her- 
ragende Stelle einzuräumen sein, theils in Folge ihrer Beziehung aur allgemeinen 
FwKctionentheoHe , namentlich zum Dirichlet'schen Frincip und zur Tlieorie 
der eonformen Abbildung, theib in Folge ihrer Beziehung zu gewissen hydro- 
dynamischen Problemen (Bewegung des Wassers in einer ßöhre von gegebenem 
Querschnitt), theils in Folge ihrer Beziehung zu bekannten elektrodynamischen 
P»y»&Z«»en. (Durchgang des elektrischen Stromes durch eine dünne Metallplatte 
von beliebiger B'orm), theils endlich in Folge von mancherlei Anregungen, die 
in ihr für die Weiterentwicklung der Theorie des Newton'schen Poteniidl ent- 
halten sind. 
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finden, so wird man auf nicht unerhebliche Schwierigkeiten stössen, 
— ja in Zweifel gerathen, ob ein solcher überhaupt existire,*) 

Hieraus geht hervor, dass die in Rede stehenden beiden Theorien 
nicht überall parallel laufen, sondern mancherlei Discrepanzen dar- 
bieten. Und gerade diese Discrepanzen sind es, welche den Verf. 
veranlasst haben, der so wichtigen Theorie des Logarith mischen Po- 
tentials eine besondere Sorgfalt zuzuwenden. 

Bei der weiteren Besprechung des vorliegenden Werkes werden 
wir Gebrauch machen von den dort angewandten Collectivbezeich- 
iiungen h und T. 



In der Ehene, d. h. in der 
Theorie des Logarithmischen Poten- 
tials mögen nämlich h und T die 
Bedeutung haben: 



andererseits mögen im Batime, d. h. 
in der Theorie des Newton' schon 
Potentials h und T folgende Be- 
deutungen haben: 



Alsdann wird in der einen wie in der andern Theorie die Kraß, 
mit welcher zwei M as s en t heil che n m und ft. auf einander wirken, gleich 
— ^^ und ihr Fotmtial gleich rnjiT sein. 



*) So ist z. B. der Satz falsch für e 
Denkt man eich nUmhch innerlialli eioes solche 
in beliebiger Weise veirtheilt, und ausserdem in 
punkt von der Gröeae m, so werden die resp 



ne Kteislioie e vom Radius Eins. 
iKreieea a irgend welche MasseuM 
Centrum des Kreises einen Massen- 
. von M und von Jf , m auf einen 



äifSSeifi Punkt a ausgeabten Potentiale F^ und W^ in der Beziehung stehen: 



F„.+ mlog^ 



- Tr„, 



wo r den Abstand des Punktes a von m beaeiclinet. Lässt man nun den äuEBern 
Punkt a nach irgend einer Stelle s der gegebenen Kreisperiphecie ir hincüeken, 
und beachtet man, dass der Radius dieser Peripherie gleich Ems ist, so geht 
die vorstehende Beziehung aber in F, + m log (1) ^ W^, d. i. in : 
F,^ TF,. 

Diese Potentiale F und W haben also auf a einerlei Werthe; auch rühren sie 
beide von Massen her, die innerhalb o hegen, und dennoch findet zwischen 
ihren Werthen für einen äussej'en Punkt a eine grobse YeraohiBdenheit statt. — 
Kurz, diese Potentiale F und W zeigen deutlich, dass der in Rede stehende 
Satz für eine Kreislinie vom Radius Eins wtiichttg ist 

Im weitem Verlauf des Werkes zeigt der Veit (vgl in diesem Referat den 
SchluBS des dritten Capitels), dass diete' Beiajiiel einer Kieislinie vom Radius Eins 
als ein ganz singuiärer Fall anzusehen ist, und dasa dei m Rede stehende Satz, 
obwohl in diesem singulären Fall ungültig im Allgemeinen dennoch besteht. 
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Erstes Capitel. 
Ällgememc Theorie des Potentials, 

Die 30 ersten Seiten dieses Capitels enthalten eine kurze (meisteii- 
theils nur historisch gehaltene) Recapitulation der von Laplace, Green 
und Gauss in der Theorie des Newton'schen Potentials aufgestellten 
Sätze, unter Beifügung der analogen Sätze aus der Theorie des Loga- 
rith mischen Potentials. 

Wichtiger sind die Untersuchungen des Verf. über die extremen 
Werthe des Potentials innerhalb eines gegebenen massenleeren Ge- 
bietes, ferner über diejenigen Angaben, welche erforderlich sind, 
um das Potential innerhalb eines solchen Gebietes ündeuHg zu 
bestimmen. Um näher hierauf eingehen zu können, zerlegen wir 
die unendliche Ebene durch eine ge- \ den unendlichen Eaum durch eine 
scMossene Cwrve 3 in einen äussern li ö'escftZossewe.HA'cAe iJ in einen äusseren 
Theil 91 und einen innem Theil % || Theil 3( und einen innem Theil 3 , 
und bezeichnen die zu -Jl (excl. e) gehörigen Punkte mit a oder ß, 
ferner die zu 3 (excl. 6) gehörigen mit i oder j, endlich die auf a 
gelegenen mit s oder fl. Ausserdem bezeichnen wir die Werthe, 
welche eine Function "t" in diesen Punkten a, a, s, fl, i, j besitzt, 
resp. mit 0o, «^o, 0s, <t>a, 0*, 0;. Solches festgesetzt, wollen wir 
nun die vom Verf. für die Gebiete 2t und 3 aufgestellten Theoreme 
in möglichster Kürze und ohne weitere Begründung anzugeben 
suchen.*) 

AU diese Tl noreiue sind von ^ert bPieits im Jihre !S70 (wpin a ich 
in etwas anderer Form; pubhcirt worden m den M^th 4.nnali.Q Bi Ilt Veigl 
daselbst uamentln,li Se te ,H> — 344 und 4^0—4^4 Uebngens witd der sach 
kundige Leter (aucli ohne weiteie Angabe) sofort erkennen wie viel von diesen 
Theoiemen dem Veif zuzuBobreiben und wie viel davon schon fruhei gefunden 
ist 8o B B findet man in Gauss allgomeinBn Leiibilzen Art 2b eine Stelle 
welche, übertragen in die kier angewandte Beze;ehn ingaweise folgen dermasscn 
lautet 

Ti ena von Massen, dte sich blos innerhalb des endhehen Baiiimei 3, oder 

auch gan> odet thetlv-eise nach der Stettgleti vertheilt auf dessen OberfläiAe a 

befinden das Potcnftal m allen Funlien non a etnen comtanten Werfh ^ 

hat «u wird das Potential in etnem Punkte a des äubsetn wnendlichen Saumes 91 

etstlich wenn C=-0 ist gleicIifaUs = , 

zweitens, mewn C nteht ^u ut, Heiner ah L und mit demsdben 
Ze/chen me C behaftet sein 
Man sieht dass diese Gauss scheu Sitze apecielle Fille sm l ^ on dem 
rheoicm A des Verf (Seite 112 dieses Referates) 
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Theoreme, welche das Gebiet Sl betreffen. 
Sülfssatz. — Bezeichnet V das Potential irgend welcher theils 
auf, theils innerhali ß c 



K ! 



V^ =0 oder ^ + 00, 
je nacMem die Summe der das Po- 
teiMal ergeugenden Massen NuR oder 
von HuU verschieden ist. 
Hier bezeichnet V^ den Wertli des Poteiiiiales V für einen unendlich 
weib entfernten Punkt. 

Theorem Ä. — Ist V das Potential irgend welcher auf oder 
innerhalb a ausgebreiteter Massen, so werden die beiden Extreme 
der Werthe Va, V, (d. h. der kleinste und grSsste dieser Wertlie) 
unter allen Umständen entweder auf 0, oder im Unendlichen, oder 
theils auf 0, theils im Unendlichen anzutreffen sem.*) Ist z. B. V 
auf ff constant, = C, befinden sich mithin auf ff und im Unendlichen 
im Ganzen nur swei Werthe, nämlich C und V^, so müssen jene 



*) Der Leser wird gebeten, genau auf den Worflaut des Theorems eu 
achten. Dasselbe sagt uärolich aus, dass die beiden Extreme mit voller Sicher- 
heit an den genannten Orten anzutreffen sind, Iä$St aber völlig dahingestellt, ob 
jene Extreme nicht vielleioiit gleichzeitig noch an irgend welchen andern 
Orten anzutreffen seien. — Uebrigens ist zu bemerken, dass der Verf. in seinem 
Werke das Theorem mit grösserer Vollständigkeit hinstellt. Er sagt nämlich 
daselbst : 

Ist V das Fotenticü irgend welcher Massen, die thdh auf theils inner- 
kalb a vertheiU sind, so müssen, was die beiden Extreme K, 6 der Werthe 
Fj,, Fj hetriift, m>a Fülle v/ntersckieden werden. 

■ Erster Fall; V ist im Gebiete 91 nicht überall =0, Alsdann können 
jene extremen Werthe K, G nur (mf a wad im Unendlichen sich vm-finden; 
SO' dass also für jeden endlichen FunU a die Formel gut; 

m i<F,<e 

dte Zetchen jenommen in sensu rjgoro'' 

Zwettei Fall l ist m % ubeidll =^ i ihimtmu! de Fo ■» el I) 
nicht mdtr gulttg ««« indem die ditrc) '■le behaujtetcn Unterschte h de U 
gemeinen Gleichheit (d h dem allgemeinen Nillsem) PZ«f* machen so djis 
also an Stelle jener iormel folgende zv, •setzen ist 
(II) K= r^ = G = 

Dabei ist z i erinnern das« w e schon oben bemerkt unter den a ht 
Punkte des Gebietps "I eiecl tsiö'' z i verstehen tind 

Ii ahnhühei Voll tdndigke t hat der \ trf lu seinem "W eil 1 ii-h d l 
weiter folgenden Tbeoierae ■wigegel en Bei dem gesfenwiirhgen Reteiat abei 
schien es angemessen von einer solchen Vollstii d gkeit zu Gimsteu der grosse 
ren Kuize und besseren Uet ereichtlichkeit zu abetrahiren 
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Extreme durch C and F« dargestellt sein. Mit andern Worten: 
Es müssen in diesem Falle sammtlicbe ¥„ itrer Grösse nach zwischen 
G und V^ liegen. 

Theorem A'. — Ist V das Potential irgend welcher auf Oder 
innerhalb 6 ausgebreitder Massen, und ist die Summe dieser das Po- 
tential erzeugenden Massen Null, so werden die beiden Extreme der 
Werthe F«, F, noihwendig auf ö annutre/fen sein.'*) Ist z. B. F auf 
ff constaiit, = C, befindet sich mithin auf fl im Ganzen nur der eine 
Werth C, so müssen beide Extreme durch C dargestellt sein. D. h. 
sänimtliche F„ Fb, sowie auch das (zu den Fa gehörige) F„, müssen 
in diesem Fall zwischen C und C liegen, also mit C identisch sein. 
Aus der so erhaltenen Formel 

folgt aber mit Ilücksicht auf den voi"hergeh(;nden Hülfssatz sofort: 

F, =- F„ = = C. 
Tritt also zu den Bedingimgen des Theorems A'. noch die hinzu, 
dass F auf e constant sein soll, so werden die Werthe V^, V^ 
sämmtlich = sein. 

Theorem A"^''. ~ Ist V das Potential irgendwelcher auf oder 
innerhalb a ausgebreiteter Massen, ist femer die Summe dieser 
Massen gegeben, = M, und sollen die F, von irgend welchen auf 
6 vorgeschriebenen Werthen f, wwr durch eine unbestimmte addi- 
tive Constante sich unterscheiden; so werden hierdwdi sammtliche Va 
eindeutig bestimmt s^n, desgleichen auch der Werth jener Constmten. 
Ist also z. B. die Summe jener Massen gegeben, = M, und soll V 
auf ff constant sein, so werden hierdurch sammtliche F„ eindeutig 
bestimmt sein. 

Schliesshch ergiebt sich, und zwar in unmittelbarem Anschluss 
an das Theorem J.., noch ein letzter Satz, jedoch nur für das New- 
ton'sche, nicht für das Logarithmische Potential, Dieser Satz, wel- 
cher vom Verf. als das Theorem A"''^, bezeichnet wird*), lautet 
folgend er masseu : 



*) Wiederam wird der Leser gebeten, genau auf den Wortlaut zu achten, 
desgleichen hei den weiter folgenden Theoremen. 

**} Der Verf. hat absichtlich Bezeichnungen gewählt, welche an den Inhalt 
der hetreffenden Theoreme einigermaaaen erinnern. So bnzieht sich %. B. das 
Theorem A?'^'^. anf den Fall , daas die Wertiie TOn V auf a bifc aaf eine addi- 
Uve Cons(ara(e gegeben sind, während das Theorem j4°''., wie auch das weiter- 
folgende Theorem J"'"., den Fall betreffen, dass die Werthe von V auf o 
absolut, d. h. «ollständig gegeben sind. 
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n4 C. Neumann. 

Theorem Ä"^^ " Isf V das Poteniial irgend welcher 

auf oder innerhalb 6 ausgebreiteter 
Massen, und soll V auf 6 irgend 
wel<^e vorgeschriebenen Werthe 
fabesiteen, so werden hierdurch sämmt- 
liche Va eindeutig bestimmt sein. (Vgl. 
d. ifm. Werk, Pag. 35, Nr. 14..) 
Die hier in der Theorie des Logarjthmisclieii Potentials vorhan- 
dene Lüekej auf welche bereits zu Anfang dieses Referates hinge- 
wiesen wurde, ist der Verf. erst später, im dritten Capitel, zu be- 
seitigen im Staude, 

Theoreme, welche das Gebiet 3 lietreffen. 

Theorem J. -- Ist V das Potential irgend welcher theÜs auf 
theils ausserhalb ff gelegenen Massen, so werden die beiden Ex- 
treme der Werthe Vi, F, unt&r allen Umständen auf ff angutreffen 
sein. Ist z. B. V auf ff eonstant, ^ C, ist mithin auf ff im Ganzen 
nur der eine Werth-C vorhanden, so müssen jene Extreme beide 
= C sein. Mit andern Worten: Es müssen in diesem Falle sämmt- 
Hche Va zwischen C und C liegen, also mit C identisch sein. 

Theorem J"'". — Ist V das Potential irgendwelcher auf oder 
ausserhalb e ausgebreiteter Massen, und soU V auf ff irgend welche 
vorgeschriebenen Werthe fs besitzm, so werden hierdurch sämmt- 
liehe Vi eindeutig bestimmt sein. (Vergl. das Neum. Werk, Seite 41, 
Nr. 31.) 

Erweiterung der genannten Theoreme, 

Das bis jetzt betrachtete (der Ebene oder dem R.aom angehörende) 
Gebiet 3 besitzt nur eine Begrenzungscurve resp. Begrenaungsfiäche. 
Denkt man sich von diesem Gebiete 3 irgend ein in seinem Innern 
befindliches Stück abgesondert, so wird das zurückbleibende Gebiet 
0wei Begrenzungscurven resp. Begrenzongsfläehen haben. Aus diesem 
Gebiete kann durch Wiederholung desselben Processes ein Gebiet mit 
drei Begrenzungscurven resp. Begrenzungsflächen abgeleitet werden, 
U. s. w. Wir wollen all' diese Gebiete mit 3, genauer etwa mit 
3'"' bezeichnen, der Art, dass 3'"' ^^ Ganzen n Begrenzungscurven 
resp. Begrenzungsfläehen besitzt. 

In ganz derselben Weise kann man das Gebiet 2( behandeln, 
indem man von demselben ein in seinem Innern liegendes Stück 
absondert; u. s. w. Die so entstehenden Gebiete bezeichnen wir 
sämmtlich mit 3t oder W\ der Art, dass 31« im Ganzen n Be- 
grenzungscurven resp. Begrenzungsfläehen besitzt. 
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Solches festgesetzt, ergiebt sieh leicht, dass die im Vorher- 
gehenden für 2i und 3 '^'^^i' (genauer ausgedrückt) für 31'" und ^i') 
aufgestellten Theoreme übertragbar sind auf die aügemeineren Ge- 
biete W^ und 3'"'- 

Anwendung der Theoreme. 

Um nun die Nützlichkeit dieser Theoreme (theils in ihrer engeren, 
theils in ihrer erweiterten Gestalt) an einem Beispiele zu demoustri- 
ren, wendet sich der Verf. zur Betrachtung eines ringförmigen resp. 
sckaalmförmigen Gebietes (5, also eines Gebietes 6, welches z. B. 
begrenzt sein kann 



zwei concentrischen Kreisen, oder 

zwei eonfocalen Ellipsen , oder 

i in einander geschaehtelteu Qua- 



vonzweiconcentvischenKugelflächen, 
oder zwei eonfocalen Ellipsoid fluchen, 



und gelangt dabei zu folgendem merkwürdigen Satz; 

Sind M und M zwei Massmsysteme, welche ausserhalb S liegen 
und durch ß von einander getremtt mid*), und sollen die heidmz 
Massensysteme M und M zusammengenommen in allen Punkten 
des G-ebietes ® ein eonstantes PotenUal besitzen, so muss jedes der 
beiden Massensysteme, einsein genommen, diese Eigenschaß haben. 
(Man findet diesen Satz in etwas anderer Gestalt in dem Neumann'- 
sehen Werk ausgesprochen auf Seite 46 und 47.) 

Zweites Capitel. 
Einige Anwendnngeii der Green'schen Sätze. 

Das eben besprochene erste Capitel enthält, ausser dem Ange- 
führten, noch mancherlei Anderes, so z. B. eine kurze Recapitulatiou 
der bekannten Green'schen Sätse, so wie auch eine Uebertragung 
dieser Sätze auf den Fall der Ebene, d. i, auf die Theorie des Lo- 
garith mischen Potentials. 

Das nun folgende zweite Capitel, w.elches speciell über einige 
Anwendungen dieser Green'schen Sätze sich verbreitet, ist im Ganzen 
Ton sehr untergeordneter Bedeutung. Doch mögen folgende Sätze 
erwähnt sein: 



*) Repräfientirt also k. B. S eine eUipsoidische Sehaale, so wird v 
gesetzt, dass von jenen beiden Massen Systemen M und M das eine im 
Hohlraum der Schaale, das auilere in dem die Schaale nnigebenden ä 
Raum sich befinde. 
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Bezeichnet i einen beliebig ge- 
gebeneu Punkt innerhalb einer Kreis- 
Urne ö, und a den conjugirten jiu&aern 
Punkt, und ist femer auf ff eine 
gegebene Masse M in aolohei Wei&e 
ausgebreitet, dass ihre Dichtigkeit 
mit den Quadraten der von i mvh 
ff gelegten Strahlen oder (waa auf 
dasselbe hinauskommt) mit den 
Quadraten der von a nach ff j,elegten 
Strahlen umgekehrt proportional M 
so wird das (Logarithraiache) Poten 
tial dieser Bei egung auf äusset e P unkte 
ebenso groas sein, als wäre die Masse 
M m ( concentiut und gleichzeitig 
wird ihi Potentiil auf innere Punkte, 
abgesehen von einer addüiven Con- 
••tanteii ebenso gross sein, als wäre 
die Masse M m a concentrirt. (Vgl. 
das I:Tt,nminn Bche Werk, Seite 62.) 

Die Entdeckung dieser 
dürfte, soweit dieselben die Kugel betreffen, Thomson Kuzuaclirei- 
ben sein. 

Drittes Capitel. 

Ueliei' tlie Theorie der elektrisclien Vertheilunjj und ühev das 

Priiicip dep sogenannten natürlichen Belegung. 

Nachdem der Verf. in diesem Capitel zunäcbst einige elektro- 
statische Sätze aufgestellt hat, die Tielleicht nicht ganz ohne Inter- 
esse sein dürften, gelangt er (gewisaermassen geleitet durch diese 
physikalischen Betrachtungen) zu einem neuen Pri/ncip, vermittelst 
dessen er die allgemeine Theorie des Potentials weiter zu vervoll- 
ständigen und namentlich auch die im ersten Capitel offen gebliebene 
Lücke auszufüllen im Stande ist. Dieses Princip besteht in der so- 
genannten natürlichen Belegung der zu betrachtenden Curve oder 
Fläche. — Wir wollen bei dem gegenwärtigen Referat jene elektro- 
statischen Sätze mit möglichster Kürze angehen, sodann aber mit 
grosserer Ausführlichkeit handeln über das in Rede stehende Princip 
und dessen Anwendung. 

Einige elektrostatische Sätze. 
Nach einem bekannten schon von Gauss aufgestellten Satz ist 



Bexeiclmet * eir 
gebenen Punkt innerhalb einer Äit^e^ 
[lachen, und« dent^onjugirtenäu&sern 
Punkt und i^t fernei auf ff eme 
gegebene Masse M m solcher Weise 
ausgebieitet dass ihre Dichtigkeit 
mit den Cuben der von t nach G 
gelegten Stiahlen cd(,r (was auf Jas 
selbe hmauskommt) mit den Guben 
dei von a naoh ff gelegten Stiahlen 
umgekehlt proportional ist so wird 
iis (Newton sehe) Potential dieser 
Belegung auf «««est Punkte ebenso 
gross sein, als wäre die Masse M 
in i concentrirt ; und gleichzeitig wird 
ihr Potential auf innere Punkte, ab- 
gesehen von einem constanfen Factor, 
ebensogross sein, als wäre die Masse 
M in a concentrirt. (Vergl. das N, 
Werk, Seite 68.) 

■infachen und eleganten Sätze 
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die elektrische Vertheilung auf einem gegebenen Conductor (falls 
keine äusseren Kräfte influirea) stets eine gleichartige. 

Wollte man dieser Gaass'schea Ausdrucksweise sich anschliessen, 
nämlich die elektrische Schicht an der Oberfläche des Conductors 
gleichartig oder tmgleickartig nennen, je nachdem das Vorzeichen ihrer 
Dichtigkeit ftbei-all dasselbe oder an Yeraehiedenen Stellen ein ver- 
schiedenes ist,' so tonnten leicht Missverständnisse entstehen, Denn 
wollte man z. B. von j^wei Conductoven mit gleichartigen Belegungen 
sprechen, so vfärde unvrillkührlich die Vorstellung erweckt werden, 
als sollten die beiden Conductoren unter einander verglichen werden; 
während man' doch nur auszudrücken beabsichtigt, dass das Vorzei- 
chen auf jedem der beiden Conductoren constant sei , unbekümmert 
darum, ob diese beiden con stauten Vorzeichen mit einander überein- 
stimmen oder nicht. — Zur Vermerdung solcher Miss Verständnisse 
hat der Verf, die Worte gleichartig und ungleichartig durch die grie- 
chischen Ausdrücke monog&n und amphigen ersetzt, 

üeber die Frage der Monogemtät und Amphigenität existirt 
nun, wie der Verf, zeigt, eine grosse Reihe einfacher allgemeiner 
Sätze, von denen jener zu Anfang genannte Gauss'sehe Satz nur 
das erste Glied ist. Von diesen Sätzen, welche mit grosser Leich- 
tigkeit aus den im ersten Oapitel aufgestellten Theoremen sich er- 
geben, mögen namentlich folgende genannt werden: 

Die eleJstrische Yerfheilung auf einem gegebenen Conchictor ist 
(falls keine äusseren Kräfte influiren) stets monogen. 

Sind zwei Conductoren heliehig geladen, so wird (falls keine 
äusseren Kräfte iufiuiren) immer wenigstens auf einem derselben eine 
monog&ie Vertheüung anzutreffen sein. Haben insbesondere die Con- 
ductoren entg eg eng esetete Ladungen*), so finden auf beiden mo- 
nogene Vertheilungen statt, imd sswar von entgegengesetzten Vorzeichen. 
Hat endlich der eine Conductor eine beliebige Ladung, der andere die 
Ladung NuU, so entsieht auf dem erstem eine monogene, auf dem 
lelstem eine amphigene Verfheüung. 

Sind beliebig viele Conductoren mit beliebigen Ladungen gegeben, 
so wird (falls keine äusseren Kräfte influiren) immer wenigstens auf 
einem derselben eine monogene Vertheiliing stattfinden. Smd insbe- 
sondere jene Ladungen der Art, dass ih^e Summe ^ ist, so werden 



*) Unter der Ladung eines Conductors ist die Geaammtmaese der auf ihm 
vorhandenen Elektricität au verBteheu. Demgemäss eiod die Ladungen zweier 
Conductoren entgegengeselst zu nennea , sobald die elektrische GesammtmaBsö 
auf dem einen ^ M, auf dem andern ^ — M ist, 
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mindestens swei Condudoren mit monogenen Vertheilungen wnsutref- 

Die auf einem gegeienen Conductor ^irch einen äussern elektri- 
schen Massenpunkt inducirte Belegung ist stets monogen, falls der 
Conductor zur Erde abgeleitet ist, hingegen stets amphigen, falls der- 
selbe isolirt und mit der Ladung Null versehen ist. 

Sefindet sich ein Conductor C im Hohlraum eines schaalenför- 
migen Conductors S, so werden auf i 
von C und auf der innem von S stets s 
handen sein, und zwar von entgegengesetsten Vorzeichen. 

Ausserdem dürfte unter mancherlei anderen Sätzen, die der Verf. 
über elektrische Vertheilung aufstellt, etwa noch folgender hervor- 
zuheben sein; 

Ist m einem Conductor elekirisches QieichgewvM eingetreten unter 
der Einwirlmng beliebig gegebener äusserer Kräfte, so wird die an 
seiner Oberfläche vorhandene elektrische Dichtigkeit auf keinem noch 
so kleinen Theile der Oberfläche Null sein können, — es sei derm,- 
äass sie daselbst allenthalben NuU wäre. Ist der Conductor von 
mehreren Flächen hegrenet (was z. B. stattfindet bei einem schaalen- 
förmigen Conductor), so gilt derselbe Satz für jede einzelne Fläche. 
Dabei ist es gleichgültig, ob der Conductor zur Erde abgeleitet, oder 
ob er iaolirt und mit einer beliebigen Blektricitätsmenge geladen ist. 
(Vergl. das Neumann'sche Werk Seite 77, Satz III.) 

^ebenen Curve oder Fläche, 



Die natürliche Belegung e 
Die Vertheilung, welche die Elektricitätsmenge Eins i 



isolirten Conductor ohne Einwirkung äusserer Kräfte annimmt, wird 
offenbar lediglich abhängen von der geometrischen Beschaffenheit seiner 
Oberfläche. Diese Vertheilung, welche der Verf. kurzweg die »a(Mr- 
liche Belegung der gegebenen Oberfl.äche nennt, bildet ein wichtiges 
Instrument für die weiter folgenden Untersuchungen. Und nicht 
minder wichtig ist für die Theorie des Logarithmisßhen Potentials 
der analoge BegrifE in der Ebene, d, i. die natürliche Belegung einer 
gegebenen Curve. Die betreifeoden Definitionen lauten folgender- 



Im Räume. 
Unter der natürUchm Belegung 
einer geschlossenen Fläche ff ist eine 
auf 3 atisgebreitete Massenvertheüung 
zu verstehen , deren Ne wto n'sches 
Potential in aUen PunMen innerhalb 



In der Ebene. 
Unier der natürlichen Bdegung 
emer geschlossenen Curve a ist eine 
auf ff atusgehreiteteMassenvertheilung 
mverstehen,derenLogarithmisches 
Potential in allen Punkten innerhalb 
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ff einen constoMten Werth hat, und II ö einen eonstanten Werth hat, und 
deren Gesammtmasse Eins ist. deren Gesammtmasse Eins ist. 

Die (im Allgemeinen von Stelle zu Stelle variirende) Dichtig- 
keit dieser Belegung mag mit y, ihr Potential auf, einem variablen 
Punkt mit TT, und der constante Werth dieses Potentials für innere 
Punkte mit f beaeiehnet sein. Alsdann ergeben sich z. B. für eine 
Kreislinie oder Kagelfläehe folgende Formeln. 
Für eine Kreislinie vom Radius A: ' Für eine Kugelfläche vom Radius A: 



= log ^, 



wo r die Centraldistana desjenigen 
variablen Punktes vorstellt, auf wel- 
chen sich TT bezieht. 



l'-Trf 



r die Centraldi stanz desjenigen 
] variablen Punktes vorstellt, auf wel- 
chen sich TT bezieht. 



Leicht kann man auch die natürliche Belegung für eine Ellipse 
oder eine EUipsoidfläche bestimmen, und gelangt dabei zu folgenden 
Sätzen und Formeln*): 



Bei einer ElUpse ist die Dichti; 
keit y der natürlichen 
jedem Punkt proportional di 
stände des Punktes von eine 
ten Ellipse, welche dei 
ähnlich, und von dersclbi 
wenig verschieden ist. 

Eepräsentirt 



;egebenea 
unendlich 



r + 



= 1 



die Gleichung der gegebenen Ellipse, 
so ergiebt sich für die Dichtigkeit y 
im Punkte (a;,^/) die Formel: 



'^""/f + Jx- 



Diese Formel kann 
darstellen: 



Bei einer EUipsoidfläehe ist die 
Diehtiglceit y der natürlichen Be- 
legung in jedem Punkt proportional 
dem Abstände des Punktes von einer 
zweiten EUipsoidfläche, welche der 
gegebenen ahnhch, und von derselben 
unendlich wenig yerschieden ist. 

Beprätentirt 

dieGleichungdergegebenenEllipsoid- 



fläche. 


so ergiebt sich für di 


e Diohtig- 


keity 


m Punkt {^, y, z) 


die Formel: 


y ~ . 


inaho]/-^ + 




+ -J- 


Diese 


Formel kann m 


an 


auch so 


schreiben : 







*] Diese Formeln, welche iiu vorliegenden Werk nicht angegeben sind, 
wurden vom Verf. theilweise schon bei t'rühoten Gelegenheiten mitgetheilt, ho 
z.B. in Poggend. Annalen Bd. 113, ferner in den Math. Änualen Bd. ill, S. 6ao. 
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wo A die Länge desjenigen JßUipsen- 
(htrckmessers bezeichnet, welcher der 
im Punkte {x,'y) eonstruirten Tan- 
gente parallel ist, während 2J den 
ErümmimgsradiMS der Ellipse in je- 
nem Punkt vorstellt.— Endlich kann 
man die Formel auch so schreiben ; 



7 

oder auch so 



- = 4m;^«&"c yMB""), 



- = 2je ]/S!S, 



wo S, S" die nach dem Punkt 
(je, «/) hinlaufenden Brennstrahlen bo- 
Keichnen. 



wo Q den Flächeninhalt i 
DwmeiroZsc/miiiesbezeichnet, welcher 
der im Punkte (a;, y , e) eonstruirten 
Tangentialebene parallel ist, während 
M, K die Hauptkmm'mungsi-adiendiir 
Ellipsoidfläche in jenem Punkte vor- 
stellen. — Endlieh kann man , MIs 
daß Ellipsoid ein Eotations-Ellipsoid 
ist, die Eormel auch so schreiben: 

i = i^a yM 

wo a den Badius des Aequators be- 
zeichnet, während S, 8' die beiden 
Sretmstrahleti des Punktes (x, y, e) 
vorstellen. **) 

Um nun den Begriff der natürlichen Belegung weiterhin mit 
Erfolg und Sielierheit anwenden zu können, ist offenbar zweierlei 
erforderlich, uämlieh erstens die Eenntniss der all^emdnen Eigen- 
schaften dieser Belegung, und zweitens der Nachweis ihrer Existenz. 
In ersterer Beziehung giebt der Verf. folgende Sätze: 

1. Die einer gegebenen Ou/rve oder Fläche entsprechende Dichtig- 
leeit Y ist allenthalben positw , und kann auf keinem noch so Meinen 
Theil derselben Null sein. 

.11. Die einer Curve entsprechende Constante f kann, je nach 
Beschaffenheit der Curve, bald positiv, bald Null, bald negativ sein. 
So z, B. ist (wie aus den vorhergehenden Formeln folgt) die Con- 
stante r für eine Kreislinie positiv oder Null oder negativ, je nach- 
dem der Radius der Kreislinie kleiner als Eins, gleich Eins oder grösser 



*) Diese Formel ist, soweit dem Referenten bekannt, zum ersten Mal von 
Paolo Fagi aufgestellt worden (Nuovo Cimento 8er. 2, Vol. SV, Pasc, di Marzo, 
Aprile e Maggio 1876). 

**) lat das Rotationsellipeoid ein algeplaltefes, so hat man diejenige Ellipse 
BH betrachten, in welcher das Bliipsoitt von. der durch den Punlit {x, y, e) 
gehenden Meridiane bene geschnitten wird, und unter S, S' die Eufcfernungeu 
des Punktes von den Brennpunkten dieser Ellipse zu verstehen. 
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als Eins ist. — Hingegen wird die emer Fläche entsprechende Con- 
stante f stets positiv itnd stets verschieden von Null sein. 

III, Das einer Curve entsprechende PotentialTl hat für unend- 
lich ferne Pimkte den Werth ~oo, hingegen das einer Fläche ent- 
sprechende den Werth 0, 

Was andererseits die Existenz der natürlichen Belegung betriflFt, 
ao giebt der Verf. hiefür zwei Beweise; zunächst einen provisorischen 
Beweis vermittelst der schon 7on Gauss benutzten Variationsniethode 
(am Schluss des Capitels); sodann später (im fünften Oapitel) einen 
strengeren Beweis, der indessen leider nicht allgemein gilt, sondern 
auf eine gewisse Kategorie von Cnrven und flächen*) sich beschränkt. 

Der sogenannte singulare Fall. 

y und TT sind (nach ihrer Definition) zwei der gegebenen Curve 
oder B'Iäehe 6 eigenthümlich zugehörige Functionen, ebenso T ein 
ihr zugehi^riger constanter Parameter, 

Nun esistiren gewisse Curven, deren Parameter f den Werth 
Null hat. Diese Curven, welche den weiteren Betrachtungen beson^ 
dere, Schwierigkeiten bereiten und in der zu entwickelnden allge- 
meinen Theorie einen besonderen Ausnahmefall zu constitairen schei- 
nen, nennt der Verf. smgtdäre Curven, und spricht, sobald die zur 
Behandlung vorgelegte Curve dieser singnlären Classe angehört, 
kurzweg vom Vorhandensein des singulmen Falles. — Eine solche 
singulare Curve ist z, B. eine Kreislinie vom Radius Eins, ebenso 
jede Ellipse, deren Hai baxen- Summe den Werth Zwei hat. 

Was den Raum betrifft, so ist zu bemerken, dass singulare Fla- 
chen, d. i, Flächen, deren Parameter F gleich Null ist, nicht existiren 
können. Denn der Parameter f einer gegebenen Fläche hat, wie 
vor wenig Augenblicken angeführt wurde, stets einen positiven und 
von Null verschiedenen Werth. 

Erweiterung des Gause'sohen Satzes des arithmetischen Mittels. 
Die Functionen y, TT nebst der Constante f bieten die Mittel 
dar zur Erweiterung eines gewissen Gauss'schen Satzes. Um näher 
hierauf einzugehen , bezeichne ö (nach wie vor) eine geschlossene 
Curve oder Fläche von beliebiger Gestalt; ferner bezeichne V das 
Logarithmische resp. Newton'sche Potential eines beliebig gegebenen 
Massensystems, dessen einzelne Massen etemente theils mit m, theils 
mit ft benannt sein mögen, je nachdem sie ausserhälii oder inner- 



*) .Miiii vgl. hierüber denjenigen Tlieil dieses Raferafee, welcher speoiell 
dem fünften Capital gewidmet ist. 
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Iialb ß liegen; demgüniäss sei der Werth dieses Potentials in irgend 
zwei Funkten X und ö ausgedrückt durch*): 

(1) T.-'2«>T..+ '2!^r,., 

(2) r.~^mT.,+2!l'T,,; 

und zwar sei x ein ganz beliebiger Punkt, hingegen s ein uif der 
gegebenen Curve oder Fläche e befindlicher. 

Denkt man sich nun die der Curve oder Fldche ff zugehörigen 
Functionen y, TT, sowie auch die Constante T gebildet, und bezeich- 
net man den Werth der Function y im Punkte ff mit y^, feiner ein 
bei diesem Punkte abgegrenztes unendlich kleinps Element dei ge- 
gegebenen Curve oder Fläche mit da, so folgt au*? (J) durch Multi- 
pHcation mit ygda und Integration: 

Nach der Definition von f, TT ist aber (weit m ausserhalb und (i 
innerhalb der Curve resp. Fläche liegt): 






T„,„y0dG = 'n.„ , 



,y„dG = V, 



wo TT,,, den Werth der Function TT im Punkte m bezeit:hnet. 

mit folgt: 

(3) fVo y.<l0==2 (m n,„) + 2 (." n ' 

oder was dasselbe ; 



(4) J F^^-nc/ff =^(mn^) + Mr, 

wo M ^ ^ n die Gesammtmasse der Elemente fi vorstellt. 

Für den apeciellen Fall, dass ff eine Kreisfläche re 
vom ßadiua A ist, sind die Werthe von y, V, TT sofort angebbt 
Durch Substitution dieser Werthe in (4) ergiebt sich: 

wo die r die Centraldistanzen der einzelnen m vorstellen. 

•) Tgl. die iur T gegebene Definition, Seite 110 dieses Referates. 
*•) Sie sind bateit« aageführt auf Seite 119 dieses Keferatee. 
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Der Verf. neimt i^ie Formeln (5), von welchen diejenige rechter 
Haiitl schon in Gauss' allgemeinen Lehrsätzen Art. 20 sieh vorfindet, 
den Gauss'schen Sats des arithmetischen Mittels^ und demgemäss 
bezeichnet er die allgemeinere Formel (4) als den erweiterten Gauss'- 
schen Satz des arithmetischen Mittels. 

Jene allgemeine Formel (4) gewinnt, falls die Elemente des ge- 
gebenen Massenaystems sämmtlich innerhalb 6, resp. auf e liegen, 
mithin sämmthch zu den ft gezählt werden dürfen, folgende Gestalt: 

(6) yFo)'„rf0= Mr, 
oder (was dasselbe) folgende: 

(7) M = -^ "l^- ■ 

Ist also die der gegebenen Curve oder Fläche ß zugehörige Function 
y nebst der Coustante f bekannt, so wird man vermittelst der For- 
mel (7) die Gesammtmasae M berechnen können, falls die Werthe 
Ffl gegeben sind ; — es sei denn, dass P ^ wäre. Sollte nämlich 
zufälliger Weise f ^ sein, so könnte jene Formel möglicher Weise 
die Gestalt M = ^ annehmen , mithin zur Berechnung von M un- 
brauchbar werden. — Somit ergiebt sich der Satz: 

Befmden sich theils auf, theils innerhalb einer gegebenen ge- 
schlossenen Curve oder Fläche o irgend welche imbelcannte Massen, 
und sind die Wertke gegeben, welche das Potential dieser Massen 
auf c hesitgt, so wird hiedurch die Summe M jener Massen eindeutig 
bestimmt sein, — ausser im sogenannten singulären Falle (d. i. im 
Falle r = 0). 

Bringt man endlich die Formel (6) auf den noch speciellereu 
Fall in Anwendung, dass M = ist, so folgt: 

(8) Jv„y„da=^(l. 

Beachtet-man, dass die Werthe /„ überall positiv und auf keinem 
noch so kleinen Theil der Curve oder Fläche Null sind (vgl. Seite 120 
dieses Referates), so erkennt mau aus (8) sofort, dass die Va theils 
positiv, theiis negativ sein müssen, und gelangt daher zu folgendem 
Satz: 

Befinden sich theils auf, theils innerhalb einer gegebenen geschlos- 
senen Curve oder Fläche e irgend welche Massen, deren Summe = 
ist, so Mnnen die Werthe, welche das Fotential dieser Massen auf ß 
hesitst, nicht alle von einerlei Vorseichen sein, — es sei denn, dass 
sie sämmtlich = wären. 
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AusfaUimg der im ersten Capifcel offen gebliebenen Lücke. 

Einer noch viäilig unbekannten Function V mögen folgende Be- 
dingungen auferlegt werden; 
(9. ß) V soll das Potential von Massen sein, die mif oder innerhalb 

liegen*), 
(9. ß) die V„ sollen vorgeschriebene Werthc haben. 
Legt man sich nun die Frage vor, ob die Va durch diese Bedingungen 
eindeutig bestimmt sind, so ist zuvörderst zu bemerken, dass man die 
Summe M der das Potential V erzeugenden Massen auf Grund der 
vorgeschriebenen Werthe Vo sofort berechnen kann vermittelst der 
Formel (7): 

M= ^^-^ , 

und dass man also zu den Bedingungen (9. a,ß), als unmittelbare 
Coijsequenz derselben, noch folgende dritte Bedingung hinzufügen 
darf: 

(9. y) die Summe M der das Potential V erzeugenden Massen soll 
einen gegebenen Werfch haben. 

Solches vorausgeschickt, lässt sich leicht zeigen, dass die Va durch 
die Bedingungen (9. k, ß) oder, was dasselbe, durch die Bedingungen 
[9. a, ß, y) eindeutig bestimmt sind. 

Existirten nämlich Mvei den Bedingungen {^.ci,ß,y) entspre- 
chende Potentiale V und 7", 
(10. «) so mOsste offenbar die Differenz i7= F— F' das Potential 

von Massen sein, die auf oder innefkalb hegen, 
(10. ß) ferner müssten alsdann die üg sämmtlich = sein, 
(10. y) endlich mtisste alsdann die Summe der das Potential U er- 
zeugenden Massen = sein. 
Beachtet man nun, daas diesen Anforderungen (10. a, ß, y) genügt 
wird, falls man die das Potential U erzeugenden Massenel erneute 
sämmtlich = 0, mithin die Ua ebenfalls ^ setzt, und beachtet 
man andererseits, dass die Ua, zufolge des Theorems A"^''., durch 
die Anforderungen (10. «, ß, y) eindeutig bestimmt sind, so erkennt 
man sofort, dass die Ua, jenen Anforderungen zufolge, nothwendiger 
Weise =0 sein müssen; q. e. d. 

Doch werden diese üeberlegungen defed für den singulären Fall: 
r^O: weil die zur Bestimmung von M benutzte Formel 



*) Alle hier aogewendeten Bezeichnungen d, a, etc. etc. sollen diüselbii 
Bedeutung haben wie früher [vgl. Seite Ul dieseK Referates), 
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für den Fall T := iiiciit mehr brauchbar ist. Somit ergiebt sich 
folgernder Satz: 

Theorem Ä"'"'. — Ist V das PotmUal irgendwelcher auf oder 
innerhalb ö ausgebreiteter Massen, und soU V auf e irgend welche 
vorgeschriebenen Wertk fs besüsen, so werden hierdurch sämmt- 
liche Va eindeutig bestimmt sein, — ausser im singulären Fall. — Hier- 
mit ist endlich die ini erateii Capitel offen gebliebene Lücke (vgl. 
Seite 112 dieses Referates) ausgefüllt. 

Viertes Capitel. 
Tlieorie der sogenannten Dopi»ell)elegnngen. 

Die im ersten Capitel und am Schlüsse des vorhergehenden auf- 
gestellten Theoreme A"^'^., Ä"'"., J"''". sagen aus, dass gewisse 
i^inctionen durch die ihnen auferlegten Bedingungen eindeutig be- 
stimmt sind, geben aber keinerlei Aufschluss über die wirkliche 
Existenz dieser Functionen. Auch wird heut zu T^e kein Zweifel 
darüber obwalten, dass die von Gauss und Diiichlet zui Beseitigung 
dieses üebelstandes angegebenen Variationsmethoden im Altgemeinen 
wenig Zutrauen verdienen, dass vielmthr die einzig strenge Methode 
s genannten Uebel&tandes nui in der wirlcUchen 
1 jener Functionen bestehen kann 

Eine derartige Methode ist die vom Verf. angegebene Methode 
des arithmetischen Mittels. Um diese Methode weiterhin expliciren 
zu können, war der Verf. genöthigt, im gegenwärtigen Capitel zu- 
nächst einige vorbereitende Untersuchungen anzustellen über solche 
Potentiale, welche herrühren von sogenannten Doppel belegungen. 

Einige geometrisohe Definitionen. 

Bei einer gegebenen Curve oder Fläche pflegt man eine bestimmte 
Seite als positiv festzusetzen, indem man alsdann gleichzeitig die auf 
dieser Seite errichtete Normale die positive Normale nennt. Und um- 
gekehrt: Hat man eine bestimmte Normale als positiv festgesetzt, so 
pflegt man mit demselben Namen auch die entsprechende Seite zu 
benennen. *) 

Ausserdem sind füv die nachfolgenden Expositionen noch gewisse 
andere Festsetzungen erforderlieh mit Bezug auf solche Curven oder 

*] Dahei sei sogleich bemerkt, dass bei gesddossenen Curyen oder Flächen 
vom Verf. etete die innere Seite zur positiven anaerwählt ist. 
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Flächen, welche mit Ecken resp. Ecken und Kanten behaftet smd. 
Will man diese Festsetzungen der Art einkleiden, dass sie nicht 
epeciell auf jene Eck- und Kantenpunkte beschränkt, sondern ganz 
allgemein für jeden heliehigen Punkt s der Curve resp. Fläche gültig 
sind, BO kann man sich etwa folgendermassen ausdrücken: 

Die von S nach den Nachbar- | Die von s nach den Kachhar- 
punkten der CurvB ff bmlanfenden ! punkteu der Fläche ö hinlaufenden 



und über dieselben hinau-, veil&ngei 
len Strahlen bilden emen TT inlel 
durch welchen eine mit dem ßadius 
Eins um s beschriebene Rrefilime m 
zweiTheile zerlegt wnd Von diesen 
beiden Theilen mag dei anf dei po 
sitiven Seite der Cuive hegende das 
Winkelmaass der Outtf tmPimlie "^ 
genannt, und mit IS'i bezeichnet 
werden. 

Ist z. B. ff die Peripherie eines 
gleichseitigenDreiecks, und setzt man 
als positive Seite die inner 
wird für jeden Funkt S 



und über dieselben hmau-: fortgesetz 
ten Stiahlen bilden einen Ktgelman 
td, durob welchen eine mit dem ßa 
dius Ein& um s beschriebene Kugel 
flarJii' m zwei Theile zerlegt wird 
Von diesen beiden Theilen mag dei 
auf der positiven Seite der Fläche 
liegende das Winkelmaass der Fläche 
tm Ptmltte S genannt, und mit tö', 
bezeichnet werden. 



Ist 1 






j i Seite die inn 
I jeden Punkt S 

vr, = 27t, ode 



B. ff die Oberfläche eines 
und setzt man als positive 



1 fest, so wird für 



PSir 



oder = - 



sein, je nachdem der Punkt s in einer sein, je nachden 

Seite, oder in einer i-'efte des Dreiecks Seite, oder in 

liegt, i einer Fcke 

Die mit ■ST, durch die Relation Die mit 



verbundene Grosse «, mag das Sv/p- 
plement des Winkelmaassea, oder kür- 
zer das supplementäre Winkelmaass 



der Punkt S iu einer 
liner Kante, oder in 

Würfels liegt. 
. duieh die Ilelation 
2;i 



verbundene Grösse «j mag das Sup- 
plement des Winkel maasses, 'oder kür- 
zer das supplementäre Wmkelmaass 
hoissen. 

Aus diesen Definitionen geht hervor, dass s, gewöhnlich ^ 
ist, dass nämlich eine Abweichung von diesem gewöhnlichen Werthe 
nur dann stattfindet, wenn der Punkt s in einer Ecke oder Kante 
liegt.*) 

*) Man kann den ßuchataben ä ein Omikron- Ypsilon oder kurzer ein 
Omikron nennen. Letzterea ist nicht ganz richtig, empfiehlt sich aber als das 
Bequemere. 
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Definition der Doppeltoelegungen. 
Denkt man sich in allen Punkten der gegebenen Curve oder 
Fläche i.Ue positive Normale v errichtet, und auf all' diesen Nor- 
malen ein und dieselbe unendlich kleine Strecke K aufgetragen, so 
entsteht eine Jieue mit ö parallel laufende Curve oder Fläche a'. 
Correspoiidivende Punkte von und u' sind alsdann solche ku nennen, 
die auf derselben Normale liegen, und corrospondirende Elemente 
solche, die aus correspondireiiden Punkten bestehen. — Werden nun 
6 und ff' in eontinuirlicher Weise mit Masse belegt, und zwar in 
solcher Art, dasw die auf je zwei corrpspondireucten Elementen ä0 
und de' vorhandenen Massen einander entgegengesetzt gleich sind, so 
entsteht eine sogenannte Doppelbelegung. Ist ( — die Dichtigkeit 
der auf e ausgebreiteten einfachen Belegung, ferner l (wie schon 
festgesetzt wurde) der unendlif^h kleine eonstante Abstand zwischen 
und a', so heisst (nach Helmholtz): 

das Moment der Doppelbeleguug. Unter Anwendung dieses Momentes 
ji lautet daa Logarith mische resp. Newton'sche Potential der Doppel- 
beii'gung auf einen beHebig gegebenen Punkt x folgen d ermassen : 






V.-J ^j~P<J. 

r CO, Dd. 



Hier bezeichnet E die Entfernung des Punktes x vom .Elemente dG, 
ferner & den Winkel der Linie E {dß »-^ x) gegen die Normale v; 
und demgemäss repräsentirt der Ausdruck: 

,,,, 00.0- d. ■'(■■gj ) ,J:L,, oo.O.i, KD , 
(ii«). = ^ 5; <i<ij(c!«). g^ ^-da 

die mit £ niultiplicirte scheinbare Grösse des Elementes äß für einen 
in X befindlichen Beobachter, wobei £ = -(-1 oder £=^1 ist, 
je nachdem jener Beobachter die positive oder negative Seite des 
Elementes da vor Augen hat. 

Diese Formeln linker und rechter Hand (d. i. für Ebene und 
Raum) können unter Anwendung der schon früher (Seite 110 dieses 
Referates) festgesetzten Collectivbezeichnungen in folgende zusammen- 
gezogen werden: 
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Das Potential einer Doppelbeiegimg ist also ^\ })>{da\, d. i. gleich 
der Summe der scheinbaren Grössen der einzelnen Curven- resp. 
Pläehenelemente , jede solche scheinbare Grösse noch multiplicirt mit 
dem zugehörigen Werthe des Momentes, und ferner noch multipli- 
cirt mit i (wo £ = +1 ist, wie vor wenig Augenblicken näher ange- 
geben wiirde). 

Es verhält sich mit dem Potential W einer Doppel belegung ähn- 
lieh wie mit den Differentialquotienten einer gegebenen Function /'(«). 
Um nämlich den Begriff des Differentialquotienten ^ ■ " ■■- zu erMären, 
sind zwei Punkte a und a-^da erforderlich, während bei Angabe 
seines fertigen Werthes [der nach Lagrange mit f'ici} bezeichnet 
wird] nur ein Punkt a in Betracht kommt. Hiermit analog sind zur 
Erhlanmg '^ams Potentials W swei Flächen und <s' erforderlich, 
während bei Angabe seines fertigen Werthes nur eine Fläche ff in 
Betracht kommt. 

Die vorstehenden Formeln repräsentiren diesen fertigen Werth 
von W, und enthalten demgemäss nur die eine Fläche ff. Ueberhaupt 
wird im Folgenden nur von diesem fertigen Begriff die Bede sein. 

Doppelbelegungen vom Momente Eins, 
Versteht man unter ff eine geschlossene Curve oder FEcho mit 
positiver innerer Seite, ferner unter 



W. 



'.^f{da\ 



das Potential einer auf <f ausgebreiteten Doppel belegung vom Mo- 
mente Eins, so ist (wie zum Theil schon von Gauss nachgewiesen 
wurde; vgl. die allg. Lehrsätze Art. 22): 

W, = }i% — .'u, 

Wi = 2hn, 
wo a, s, i Punkte bezeichnen, welche resp. ausserhalb, auf und 
innerhalb a liegen. Lässt man also den variablen Punkt x in der 
Richtung von Aussen nach Innen die gegebene Curve oder Flache 
an irgend einer Stelle s durchschreiten, so wird das Potential Wx- 
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znpi kuiÄ auf einander folgende sprungweise Veränderungen erleiden; 
denn e»! wiid in dem Augenblick, wo der von Aussen Itommende 
Funkt die Curve oder Fläche erreicht, plötzlich von auf hx—y,, 
und unmittelbar darauf in äem Augenblick, wo der Punkt, nach 
Au&ben stiebend, die Curve oder Fläche verlässt, von hit—a^ auf 
2Ä3r anwachsen. Mithin ist der eine Sprung von der Grosse }i%— Hs, 
der andere von der Grösse Äro-j-*»; wobei zu erinnern, dass die 
Grösse a, im Allgemeinen (nämlich für jeden Punkt s, der weder 
Eck- noch Kautenpunkt ist) den Werth Null hat. 

Doppelbelegungen von beliebig gegebenem Mom.ent. 
Ist das Moment (i der Doppelbelegung eine beliebig gegebene 
Function des Orteq auf ff, so besitzt das zugehörige Potential 

W.^jiLida)^, 

wie der Verf. zeigt, analoge Discontinuitäten. Lässt man nMilich 
wiederum den variablen Punkt x die betrachtete Curve oder Fläche 
G an irgend einer Stelle s durchschreiten , und bezeichnet man den 
Werth der Function ;i an dieser Stelle mit ftj , so wird das Potential 
in äem Augenblick, wo der von Aussen kommende Punkt die Curve 
oder Fläche erreicht, plötzlich um (hit — «j)fij wachsen, und unmittel- 
bar darauf in dem Augenblick, wo der Punkt, nach Innen strebend, 
die Curve oder Fläche verlässt, nochmals und zwar um (A?t + ''»)(*3 
anwachsen. — Es besitzt also das Potential auf der Curve oder 
Fläche ff im Ganzen dreierlei Werthsysteme, nämlich ein erstes auf 
der äusseren Seite von e, ein zweites direct auf ff selber, endlich 
ein drittes auf der innem Seite von a. 

Benennt man sämmtliche Punkte der Ebene oder des Baumes, 
je nachdem sie ausserhalb, auf oder innerkalb s liegen, resp. mit 
CT, s und i, und die in diesen Punkten vorhandenen Potentialwerthe 
resp. mit Wa, W, und W,-, so besteht offenbar das erste jener drei 
Werthsysteme aus den Grenzwerthen der Wa, das zweite direct aus 
den Ws selber, endlich das dritte aus den Grenzwerthen der Wf. 
Bedient man sich nun, was die genannten Grenzwerthe betrifft, der 
Symbole Wa, und TT;,, indem man unter "FPa, den Werth in einem 
Punkte a versteht, welcher dem Punkte s unendlieh nahe liegt, an- 
dererseits unter Wo, den Werth in einem Punkte i, der ebenfalls 
unendlich nahe an s Hegt, so kann man offenbar die vorhin ange- 
gebenen sprungweisen Aenderungen oder (was dasselbe ist) die Be- 
ziehungen zwischen den dreierlei Werthsystemen Wa, Ws, Wi durch 
folgende Formeln ausdrücken: 
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woraus durch Subtraction folgt: 

In grösserer Vollständigkeit lauten die Resultate, zu denen doi- 
Verf. im gegenwärtigen Capitel gelangt, folgendermassen : 

Bessichnef eine geschlossene Curve oder Fläche mit positive^' 
innerer Sdte ' und denkt man sich auf eine Do^pelhelegung atisge- 
hreUet, deren Moment (t überall stetig ist, so wird das von dieser 
Doppelbelegung auf einen variablen Funkt x attsgeühte Potential: 

folgende Eigenschaften haben. 

Erste Eigenschaft: Die von s abhängende Function: 
(1) W, + ö.f., 

ist auf überall stetig. 

Zweite Eigenschaft: Die Werthe W^ bilden ein stetig 01t- 
sammenhängendes System, dessen Grensteerthe TFa, mit den äirecten 
Werthen W, durch die Relation verknüpft sinä: 

(2)' Wa, = iW, + ti,fl,) "ÄJE^,. 

Dritte Eigenschaft: Die Werthe Wt bilden em stetiges System, 
dessen Gremtverthe Wu mit den äirecten Werthen Ws durch die Jte- 
lation verbunden sind: 
(,3) Wu^{W,-\-8,(i,) + h-!tn,. 

Vierte Eigenschaft: Beseichnet p eme beliebig gegebene Bich- 
dW^ dW, 

tung, so sind die Grenswerthe von - und -^— linier einander 

identisch, was angedeutet werden mag durch die Formel: 

dW^^ _ sw., 
^'^^ "^p~ ~ ~dp~~ ' 

Beiläufig werden vom Verf. noch folgende Sätze mitgetheilt, als 
göltig fllr eine beliebig gegebene geschlossene Curve oder Fläche e. 

Erster Satz. — Die Gesanimtmasse einer auf 6 ausgebreiteten 
Doppelbelegung ist stets ^ 0, 

Zweiter Sat^. — Ist das Potential W einer auf ff ausgebreite- 
ten Doppelbelegung für alle Punkte a constant (mithin «= 0), so wird 
ihr Moment ebenfalls durch eine Cönstante, und zwar durch eine 
Constante von ganz ««bestimmtem Werthe dargestellt sein. 
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Dritter Satz. — Ist das Potential W einer auf e ausgebreiteten 
Doppelbeleguiig für alle Punkte * eonstant, etwa == K, so wird ihr 
Moment ebenfalls eonstant, und zwar = . sein. 

Vierter Sats. — Soll eine Doppelbelegung von 6 der Art sein, 
dass ihr Potential auf der äussern Seite von vorgeschriebene Wertlie f 
besitzt, so ist hierdurch ihr Moment bis auf eine additive Constante 
eindeutig iesHmmt; — ausser im singulären Fall. 

Fünfter Sats. — Soll eine Doppelbelegung von ff der Art sein, 
dass ihr Potential auf der imiem Seite von ff vorgeschriebene Werthe f 
besitzt, so ist hierdurch ihr Moment eindeutig bestimmt. 

Fünftes Üapitel. 
Die Methode des aritlimetischen Mittels. 

Es handelt sich hier (wie schon zu Anfang des vorhergehenden 
Capitels uäher ausgeführt wurde) um den Existenz beweis derjenigen 
t\inctionen, von welchen in den Theoremen Ä"''''., jI"*'., J"*'. die 
Bede war, sowie auch um den Existeözbeweis der sogenannten na- 
türlichen Belegung. 

Der Verf. giebt die geaannten Existenzbeweise nur unter der 
Voraussetzung, dass die gegebene Curve oder Fläche ö zweiten Ranges 
und heine zweistemige sei; und wir werden daher, bevor wir auf 
jene Beweise näher eingehen können, uns zunächst mit dieser Aus- 
drucksweise (zweiter Bang, zweisternig) näher bekannt zu machen 
haben. Auch wird es zweckmässig sein, einige einleitende Betrach- 
tungen vorangehen zu lassen, welche den Weg, auf dem der Verf. 
zu seinen Existenzbeweisen gelangt ist, einigermassen andeuten. 

Einleitende Betrachtungen. 
Es sei ff eine gegebene geschlossene Curve oder Fläche, und 
(15) TT. =jiiMG). 

das Potential einer auf ff ausgebreiteten Doppelbelegung vom Mo- 
mente (t. Beschränken wir uns bei diesen einleitenden Betrachtungen 
auf den besondern Fall, dass ö frei von Ecken und Kanten ist, mit- 
hin die ö, sämmtlich =0 sind, so gewinnen die Formeln (2), (3) 
die einfachere Gestalt: 

Wa.^ W,-h7tli.,, 

Set/.t man der grösseren Bequemlichkeit willen: 
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(1.7) haft=f, 

so gehen die Formeln (15), (16) äher in: 

(18) W.--^J}.(ä.,)., 

respective in; 

W.,= W,—f,, 
* ' W,.-W. + f,. 

Nunmehr bilde man ein Potential W^, welches zu den Wertheu 
Wo in derselben Beziehung steht, wie W;^ zu den ff,, sodann ein 
Potential W^', welches zu den Wg wieder in der nämlichen Be- 
ziehung steht; u. s. w. Mit andern Worten, man bilde nach dem 
Schema der Formel (18) die auf einander folgenden Functionen: 

(20) W:--^fw,(d<!),, 

Alsdann gelten nach (19) die Relationen: 
T7„, = W, -/,, 

tt;, = w: — W,, 

(21) Tr„'; = Wi ~ w;, 
Tf;';= w'"— w" 



woraus z. ß. folgt: 

(22) - (Tf„, + w;,, + w:. + Tr;o = /; - w;'. 

Nimmt man für den Augenblick an, die Function W"' sei auf ö 
allenthalben ausserordentlich klein, und es difFerire also der in (22) 
auf der rechten Seite stehende Ausdrnek (fs—W") überall nur 
ausserordentlich wenig ?on fg, so wird offenbar 

(23) - (Tr„+ tf;+ Tr^+ w:') 

eine Function des variablen Punktes a sein, deren Werthe auf 
von den fs nur äusserst wenig abweichen. Zugleich aber repräsentirt 
diese Function (ebenso wie ihre einzelnen Glieder Wa, Wä, etc. etc.) 
ein Potential, dessen erzeugende Massen auf 6 ausgebreitet sind. Folg- 
lich wird diese Function (23) mit grosser Annäherung all denjenigen 
Anforderungen entsprechen, welche im Theorem A"'''. (vgl. Seite 125 
dieses Referates) an das Potential Va gestellt wurden. 
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Aus diesen üeberlegungeii geht mit einiger Wahrscheinlichkeit 
hervor, dasa ein jenen Anforderungen in voller Strenge entsprechendes 
Potential durch die unendliche Reihe: 

(24) 7„ == _ ( Tr„ + TT; + Wä + Wa'-\ ■ in inf.) 

dargestellt sein wird, falls sich nur nachweisen lasst, dass die auf ö 
ausgebreitete Function 

(25) Wf' 

mit wachsendem n gegen Null convergirt. 

In der That weist der Verf. nach, dass die Function (25), wenn 
auch nicht gegen Ntül, so doch gegen eine Constante convergirt; und 
gleichzeitig weist er nach, dass die Reihe (24) eine convergente ist. 
In letzterer Beziehung zeigt er, dass die genannte Reihe im Wesent- 
lichen eine geometrische ist, welche fortschreitet nach den Potenzen 
eines gewissen der gegebenen Curve oder Flache ff zugehörigen 
Parameters l *) , und dass dieses l ein achter Bruch ist. Andererseits 
zeigt er in ersterer Beziehung, dass eämmtliehe Werthe der Function 
TFs'"' (25) in das Intervall einschliessbar sind**): 

(26) C-(G-^)r+^< Wi'"^C+(G-^)A''+^ 

wo C, G, K gewisse der vorgeschriebenen Function f eigenthöm- 
liche Constanten bezeichnen, und dass also sämmtliche Werthe jener 
Function TF*"' mit wachsendem n gegen die Constante Ü convergi- 
ren. Jedoch sind all diese Demonstrationen des Verf. nur von ic- 
schrmhter Gültigkeit , nämlich an die Bedingung geknüpft, dass die 
gegebene Curve oder Fläche ff zweiten Ranges und keine zweister- 
nige sei. Was diese Ausdrucksweise besagen will, soll sogleich er- 
läutert werden. 

Ueber den Rang einer Curve oder Fläelie. 
Man kann zwischen PunU und Stelle unterscheiden, indem man 
K. B. von der Ellipse sagt, dass dieselbe mit ihrer Tangente zwei 



r für eine Ellipse ^ri--^(-^)l ist, fallä o 



*) Diesen Parameter l nennt der Verf. die ümifiguratiotisoonntante der 
gegebenen Curve oder Fläche. Beispielsweise aeigt e 
für einen Kreis ^-5-, ferner f 
grosse und 6 die kleine Ase der Ellipse liezeiclmet. 

**) Diese Formel (26) ist identisch mit der Formel des Neumann' sehen 
Werkes Seit« 188, Nr. 44. Denn bei einer Curve oder Fläche a, welehe (wie 
hier vorläufig vorausgesetzt wurde) frei von Ecken und Kanten ist, vrird die 
Fimction Wf^ identisch sein mit /^<''+'l ; vgl. daa Neumann'sclie Werk Seite 166. 
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134 C. NeuMiHN. 

Punkte (nämlich zwei einander unendlich nahe Punkte) , aber nur 
eine Stelle gemein habe, ferner yon der Lemniscate, dass dieselbe 
mit ihrer Doppelfcungente mer Punkte, aber nur swei Steifen gemein 
habe. Ebenso kann man auch, was die Peripherie eines regulären 
Polygons betrifft, sagen, dass dieselbe mit derjenigen unendlich langen 
geraden Linie, welche durch zwei aufeinanderfolgende Ecken geht, 
unendlich viele Punkte {nämlich sämmtliche Punkte der betreffenden 
Seite), aber nur eine Stelle gemein habe. 

In der That bedient sieh der Verf. dieser Ausdrueksweise , indem 
er jedes ConUnuum von. Punkten (einerlei, ob die Anzahl der darin 
enthaltenen Punkte endlich oder unendHch gross ist) kurzweg als 
Sielte bezeichnet, Gleichzeitig nennt er eine gegebene Curve oder 
Fläche vom i?'™ Bange, wenn sie mit einer unendlich langen geraden 
Linie, welche Lage man dieser Linie auch zuertheilen mag, niemals 
mehr als ü Stellen gemein hat, oder (genauer ausgedrückt) wenn 
die grÖssie Zahl von Stellen, welche sie mit einer solchen Linie 
gemein haben kann, ^B ist. 

Von besonderer Wichtigkeit für die Untersuchungen des Verf. 
ist der Specialfall B ^=2. Eine Curve oder Fläche zweiten Ranges 
kann oö'enbar niemals einspringende Ecken oder Kanten, überhaupt 
keine einspringenden Theile haben. Oder genauer ausgedrückt: 

Welche Tangente man an eine I) Welche Tangentialebei 



Curve zweiten Banges auch legen mag, 
stets werden sämmtlithe Punkte der 
Curve anf derselben Soite der Tim- 
geate liegen. 



Fläche ^sjueüen Banges auchlegen 
mag, stets werden sämmtliche Punkte 
der Fläche auf derselben Seite der 
Tangentialebene liegen. 



Als Beispiele von Curven oder Flächen sweiten Ranges würden 
zu erwähnen sein: 



die Kreislinie, die Ellipse, die Per. 
pherie eines Eechtecks*), die Per 
pherie eines regulären Polygons, di 
Peripherie eines Kreissegmentes, wel- 
ches theils von einem Kreisbogen, 
theils von einer geraden Linie be- 
grenzt ist. 



die Kugelfläche , die Fllipsoidfläche, 
die Oberfläche eines Tetraeders, Wür- 
fels, Dihexaeders, Granatoeders, Iko- 
saeders u. s, w, , femer die Ober- 
fläche eines Kugelsegmentes, welches 
theils von einer Kugelealotte, theils 
von einer Kreisfläche begrenat wird. 
Eine geschlossene Curve oder Fläche sweiten Ranges würde man 
Noth als eine überall convexe Curve oder Fläche bezeichnen 



*) Bin beliebiges Viereck darf nicht ak Beispiel aufgeführt werden. Denn 
denken wir uas z. B. eio Viereck mit eiüspriagendem Winkel, so wird die 
Peripherie dieses Vierecks eiöe Curve vierten Eangea sein. 
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liömien* 
der Cun 



, nur müsste man alsdann hiiizufilgen, dass einzelne Theile 
■ oder Fläche geradlinig, reap. ehen sein dürfej]. 



Die mit sog-enannten Sternen behafteten Cnrven und Flächen. 
Einstemige Gurven und Flächen, 



Lässt sich avf emit gegebenem 
Cime ein Punkt M mathren von 
solcher Lage, dais sämmüiehe Tun 
geniert der Cwve dmch M gehen so 
mag die Curve finfiermg und M 
ihr Stern heis en 

Eine einsteimge Curve wii 1 da 
lier stets ein Winkd &eja, nämlich 
dargestellt sein durch zwei von dem 
selben Punkt auslaufende (begrenzte 
oder unbegrenzte) geiade Linien 



Jtf'st sich auf SM 
Flache em Punl>t M marhren lon 
oleJiet Lage äass «ämfmtJiche Tan 
genttaleTienen der Fläche dwcii M 
gehen so mag dw Fläche etnster 
mg und M ihr Stern hetssen 

Eine einsteinige Fläche wud da 
hei stets ein Kegelmantel sein näm 
lieb diduich erhalten weiden daaa 
man einen von e ntm gegebenen 
P nkt ausgehen len (begieuzfcen odei 
unbegrenzten) Strahl um seinen Aus- 
gangspunkt in beliebiger Weise sich 
drehen lässt. 



Zioeisternige Ctirven und Flächen. 



Lassen sich auf einer gegelenen 
Curve stoei PtmMe M, 2f marhiren 
von solcher Lage, dass jedwede Tan- 
geftte der Cvrve dur^ einen dieser 
h^den Pv/nMe geht, so mag die Owrve 
zweisternig heissen, und M,N ihre 
Sterne. 

Ein . zweisternige Curve wird da- 
her stets aus swei Winlzdn zusam- 
mengesetzt, mithin ein Fierecft sein. 
Doch kann der eine Winkel des Vier- 
ecks 180" betragen, wodurch sieh 
alsdann dasselbe in ein Dreieck ver- 
wandelt. — Beim Viereck Hegen die 
Sterne in zwei gegenüberliegenden 
Ecken, während beim Dreieck dereine 
Stern in einer Ecke, der andere in 



Ijossen sich auf einer gegebenen 
Fläche zwei Pwnkte M, N marhiren 
von solcher Lage, dass jedwede Tan- 
geniiälebene der Fläche durch einen 
dieser heidcn Pim^e geht, so mag 
dieFläche zweisterntg heissen, und 
M, 2V" ihre Sterne. 

Eine zweisternige Fläche wird 
daher stets aus zwei Kegelmänteln 
zusammengesetzt sein. Als Beispiele 
würden anzuführen sein die Ober- 
fläche desjenigen Körpers, der dureb 
Rotation eines Rhombus um eine 
Diagonale entsteht, ferner die Ober- 
fläche des Dihexaeders, des Octa- 
eders, äßsEhomboeders, des Paraüele- 
ä Würfels, und endlich 



*) Dieser Bezeichnung' hat eicb der Verf. früher bedient, namentlicb z 
1 den Ber. d, Kgl., Sachs. Ges. d. Wias., April 1870, Seite 56, 
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einem beliebigen Punkt der gegen- ' auch diejenige des Tetraeders. Bei 

üb erliegen den Seite sich befindet, i der letzteren Fläche befindet sich der 

I eine Stern in einer Ecke , der andere 

'■ in einem beliebigenPunkte der gegen- 

j überl legen den Seite. 

Vielsternige Curven und Flächen. 
In ähnlicher Weise könnte man allgemein w-sternige Curven und 
Fläcben definiren. Doch ist solches für die hier vorliegenden Zwecke 
von keinem Belang. 



Indem wir nach den eben besprochenen geometrischen Definitio- 
nen den eigentlichen Faden unserer Betrachtungen wieder aufneh- 
men, haben wir uns zunächst des Theorems Ä'^''. zu erinnern. 
Dasselbe lautet; Sollen die ein Potential (/„ erzeugenden Massen auf 
oder innerhalb ff liegen, und eine gegebene Summe M Jiahen, und 
sollen ferner die JJg von irgend welchen auf ff vorgeschriebenen Wer- 
then Fs mw äurek ei^e unbestimmte additive Constante sich unter- 
scheiden : 

(27) lf, = F,-i- Const., 

so sind hierdurch sämmtliche Ua eindeutig bestimmt. 

Um nun zu zeigen, dass ein diesen Anforderungen entsprechen- 
des Potential ü wirklich exietire, markiren wir irgendwo innerhalb 
ff einen festen Punkt, denken uns in demselben die gegebene Masse 
M concentrirt, und führen an Stelle von U ein neues Potential V 
ein, indem wir setzen: 

(28) F„ = p-^ — M'f^ ; 

dabei soll MTa das Potential jenes festen Massenpunktes M auf den 
variablen Punkt a vorstellen. Hierdurch gewinnt die Anforderung 
(27) folgende Gestalt: 

F, = {F,-MT,)-i' Const., 
oder, falis wir zur Abkürzung Fs — MTs='fs setzen, folgende: 

F, =■ /; + Const 
Auch die übrigen an TJ gestellten Forderungen sind auf das neue 
Potential Y leicht übertragbar. So z. B. sollte die Summe der das 
Potential V erzeugenden Massen den gegebenen Werth M haben. 
Folglich wird die Summe der das neue Potential V erzeugenden Mas- 
sen [wie aus (28) ersichtlich] den Werth M^-M, d. i. den Werth 
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Null haben müssen. Jene an U gesteüten Anforderungen werden 
daher, übertragen auf das neue Potential V, folge ndevmassen lauten : 

Va soll das Foteittial irgend welcher Massen sein, die auf oder 
innerhalb ff liegen, und deren Summe Null ist; ferner sollen die 
V, von den auf ff vorgeschriebenen Werthen fs nur durch eine tmbe- 
stimmte additive Constante sich unterscheiden, also der Bedingung 
(29) r, = f, + Const. 

enispreehen. 

Der Verf. zeigt nun, dass man ein diesen Anforderungen ent- 
sprechendes Potential F„ wirklich aufzustellen im Stande sei, falls 
die gegebene Curve oder Fläche ö zweiten Banges und keine swev- 
sternige ist, und falls ausserdem die vorgeschriebenen Werthe F oder 
(was auf dasselbe hinauskommt) die neu eingeführten Werthe f auf 
ff überall stetig sind. Seine Methode (die wir hier ohne weiteren 
Beweis mittheilen) ist folgende: 

Man nehme die innere Seite von ff zur positiven und bilde, von 
den vorgeschriebenen Werthen /' ausgehend, gewisse aufeinander- 
folgende Functionen TF'"', /1"^ indem man zur Bildung der TTW 
die E'ormeln der Ooiumne 1., andererseits zur Bildung der /""il ganz 
nach Belieben die Columne II. oder III. verwendet*); 



1. 


II. 


III. 


;„JF. -//-,(<;«),, 


"'..-/'; -f.. 


1^,. -/;'+/;. 


h,w:-fr,{i«\, 


^:,~f:-f:- 


«"u-fl'+K- 


hnW'^-Jf~{älX, 


K.-C-C- 


K.-c+f:. 


etc. etc. 


etc. etc. 


etc. etc. 



(30) 



Die in solcher Weise entstehenden Functionen /!"' oder fj"* haben 
die Eigenschaft, mit wachsendem n gegen eine Constante zu conver- 
giren, was angedeutet sein mag durch die Formel: 



(31) 



C' 



-C. 



*) In den t'ormeln (30] dient x ala CoHbU vlezuchi ui g fui die Puikte 
a, s, *, d, i. für sämmtlioho Punkto dnr Ebene resp des Raumes Anüx ist 

daselbst in i'iblicher Weise (da)^ für -^ — da gesetzt wo v die positive Nor 
male von a bezeichnet. Diese positive Normale i ist weil wir ih positive 
Seite von e die innere festgesetzt haben, identisch mit der tnu/m Normile 
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Nachdem in solcher Weise die Funutiouen W"* , /'"', sowie die 
Constaute G conatruirt sint^, kann maii nun das geauclite Potential V 
augenblicklich angeben. Denn es wird, wie der Verf. nachweist, 
allen au das Potential V gestellten Anforderungen Genüge geleistet, 
sobald man setzt: 

(32) Va^-iWa-h W;^ W: + Wa H m inf.) ; 

während gleichzeitig für die in jenen Anforderungen [t'ormol (29)] 
auftretende additive Const. der Werth resultirt: 

(33) Const = C, 

wo C die in (3J) genannte Bedeutung hat. 

Auf diese Weise wird also vom Verf. die Existenz des Potentiales 
Y nachgeiviesen durch seine wirldiche Aufstellung, jedoch immer nur 
unter der Voraussetzung, daas die Curve oder Fläche 6 zweiten Hanges 
und Tieifhe eweistemige sei, und dass die auf ö vorgeschriebenen Wertbe 
f daselbst steUg sind. 

Beiläufig sei noch bemerkt, dass das Potential V durch die Reihe 
(32) als das Potential einer auf 6 ausgebreiteten DoppeUielegung dar- 
gestellt ist, daas man dasselbe aber, vermöge einer Transformation 
jener Reihe, auch als das Potential einer auf ff ausgebreiteten ein- 
fachen Belegung darzustellen im Stande ist, und dass sich einfache 
Formeln ergeben sowohl für das Moment jener Doppeibelegung, als 
auch für äii Dichtigkeit der einfachen Belegung. (Vgl. 'das Neumanu'- 
sehe Werk, Seite 206, Für Y ist dort der Buchstabe <i> gebraucht.) 

Der Existenzbeweia für die sogenannte natlirliohe Belegung. 
Bin specieller Fall des Theorems J.i"''', lautet: Sollen die ein 
Potential TTa erseugenden Massen auf oder innerhalb liegen, und 
die Summe Eins hohen, und sollen ferner die T\sConstant sein: 

(34) T\,= Const., 

so sind hierdurch säinmüiche Werthe TTa emdeuHg bestimmt. 

Dieses specielle Potential Ha , welches nach Vorschrift der all- 
gemeinen Formeln (30), (31), (32) sofort berechnet werden kann, 
ist offenbar nichts Anderes als Potential der sogenannten natürlichen 
Belegung. Folglich hann die Existenz dieses PotenÜales TT, some 
auch die der natOrUchen Belegung säher keinem weiteren Zweifel un- 
terliegen, falls nur die gegebene Curve oder Fläche a den vorher ge- 
nannten Bedingungen entspricht, nämlich zweiten Hanges und heine 
zweistemige ist. 

Beiläufig sei hier noch aufmerksam gemacht auf einen andern 
Specialfall des Theorems A"''''., nämlich auf folgenden: Sollen die 
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ein Potential P„ erzeugenden Massen auf oder innerhalb a liegen, und 
die getretene Summe M haben, und sollen ferner die P, constant sein: 

(35) Pä = Cohet. , 

so sind hierdurch sämmtliche Werthe Pb einiJeutig bestimmt. 

Gleichzeitig bemerkt man, dass dieses eindeutig bestimmte Po- 
tential Pß tlurch das vorhergehende Potential TTo ausdrückbar ist, 
iiämiich den Werth besitzt; 

(36) P„ = 1/ TTß . 
Somit ergiebt sich der Satz: 

Es existiren unendlich viele Fotentiale Pa, deren erzeugende Hassen 
auf oder innerhalb ff liegen, und deren Werthe avf ö constant 
sind; doch sind all diese Potentiah von der Form: 

(37) P„ = MU^ , 

wo M eine wilVcuhrlicke Constante beseiclmet , während TT„ das Poten- 
tial der natürlichen Belegung vorstelU. 

Der Existenz beweis für diejenige Function, von -welcher das 
Theorem A"''<. handelt. 

Mau kann das Theorem Ä"'". so aussprechen: Sollen die ein 
Potential W^ erzeugenden Massen auf oder innerhalb ff Hegen, 
und sollen femer die W^ im geschriebene Werthe F, hesttsen: 

(38) W^^^F, 

so sind hierdm ch sämmtliche Werthe Wa eindeutig bestimmt, — ausser 
im singulären Fall 

Um zu zeigen, dass ein diesen Anforderungen entsprechendes 
Potential Wa stets existirt, setze man: 

(39) W.= üa- KUa , 

wo Uo, Ua die bereits berechneten Potentiale (27), (34) sein sollen, 
während K eine noch disponible Constante vorstellt. Alsdann wird: 

(40) TT, = fT, — KU, . 

Nun haben aber Tis, TTj nach (27), (34), falls man die in jenen 
Pornieln enthaltenen Constanten mit B, f bezeichnet, die Werthe: 

;7, -=-?'; + B, 

Somit erhält man: 

(41) TT, = J'; + B - yrr. 

Folglich wird W allen gestellten Anforderungen Genüge l.eisten, 
sobald man jene noch disponible Constante K = -=■ setzt, was nur 
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im singülären Fall: f = zu Un zuträglich keiten führen könnte. — 
Somit ist dargethan, dass, abgesehen von diesem singülären 
Fall, ein den gestellten Änfordemngen entsprechendes Totewtial W 
stets existirt, immer vorausgesetzt , dass die gegebene Curve oder 
Fläche ö zweiten Banges und Mne ntvmtemige ist, uud dass die 
vorgeschriebenen Werthe F auf 6 stetig sind. 

Der Existenzbeweis für diejenige Funotion, von welcher das 
Theorem J"*». handelt. 

Das Theorem t7''"^ lautet: Sollen die ein Potential F,- erzeugen- 
den Massen auf oder innerhalh ö lieg&n, und sollen ferner die V, 
irgend welche vorgeschriebenen Werthe f, besitzen: 

(42) 7,-f„ 

SO sind hierdurch sämmtliche Werthe Vi eindeutig bestimmt. 

Um die Existenz dieses Potentiales nachzuweisen, sind, von den 
vorgeschriebenen Werthen f aus, wiederum die in (30) angegebenen 
Functionen W-"^, /■<"' zu bilden, so wie auch die in (31) angegebene 
Coüstante C. Alsdann wird, wie der Verf. zeigt, allen an das Fo- 
te^ttial V gestellten Anfordertmgen entsprochen, sobald man seist: 

(43) Vi^C-\-{Wi- WO+(T^i'- W'i")-\-{Wr—W7)+--- in inf., 
immer vorausgesetzt, dass die gegebene Curve oder Fläche ff zweiten 
Banges und heine eweistemige ist, und dass ausserdem die vorge- 
schriebenen Werthe f auf e überall stetig sind. 

BßfS Potential V ist durch (43) dargestellt als das Potential einer 
Boppelhelegung , deren Moment sich leicht angeben lässt. Beiiäufig 
zeigt der Verf., dass man dieses Potential, abgesehe^i von der Con- 
stanten C, auch ausdrücken kann als das Potential einer auf 6 aus- 
gebreiteten einfachen Belegung, und giebt eine Formel für die be- 
treffende Dichtigkeit (vgl. das Neümann'sche Werk Seite 209; statt 
V ist dort der Buchstabe Q gebraucht). 

Einige elektrostatisöhe und elektrodynamische Aufgaben. 

Dass die oben exponirten Methoden von Bedeutung sind für 
die bekannten elektrostatischen Aufgaben, bedarf keiner Erläuterung. 
Doch zeigt der Verf., dass dieselben auch von Belang sind für ge- 
wisse elektrodynamische Aufgaben , dass man nämlich vermittelst 
jener Methoden folgende beiden Probleme zu lösen vermag: 

I. Auf oder ausserhalb a sollen irgend welche Massen aus- 
gebreitet werden, deren Potential Ü auf der innern Seite von der 
Sedingvfng entspricht: 



y Google 



wo die f vorgeschriehene Werfhe hemchnen, und v die innere 
Normale von vorstellt. (Vgl. das Neumann'sche Werk, Seite 216.) 
II. Auf oder innerhalb e sollen irgend welche Massen atis- 
gehreiiet werden, deren Fotential U auf der äussern Seite' von 6 
der Bedingtmg entspricht: 

wo die f vorgeschriebene Werthe beseichmen, und N die äussere Nor- 
male von ff repräsentirt. {Vgl. das Neumaun'sche Werk, Seite 218.) 
In der einen wie in tier andern Aufgabe ist unter ff nacli Be- 
lieben entweder eine geschlossene Curve in der Ebene, oder eine 
geschlossene Fläche im Raum zu verstehen. 



Sechstes Oapitel. 
Ueber die von Beer gegelienen approximativen Methoden. 

Schon im Jahre 1856 (Pogg. Annal. Bd. 98, Seite 137) hat Beer 
gewisse Reihenentwicklungen gegeben zur Berechnung derjenigen 
Functionen, von welchen in den Theoremen Ä"'*-*., A'"'\, J"*'. die 
Rede ist, ohne indess die Convergenz und Brauchbarkeit dieser Ent- 
wicklungen einer weiteren Discussion zu unterziehen. Der Verf. ge- 
langt nun zu dem Resultat, dass diese Entwicklungen in der That 
convergent und gültig sind, falls nur die gegebene Curve oder Fläche 
ö zweiten Ranges und heine sweisternige ist. 

Um den Unterschied der See/schen Entwicklungen — gegen- 
über den ^ewMöiwi'sehen — einigermassey zu charakterisiren , sei 
zunächst bemerkt, dass es sich bei Beer — ebenso wie bei Neumann 
— wesentlich um zwei Aufgaben handelt, nämlich: 

I. um die Aufstellung einer Function, welche den Bedingungen 
des Theorems .<4'"'''.,"oder (was ziemlich auf dasselbe hinaus- 
kommt) denen des Theorems A"''^. entspricht; 
IL um die Aufstellung einer Function, welche den Bedingungen 
des Theorems J"*". Genüge leistet. 
Vermittelst der Beer'schen Methoden ist man eimes dieser Probleme 
(gleichgültig welches) zu lösen im Stande, sobald die Lösung des 
andern Problemea bereits vorliegt*); so dass also diese Methoden 



•) Speciell bei den eleldrostatischen Problemen, welche Beer hauptsächlich 
luge hatte, wird allerdings diese VoransBetzung in der Regel erfüllt sein. 
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keine wirkliche Lösung der beiden Probleme, sondern immer nur 
eine Reduetion des einen Problems auf das andere darbieten. 

Das Problem der magnetiaehen Inductlon. 

Die vom Verf. zur Lösung dieses Problems gegebene Methode, 
welche der betreffenden Beer'scheu Methode nahe verwandt sein 
dürfte, basirt ebenfalls auf der Theorie der Doppelbelegungen. Ohne 
hierauf näher einzugehen, sei nur mitgetheilt, was der Verf. über 
das Göltigkeits gebiet seiner Methode bemerkt. Er sagt: 

Ist der gegebene inducirte Körper begremt vim einer Fläche 
(2.ff)'™ Banges, so wird die in Eede stehende Methode stets eonupr- 
geni und gültig sein, falls nur die Magnetisirwngsconstante K des 
Körpers sur Zahl N in der Besiehung stehi: 

Ist mithin N=l, die Fläche also gweiten Ranges, so wird die 
Methode gültig sein fßr jeden beliebigen Werth von K. 

Dabei ist zu beachten, dasa die vom Verf. benutzte Magnetisi- 
rungaconstanfce K zu der ursprünglich von Poisson eingeführten 
Magnetisirungsconstanten k in der Beziehung steht: 

^- 4."-;.) ■ 

Siebentes Capitel, 

Weitere Entwicklung der Tlieorie der Doppelbelegnngen. 

Bezeichnet 6 eine Curve oder Fläche mit festgesetzter positiver 
Seite, und denkt man sich auf e eine Doppelbelegung vom Momente 
(i ausgebreitet, so wird, wie schon erwähnt , das Potential dieser Be- 
legung auf irgend einen Punkt x durch folgende Formel dargestellt: 

(1) TT. =J"ft (/«)., 

(vgl. dieses Referat Seite 127). Nachdem im vierten Capitel der Verf. 
die Theorie solcher Doppel belegun gen für geschlossene Curven und 
Flächen behandelt hat, geht er gegenwärtig zu dem Fall über, dass 
dieselben ungeschlossen sind. 

Will man, wenn e eine ungeschlossene Curve ist, über die Ge- 
sammtheit der Potentialwerthe (1) eine anschauliche Vorstellung ge- 
winnen, so hat man vor allen Dingen zweierlei Werthsjsteme zu 
unterscheiden, das der Wa und das der Wt, indem man sämmtliche 
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Punkte der ganzen unendlichen Ebene, je nachdem sie auf oder 
ausserhalb 6 liegen, resp. mit s oder t bezeichnet. Denn diese bei- 
den Systeme sind, wie der Verf. zeigt, so gut wie ohne Zusammen- 
hang, indem sie fast überall in unstetiger Weise zusammenstossen. 

Das System der Ws, für sich allein betrachtet, ist, wie der Verf. 
zeigt, längs der gegebenen Curve Überall stetig, ausser in den Eck- 
punkten derselben. Denkt man sich nämlich eine Function /' einer- 
seits für die Endpunkte g, h der Curve, andererseits für alle übrigen 
Punkte s der Curve durch die Formeln definirt: 

f, = w^, 

(2) /;= Tn + «,^, 

f/.= Tn, 

so wird diese Function f auf ö allenthalben stetig sein. Dabei be- 
zeichnet Ä, das supplementäre Winkelmass dei Curve im Punkte s, 
und ^s den daselbst vorhandenen Werth von ft. 

Um von dem unstetigen Zusamraenstoss der beiden Systeme W, 
und Wi eine deutliche Vorstellung zu gewinnen, sind die Grenswerthe 
der Wf, d. i. diejenigen Werthe in Betracht zu ziehen, welche Wt 
annimmt, sobald der variable Punkt t der Curve ö unendlich nahe 
rückt. Diese Grenawerthe zerfallen in verschiedene Kategorien. Wir 
können nämlich erstens den Punkt ( einem der beiden Endpunkte 
g, h der Curve sich nähern lassen; die in solcher Weise entstehen- 
den Grenawerthe seien bezeichnet mit Wt^, resp. mit Wti,. Und 
andererseits können wir den Punkt t irgend einem intermediären s 
(d. i. einem Punkte s, der von den Endpunkten durch irgend welche, 
wenn auch noch so kleine, Entfernungen getrennt ist) sich nähern 
lassen; die in solcher Weise entstehenden Grenawerthe mögen be- 
zeichnet werden mit Wts- 

Der Verf. zeigt, dass, entsprechend den unendlich vielen Rich- 
tungen, in welchen die Annäherung von ( an y erfolgen kann, un- 
endlich viele Grenzwerthe Wtg sich ergeben, die aber sämmtlich 
von der Form sind; 

(3) Wi,^A + BA, 

wo A, B Constanten sind, während Ä das Asimuth der Awnakerung, 
d. i. denjenigen Winkel bezeichnet, unter welchem die unendlich 
kleine Linie gt im Punkte g gegen die positive Seite der Curve e 
geneigt ist. Eine ähnhche Formel gilt natürlich für die Wn^ : 

(4) TFa — ^' + KA', 
wo Ä', B', A' analoge Bedeutungen haben. 
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Was andererseits die den intermediären Punkten s entsprechenden 
Greiizwerthe Wt, betrifft, so ergiebt sich, daas dieselben an einer 
gegebenen Stelle s im Ganzen nur zwei Werthe haben, von welchen 
der eine oder andere nur Geltung tomnit, je nachdem die in Rede 
stehende Annäherung von der negativen oder positiven Seite (der 
Ourve) erfolgt. Der Verf. bezeichnet diese beiden Werthe mit 

Pr„,und W;,, 
indem er den Punkt t, je nachdem derselbe von der negativen oder 
positiven Seite sich nähert, respective mit a oder i benennt. 

Die Resultate, zu denen der Verf. hinsichtlich all dieser Grenz- 
werthe TF",^, Wn und Wi, gelangt, lassen sich schliesslich zusam- 
menfassen in folgenden Sätzen: 

Lässt man den variablen Ptmkt t irgendeinem intermediären 
Funkt s von der negativen oder positiven Seite sich nähern, ^md 
beneichnet man denselben im erstem Fall mit a, im letetem mit i, so 
gelten für die betreffenden Qrenzwerthe W^, imd Wn die Formeln: 

dp 9p ' 

WO p eine beliebig gegebene Richtung vorsteUt. 

Lässi man femer den variablen Punkt t einem der beiden En d - 
punkte, s. B. dem Punkte g sich nähern, so gilt für den betreffenden 
Grenswerth Wi^ die Formel: 
(6) W„= Wg-i-iii,(a-A), 

wo A das Azim^th der Annäherung, d. i. denjenigen Winkel bezeichnet, 
unter welchem die unendlich kleine Linie gt im Punkte g gegen die 
positive Seite der Curve geneigt ist. 

Auf die analogen Betrachtungen im Baume (über ungeschlossene 
Flächen) geht der Verf. nicht näher eiu. 

Achtes Capitel, 

Theorie der kaiionisclien Potentialfunctioneii. 

Man kann von den „ Potentialfunctionen eines gegebenen Gebietes" 
sprechen, indem man — nach dem Vorgange von Lipschitz und 
auch wohl anderer Mathematiker — unter einer solchen Function 
das Potential irgend welcher Massen versteht, die theils ausserhalb, 
theils auf der Grenze des gegebenen Gebietes ausgebreitet sind. Diese 
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Potentialfunctioneo bilden das eigeiitliclie Thema, um welches alle 
bisherigen Capitel mehr oder weuiger sich drehen. So i.. B. wird 
durch die Methode dea arithmetischen Mittels (wenigstens in vielen 
Fällen) die Berechnung derjenigen Potentialfunetion eines gegebenen 
Gebietes ermöglicht, welche auf der Grenze desselben mit daselbst 
vorgeschriebenen Werthen entweder vollständig oder bis auf eine 
additive Constante übereinstimmt. Während nun aber bisher jene 
vorgeschriebenen Werthe immer als st^ig vorausgesetzt wurden, mag 
gegenwärtig angenommen werden, dass dieselben unstetig seien, und 
in Üeberlegung gezogen werden, ob vielleicht dieser zweite Fall auf 
den ersten sieh reduciren lasse. Um die Frage genauer zu formu- 
liren, betrachtet der Verf. ein bestimmtes Beispiel. 

Es sei ö eine stetig gebogene geschlossene Curve, ferner 3 das 
Gebiet innerhalb 6, und es sei irgend welche Methode 5J! bekannt*), 
mit Hüife deren man die Potentialfunctionen des Gebietes ^ för steHg 
gegebene Grenawerthe wirklich zu berechnen vermag. — Es fragt 
sich, ob man alsdann jene Potentialfunctionen auch für solche Grenz- 
werthe f zu bilden im Staude ist, welche auf <? in einzelnem -Punkte 
mit mälichen Differenzen behaftet, sonst aber stetig sind. 

Bildet man, um näher hierauf einzugehen, das diesen f ent- 
sprechende Integra!; 

d. i. das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbeiegong vom 
Momente — , so erkennt man leicht, dass die Werthe U, von der 
ünstetigkeit der f, in keinerlei Weise afflcirt, sondern trotzdem 
stetig sind.**) Auch erkennt mau, dass die üi zu den Ui in der 
Beziehung stehen : 



•) Eine solche Methode 3)1 wird z. B. die Methode des a/rifhmetisclien 
Mittels Bein, falls die Curve o zweiten Eaiiges und Iteino zweistemige iet. 

**) Um diese Behauptung zu rechtfertigen, bemerke man zunächat, dass 
das Integral U^, ausführlicher geBchrieben, so lautet: 



^ = t/^^ 



(vgl. dieses Eeferat, Seite 127). Sodann beschreibe man nm irgend einen 
Punkt s„ der Curve o eine kleine Kreislinie, durch ivelchG a in einen innern 
Tteil a' und einen äuesern Theil a" zerfällt, von welchen der erstere, bei 
Moreichender Kleinheit der Ereialinie, ah geradlinig betrachtet werden kann.; 
denn die Curve a ist nach gemachter Voraus eetzung überall von stetiger 
Bildet man nun da« Integral JJ^ fHr irgend einen' auf e, und zwar 
lorium fUr i^jue und sogewaudte MathemaUk. 10 
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V,.-ü, + f. 
(vgl. dieses Referat, Seite 130), so dass also die Stetigkeit der U^ 
sich unmittelbav überträgt auf die if,— Ui,). Folglicb wird man 
mit Hülfe der Methode SBt diejenige Potentialfiiiiction F; des Ge- 
bietes 3 2u berechnen im Staude sein, welche auf ö die Wertbe 
(fs—Uis) besitzt, also der Relation 

entspricht. Giebt man aber dieser Relation die Gestalt: 

so erkent man sofort, dass ( F; + XJij die eigentlich gesuchte Poten- 
tialfunction repräaeutirt, nämlich diejenige, deren Grenzwerthe mit 
den vorgeschriebenen f identisch sind. 

Die vorhin aufgeworfene Frage ist also bejahend zu beantworten. 
Mit andern Worten; Beseicknet 6 dne-iüerall stetig geiogene ge- 
schlossene üv/rve, ferner ^ äas Gebiet innerhalb e, und ist man im 
Sesifg irgend welcher Methode eur -Bildung der Potentialfimctionen 
des Gebietes 3 ßi^ vorgeschriebene stetige Gremwerihe, so wird m<m 
diese Fundionen auch fwr solche Qrensswerthe sw hUden im Stande 
sä,n, welche auf ff m einzelnen Punkten mit, endlichen Bifferen- 
een behaßet, sonst aber stetig sind, — üebrigens hat der Verf. diesen 
Satz im gegenwärtigen Capitel mit grösserer Strenge und zugleich 
auch mit grösserer Allgemeinheit bewiesen, uämhch gezeigt, dass 
derselbe auch dann in Kraft bleibt, wenn die gegebene Curve a 
nicht stetig gebogen, sondern mit irgend welchen Ecken behaftet ist. 

Vor allen Dingen fragt es sieh, ob die behandelte Aufgabe eine 
YÖlUg bestimmte ist, ob also eine Potent ialfunction TF, des Gebietes 
3 durch Angabe ihrer Grenzwerthe f eindeutig bestimmt sei, — 
immer vorausgesetzt, dass diese f keine anderen ünstetigkeiten haben, 
als solche, die in einzelnen DifFerenzpunbten hestehen. Der Verf. 
zeigt, dass solches der Fall ist, sobald man noch gewisse den ein- 
zelnen DifFerenzpunkten entsprechen d.e Bedingungen hinzufügt. Diese 



auf a' gelegenen Punlst s, so 
den Theilen o' und ö"r 

Da o' als geradlinig betrachtet 
Winkel fr in allen Elementen 
gleich ist; «nd erhält also: 


zerfällt dasselbe 

u^=u;+ U'J. 
werden darf, so 
des Integrals U^ 


erkennt 
■ gleich 


90", 


iile 1 entsprechend 

1 sofort, daaa der 
mithin ü; selber 



aus ersichtlich, diias l]^ bei einer kleinen Bewegung des Punktes s 
)■ Weise Tariirt. W. z. b. w. 
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accessorischen Bedingungeu sind leicht aiigebbar. Bezeichnet uäm- 
lich g irgend einen der in Rede stehenden Differenzpiinltte , und 
sind /■; und f^ die in g zusammenstossenden Werthe von f, so be- 
steht die dem Punlite g entsprechende accessorische Bedingung darin, 
dass alle innerhalb eines um g beschriebenen kleinen Kreises be- 
findlichen Werthe W, durch Verkleinerung dieses Kreises theils in 
das Intervall fi----f^ hinein, theils beliebig nahe an dasselbe heran- 
ziehbar sind. 

Analoges ist zu bemerken für das ausserlialh ß gelegene Ge- 
biet 91. Um die Behandlung des Gebiets 31 mit der des Gebiets ^ 
möglichst conform zu machen, empfiehlt es sieh, den Begriff der 
Boten tialf'u 11 ction ein wenig zu modificiren. Für diesen modifieirten 
Begriff benutzt der Verf. das Epitheton: „kanonisch^ . Und zwar 
versteht er unter einer Icanoniscken Potmtialfunction des Gebietes SC 
oder 3 ö^iiö solche, welche abgesehen von einer additiven Constanten 
das Potential irgend welcher ausserhalb oder auf der Grenze des 
gegebenen Gebiets ausgebreiteter Massen von der Summe Null ist. 

Neuntes Capitel. 
Ueber gewisse fcombinatorisehe Methoden. 

Murphy hat bekanntlieli eine combinatorische Methode ange- 
geben, durch welche die elektrostatischen Probleme für ein System 
von beliebig vielen Conductoren auf diejenigen Probleine reducirt 
werden, welche den einzelnen Conductoren entsprechen. Diese Me- 
thode beruht im Wesentlichen auf zwei Sätzen, von denen der eine 
darin besteht, 
(1) dass die auf einem zur Erde abgeleiteten Condudor durch 

&.nen elektischen MassenpunJct (— ] ) inäudrte Vertheilung 

stets monogen und zwar positiv ist; 
während der andere dahin lautet: 
{2) äass die eben genannte Belegung ihrer Gesammtmasse nach 

stets kleiner als 1 ist. 
Um an diese Murphy'sche Methode kurz zu erinnern, mag fol- 
gende Aufgabe in Betracht gezogen werden: Zwei resp. von den 
Flächen a und ß begrenzte Conductoren sind in solcher Weise mit 
Elektricität geladen, dass das elektrische Gesammtpotential V auf a 
den Constanten Werth Ä, andererseits auf ß den Werth Null hat. 
Es sollen für diesen Fall die elektrischen Belegungen der beiden 
Conductoren, sowie auch diejenigen Werthe ermittelt werden, welche 
das Potential V in beliebigen Punkten des Raumes besitzt. 

Um digse Aufgabe nach der Mv/rphy' achen Methode zu behandeln, 



y Google 



148 C. NsaiuNK. 

betrachte man zunÜchst den Conduetor a für sich allein, und be- 
stimme diejenige Belegung Ao dieses Conduetors, deren Potential Ü 
auf a den vorgeschriebenen constanten VVerth A hat, was angedeutet 
sein mag durch die Formel: 

üo, = Ä. 

Sodann bestimme man diejenige Belegung A'^, welche die Belegung 
Ao auf den Conduetor ß inducireu würde, falls derselbe zur Erde 
abgeleitet wäre. Das Potential V dieser Belegung A^ wird alsdann 
auf ß, abgesehen vom entgegengesetzten Vorzeichen, identisch sein 
mit U, was angedeutet werden mag durch 

ü-^ Uß. 

Hierauf bestimme man diejenige Beliegung Aä, welche durch die 
Belegung A^ auf dem Conduetor a hervorgerufen werden würde, 
falls derselbe zur Erde abgeleitet wäre. Das Potential U" dieser 
Belegung A'ö wird alsdann auf a, abgesehen vom entgegengesetzten 
Vorzeichen, ideütisch mit U' sein, also der Formel entsprechen: 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergiebt sich folgendes System 



!-ch Fortsetzun 


g dieses 1 
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Formeln : 














U.-A 




Vf' 


= — 


■u,, 




v: — — 
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ü'f 


— - 
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W, 


UJ 
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m' 



Und mit Hülfe dieser Formeln erkennt man leicht, dass das eigent- 
lich gesuchte Fotential V den Werth hat: 

(4) j7_ Ü-+ D"'+ U"+ ü"'-\ in inf,; 

denn aus jenen Formeln (3) folgt sofort, dass V auf k den Werth 
Ä, andererseits auf ß den Werth Null hat. Zugleich erkennt man, 
dass die gesuchten Belegungen Eo und E,* der beiden Conductoren 
die Werthe haben*): 

E. = A„ + A; + A'„' + ■ ■ • ■ in inf., 

E^ = A;, 4- A^'+ A^ H in inf. 

Auch erkennt man, und zwar mit Hülfe der öätze (1), (2), dass die 
Reihen (5) unter allen Umständen convergmt sind, und da.ss also 
Gleiches auch gut von der Reihe (4). 

*) Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dass die Gröesen A, E die 
DicMigieitm der in Bede Etehenden Belegungen sein sollen. 
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Biese Murp'hy'sche Methode ist auf die analogen ProUeme der 
Ebene nicht mehr anwendbar, weil die Satire (1), (2), wie der Verf. 
zeigt, daselbst unrichtig werden. Aus diesem Grunde entwickelt 
der Verf. eine etwas andere Methode, welche von diesem Uebelstande 
frei ist, nämlich in ganz conformer Weise Anwendung findet auf 
die Probleme des Raumes, wie auf die der Ebene. 

Ausserdem giebt der Verf. eine im Ganzen ähnliche Methode 
(oder vielmehr swei solche Methoden) für den Fall an, dass die bei- 
den Flächen a und ß einander schneidet. Es handelt sich alsdann, 
falls z. B. K und ß Kugelfläehen sind, um die Lösung der elektri- 
schen Probleme für den von diesen beiden Kugelfläehen begrenzten 
^OTSCwförmigen Körper. 

Anhang. 
Erweitepung einiger TJiitersuchungen von Green nnd Thomson. 

Dieser Anhang enthält, wie schon aus der Uebersehrift hervor- 
geht, zwei ziemlich diff'erente Betrachtungen. 
Die Green'sohe I'unction und die Green'selie Masseabelegung. 

Repräsentirt 6 eine geschlossene Curve oder Fläche, und j einen 
festen Punkt innerhalb a, so versteht man bekanntlich unter der 
Qreen'schen Massenbelegung von <? diejenige, welche mit Bezug auf 
alle äussere Punkte äquipotential ist mit einer in j concentrirten 
Masse Eins. Gleichzeitig versteht man unter der Green'schen Firne- 
tion das Potential der genannten Massenbelegung auf irgend welchen 
Innern Punkt i. Der Verf. bezeichnet die Dichtigkeit jener Belegung 
in irgend einem Punkte a und den Werth der Green' sehen Function 
für den Punkt i respective mit jjo und Gi oder (weil beide Grössen 
abhängig sind von dem anfangs gewählten festen Punkte J) mit 



% 



und Gt. 



In analoger Weise kann man von derjenigen Green'schen Be- 
legung und Green'schen Function sprechen, welche einem festen 
Punkte ß ausserhalb 8 entsprechen. In diesem Falle bezeichnet der 
Verf. den Werth der Dichtigkeit in einem Punkte ff, nnd den Werth 
der genannten Function in irgend einem äussern Punkte a resp. 
mit rj^ und G^. 

Solches festgesetzt, ist bekanntlich (wie wenigstens für den Fall 
des Newton'schen Potentials schon Green gezeigt hat): 

(1) '^i = <^l- "Jid (^I = '?« ; 

so dass man diese Functionen einfacher mit Gij und G^a benennen 

kann. 
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Der Verf. zeigt uun, dass für die Green'schon Beieguugeii 9;^ iiiiä 
ij" gewisse Sätze gelten, die vollständig analog demjenigen sind, der 
früher — unter dem Namen des erweiterten GßMSs'selien Satzes — 
von ihm aufgestellt wurde mit Bezug auf die natürliche Belegung fg. 

Um näher hierauf einzugehen , sei V das Potential eines belie- 
bigen Massensystems, dessen einzelne Massenelemeute, je nachdem 
sie aasserhalb oder innerhalb e liegen, respective mit m oder ft be- 
zeichnet werden mögen. Es sei also für einen beliebigen Punkt x: 

(2) F.-.^fc'VJ+^'l"'^-)' 

WO T die früher (Seite 110 dieses Referates) festgesetzte Bedeutung 
hat. Alsdaun drückt jener erweiterter Go.wss'sche Satz (vgl. Seite 122 
dieses Referates) sich durch die Formel aus: 

(3) Jr, y, d„ _2 ("' rrj + ^ (f . 

Und in analoger Weise stellen die neuen Sätze für die Greeiä'schen 
Belegungen sich durch folgende. Formeln dar: 

(4) /V,,;rfo=2(»'0-.)+2(c2',..), 

(5) J\li'i''-2i~T„)+^(^G,,). 

Sind die m sämmtlich Null, so verschwindet in Gleichung (4) 
auf der rechten Seite tla.s erste Glied, während das zweite mit Rück- 
sicht auf (2) in V^ übergeht; so dass man zu der bekannten Formel 
gelangt: 
(4.a) Jv^Xd6= F.. 

Und sind andererseits die fi sämmthch Null, so verschwindet in 
Gleichung (5) auf der rechten Seite das zweite Glied, während das 
erste, mit Rücksicht auf (2), in Vj übergeht; so dass man die eben- 
falls bekannte Formel erhält: 



(5. a) jv^rii^do = 



Uebrigens sind die Eigenschaften der (JreeK'schea Belegungen in 
der JEhene und im Battme, d. h. in der Theorie des Logarithmischen 
und des Newton'schea Potentials nicht durchweg einander entspre- 
chend. So sind z. E. sämmtliehe Wertbe der Function i?^ im Baume 
positiv, nicht aber in der Ebene, ferner ist die Gesammtmaase der 
Belegung tj^ (welche sich ausdrückt durch das Integral h^ds) im 
Saume stets kleiner als Eins, höchstens gleich Eins, nicht aber in 
der Ebene. 
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Andererseits sind die Wetthe der Function ijj, im Räume wie in 
der Ebene, sämmtlich positiv. Auch ist die (Jesammtmasse der Be- 
legung 9)^ (d. i. das Integral j'iiidö), im Räume wie in der Ebene, 
stets gleich Eins. 

Thonison'g Methode der reeiproken Eadien. 

Der Verf. zeigt, dass diese Methode nieht nur ftir das .JVeM'foM'sehe 
Potential im Räume, sondern ebenso auch für das Logaritlimiache 
Potential in der Ebene wichtige Resultate ergiebt. Auch theilt 
der Verf. beiläufig einen neuen Satz über correspondirenäe Kugel- 
ftächen mit. 

Um auf diesen letztern näher einaugehen, bezeichne (o, M) eine 
gegebene Kugelfläche vom Centrnm o und Halbmesser H. Lässt man 
nun von einen Strahl ausgehen, und markirt auf demselben irgend 
zwei der Relation 

(1) (oi)(«B-fl> 

entsprechende Punkte x, §, so heisst bekanntlich jeder von diesen 
beiden Punkten das Spieffelbild des tmdern in Bezug auf die Kugel 
(o, H). Auch pflegt man zwei solche Punkte knrzwiig correspon- 
dirende oder conjugirte Punkte zu nennen. — Sind zwei Paare cor- 
respondirender Punkte x, S und y, tj gegeben, so ist nach (1): 

(2) {ox){o%) = {oy){pn)==H\ 
und' folglich 

(3) Ho"j)^Hnl)- 

Aus dei- Aehnlichkeit dieser Dreiecke folgt sofort: 

/ ., [a;y ) ^ (oa^) ipy) -./ "(öä) joy) 

^ ' an) {on) (o|) r (o|)(o^) ■ 

Der Verf. zeigt nun , dass diese Relationen (4) gültig bleiben *), wenn 
man die Punkte y, rj durch zwei einander eorrespondirende Kugel- 
flachen s, 6 ersetzt, dass naralich die Formeln gelten: 

m (a!B) ^ (OX) (OS) ^ j,/ {OX) JOS) . 

^ ' (|T) (oü) (ö|) y {oinoo) ' 

nur sind in diesem Fall unter (os), (xs) und (oe), (|e) die von den 
Punkten o, X, § an s resp. a gelegten Tangenten zu verstehen, jede 
Tangente gerechnet von ihrem Ausgangspunkt bis zum Berührungs- 
punkt. 

*) Ein sehr einfacher geometrischer Beweis dieses Satzes ist kfiralich von 
H. E. Grassmann gegeben worden (Bor. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wias. 1877, Seite 133). 

Leipzig. 0. tfeumann. 
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Paul O-ordan: Ueber die AuflöBimg der GleiehTingen 5. Grades. 

Für die AuflÖaung der Gleichungen 5. Grades war ursprünglich 
der Gesichtspunkt massgebend, aus denselben durch rationale Trans- 
formation möglichst viele Glieder wegzuschaffen. Die Herstellung 
solcher Formen, derTschirnhausen'scheo undder Jerrard'schen*), 
wo 3 Glieder herausgeschafft sind und in nur 3 noch 1 wesentlicher 
Coefficient übrig bleibt, erfordert aber beschwerliche Eechntmgen; 
einfacher aber weniger weit gehend ist die Herausschaffung von 
nur 2 Gliedern. Daher hat sich weiterhin der Gesichtspunkt geltend 
gemacht, solche transformirte Gleichungen oder solche Reaolventen 
aufzustellen, deren Coeffieienten von möglichst wenig Parametern 
abhängen, nämlich von 2 oder einem. Besonders sind es Gleichungen 
6. Grades, die von Brioschi Jacobi'sche Gleichungen**) genannt 
wo:rden sind, auf welche die Theorie hingewiesen hat. 

Den Anstoss zu diesen Betrachtungen gab eine Bemerkung 
Galois, dass die Modulargieichung 6. Grades der Transformation 
5, Grades der elliptischen Functionen eine Kesolvente Ö. Grades be- 
sitzt. Hermite hat Oomptes Rendus 1858 diese Eesolvente 5. Grades 
wirklich aufgestellt; es ergab sich gerade die Jerrard' sehe Form. Durch 
dieselbe Betrachtung werden auch gewisse J ac o bi ' sehe Gleichungen auf 
die Jerrard'sche Form zurückgeführt. 

In der Theorie der elliptischen Functionen kommen eine Anzahl 
von Ausdrücken vor, vor Allem der Multiplicator, welche Jacobi'achen 
Gleichungen genügen (vgl, Jacobi, Grelle 3). 

Den Herren Brioschi und Kronecker ist es gelungen die all- 
gemeinen Jacob i' sehen Gleichungen sowohl, die 2wesentliche Parameter 
besitzen, als auch die speciellen mit nur einem, mittelst elliptischer 
Functionen zu lösen. Damit ist aber der Weg zur Losung der 
Gleichungen 5. Grades gewiesen. Kroneeker fahrt die Lösung der 
allgemeinen Gleichung 5. Grades auf eine specielle Jacobi'sche zurück. 
Bri oschiführtausserdem für die Jacobi'schen Gleichungen Resolventen 
5. Grades ein, unter andern die Jerrard'sche, in welche man die 
Gleichungen 5. Grades transformiren kann. Aber die nöthigen 
Eliminationen werden entweder nur angedeutet oder sind sehr 
verwickelt. 



*) Dieselbe hat die Form: 

**} Zwischen den Quadratwutaelu der Wucaeln dieser Gleichungen findeD 
l lineare Relationen statt. 
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Ein Portachritt knüpft an die Untersuchungen von Klein Über 
das Icosaeder an (Ann. Bd. IX). Unter den Resolventen der Ico- 
aaedergleicbyng giebt es zunäcbat die specielle Jacobi'sche Grleichung, 
mit deren Hülfe Kroneeker die allgemeinen Gleichungen 5. Grades 
auflöst und eine Gleichung 5. Grades wie sie Brioschi hat. Klein 
hat nun, im Verkehr mit mir auf den Gesichtspunkt hingewiesen, 
diesenZusammenbangbenntztjUmdieallgemeineJacobi'seheGleichung 
auf zwei Icosaedergleichungen oder auch auf eine zurückzuführen und 
in Folge dessen auch die Wurzeln der Gleichung 

x^ -\- aj? + öa; + c == 
durch leosaedert'unctionen ausgedrückt. Eine solche Darstellung ist 
in conciser Form auch in meiner Note (Erlanger Berichte, Juni 1872) 
enthalten, aber in der vorliegenden Arbeit systematischer abgeleitet 
und in noch einfacherer Form gegeben. Zugleich ist die Zunick- 
führung auf specielle Formen 5. Grades, auch auf die Jerrard'sche 



Ich fasse in meiner Arbeit die Auflösung der Gleichungen Ö. Grades 
als specielle Anwendung einer allgemeinen Invariantentheorie der Ico- 
saeder Substitutionen auf; dieselbe bildet die ersten beiden Tbeile 
meines Aufsatzes. Die Auflosung der Gleichung 5. Grades selbst im 
3. Theile stellt sich so einfach dar, dasa einer praktischen Ver- 
wendung der Formeln keine Schwierigkeit mehr im Wege steht. 

Der Inhalt des 1. Theils ist der folgende: Ich behandle die 
120 linearen Icosaedersubstitutionen, durch welche die Form (das 
Icosaeder) : 

in sich übergeht, in der von Klein im 12. Bd. der Math. Ann. 
gegebenen Form. Zu jeder dieser 120 Substitutionen gehört eine 
andere desselben Systems, welche aus ihr entsteht, wenn man 

1 j = coa-^ -|- jsin-^l durch b^ ersetzt. Diese zugehörigen Sub- 
stitutionen wende ich auf andere Variable an und stelle mir nunmehr 
die Aufgabe: 

Alle in den x und y homogenen Functionen zu finden, 
die sich bei gleichzeitiger Anwendung entsprechender Sub- 
stitutionen nicht ändern. Diese Functionen nenne ich Ico- 
saederformen. Zu ihnen gehört zunächst y-,, femer deren Hessische 
Form y^ und die Funetionaldeterminante y^\ sowie die Formen y', 
welche aus den y dadurch hervorgehen, dass man j/j, y^, a;,, x^ 



y Google 



154 P. ÜOHDÄB. 

durch Xi, SJg, — y^, j/^ ersetzt. Diese Operation bezeieline icli durch 
Vertauschung von x mit y. 

Es ist das vollständige System zu auchen, aus dem sich alle 
Icosaeder formen als gaiize Fmictionen zusammensetzen lassen. Dazu 
gehören die y und y^. 

Zunächst bestimme ich nun diejenige Form, welche in beiden 
Variabelpaären möglichst niedrigen Grades ist: 

um die übrigen Formen zu finden ist, da die x und y verschiedenen 
Substitutionen gleichzeitig unterworfen werden, eine Ausdehnung der 
Bildungsprozesse von Covarianten erforderlich. Es muss gleichzeitig 
in Bezug auf die x und in Bezug auf die y überschoben werden. 
Hierdurch findet man die folgenden einfachsten Covarianten von f: 

9^\ (f,f)in = 2/i*.^i V — J/i'j/u«/ — 3«/i=ä/a'a^,' V 

i,= )2(f; (p\„ == «// (a^s + x^^) — 10 3/i* y^ x^^ a^^ + 10 y^' «// x^ x^^ 

@ = i{f,qi)s,<i = s'aJ/i' — Txiy.^y^^ — Tä:^yi^y^^ — x^y^'' 
t = I (/; A,ol (^- A,üi {f, 'pU, y., (mm, (9, 9%,o, 
welche ich durch ü bezeichne, während ich die Formen ü' nenne, 
Vielehe aus ihnen durch Vertauschung von x mit p hervorgehen. 
Unter den U ist @, als hnear, ausgezeichnet. Ich benutze sie und 
die ihr entsprechende & zur Anordnung des Systems und beweise 
den Satz: 

Alle Formen des Systems sind unter folgenden enthalten: 

ü, U', (ü, ®\y (jf &'\^, 
wo die letzteren lieber Schiebungen bedeuten. 

Sondert man die überflüssigen Formen ab, so erhält man das 
System; es besteht aus 36 Formen, sie bilden gleichzeitig das Formen- 
system von f. Diejenigen leosaederformen-,' welche in x und y den- 
selben Grad haben, sind ganze Functionen von f, tp, ip, A 

^-**{/;4 -*(';•)...- 

die unter ihnen, welche sieh bei Vertauschung von x und y nicht 
ändern, von f,tf,i^ aliein; zu letzteren gehört auch A'^. 

Die Theorie dieser Formen vervollständige ich durch Aufstellung 
der associirten Formen, durch welche sich alle übrigen rational 
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darstellen lassen. Es sind diess f, tp, ^, ~, ^^- = c. Zwischen 
ihnen besteht die Relation: 

N^ -27f*^Stp^ + ^f(pi^ 

Der 2. Theil des Aufsatzes beschäftigt sich mit einer Untergruppe 
der Icosaedersubstitutionen, welche dem Tetraedertypue angehört. 
Man hat wieder 3 Formen 5,, g^, g^ in den -y allein, welche durch 
die Gruppe in sich übergehn, und die durch Yertausehnng aus ihnen 
entstehenden /. Unter den Tetraederfornien in x und y befindet 
sich eine bilineare 

Z = - ?/i (^1 + ^a) + 3/a C*i - ^s)' 
Das System der Tetraederformen besteht aus den g und den Ueber- 
schiebungen ig, yf\ ; zur rationalen Darstellung geniigen wieder 
5 Formen, 

Da die Icosaederformen zugleich Tetraederformen sind, ao sind 
sie durch dieses System als ganze Functionen darstellbar. Man kann 
f, (p, (f, 90)1,0, (f, (p)nn so ausdrücken und daher unser Tetraeder- 
formensystem durch die Formen ersetzen: 

f,v, r= (k<p)„.,«)„, - (k A,„ i)„., (f,f).y (/;«■),,.' 

(fa)-,.. (v,t)\y (»-,«•).,.. (F-,f).,. 

Durch diese kann man alle Icosaeder- und Tetraeder formen als 
ganze Functionen darstellen, z. B.: ^(i=^— x^ ~ ^fx^ 'h^9X- Durch 
ft 9") %i ^' (f) x)uo ^^^^ ^^^^ Tetraederformen rational ausdruckbar, die 
von gleichem Grade in x und y durch f, gi, %, c allein. 

Um diese Entwicklung zur Lösung einer Gleichung 5. Grades 
zu Terwerthen, transformire ich dieselbe zunächst in die Gleichung: 

Ihre 5 Wurzeln x'^ 

Xv == — e" Xiyi-\' s ' x^y,2 — * ' ^'ilßi ~ £ '' "-iVi 
erhält man aus x ^^^'^^ Icosaeder Substitutionen und ihre Discri- 
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minante ist /i'^. Die Icosaederfunction — findet man aus dem Ico- 
sae der Parameter ^, welcher rational iii f, <p, %>, c ist, und södanii die 
ajjj/j aus 2 linearen Covarianten. — Ein etwas andrer Weg zur 
Aufsuchung der x,., ist <üe IVansformation der Gleichung I auf die 
BrioBclii'schenNormalformen, die hier als Resolsenten dea Icosaeders 
auftreten. So cxistiren für: 





»^ - 10 m 


. + 45..- Ji, -0 




~y? 


■iOv'+üv- 1 = 


7-/ 

7i' 


»'-5^ 


»" - 135 ^ .. - ^ - 


und zwischen 


u, V, w lind 


X bestehen die Relationen: 




A + uYB . 


1 «^ 


% = 


^' m3^3' ^' 24«^ — 4w+l 


wo A = 


r' + 3. 


sei;. P -.8q5^ + /-i^ 



In den letzten §§ meiner Ärheit ist die Gleichung I auf die 
Jerrard' sehe Form zurückgeführt worden, welche vonHermite durch 
elliptische Functionen gelöst wurde. Diese Jerrard'sche Form ist 
nicht unmittelbar eine Icos aed er -E.es olvente; sondern unter den 
Gleichungen x^ ~t" ^ fx^ — ^ fp X ~\~ ''^ ^^ ^! welche auf dieselbe Ico- 
saederfunetion ■-- führen, befinden sich 3 Jerrard'sche. Diese be- 
handle ich zunächst ebenso wie die ureprünglische und führe sie auf 
die andern Normalformen in ti, v, w zurück. Die hierbei gewonnenen 
Formeln benutze ich dann dazu, um umgekehrt die %\,, v, w durch 
die Wurzeln der Jerrard'schen Gleichung auszudrücken. Auf diesem 
Wege erhalte ich zur Auflösung der Gleichung; 
Z.' + S/'s;/ — ö^^Z. + 1^ = 
folgende Formeln: 

1. Zur Zui-ückführung auf die Jerrard'sche Form 
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Jie Formeln: 










(/•*-8y»)c'-(Sf 91- 


-3«t+ - 


- 27 r - 


9 


— 


afv + Sof 













i;, + 3ejii^ 






cAB + SO fB 






— 16 


(l + 14fcä 


+ ft')» 











c- 

D — 

c ■ -' 
2. Zur Auflösung der Jerrard'sehen Form (nach Ilermite); 

*. - 2 /ä- fF (^ (5 .) + ^ ( --±1!^)) (^ (?^±M^+i)) 






■PF k'^ 
i 

,^__ hJ^h _^- K' + ^J^K ] 

Bei dieser Auflösung der Gleichungen 5. Grades habe ich weder 
die Existenz der drei Jerrard'sehen Formen verwerthet, noch die 
der beiden Wurzeln der Gleichung für <^ noch endlich die Beziehungen, 
welche sich aus den Jaeobi'schen Gleichungen ergehen. 

Erlangen. P- Gordaii. 

*) Diese Formel ist algebraisch lösbar. 
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J. Liirotii. Ueber cyclisch-projectivisehe Punktgruppen in der 
Ebene und im Baume. Matk. Ann. Bd. Xlli, 

Die Aufgabe, welche in der obigen Arbeit gelöst ist, besteht in der 
Äufsucliung einer Gruppe von w reellen Punkten öSj, a^, a^ . . .a^ der 
Ebene oder des ßaumes, die so liegen, d^s es eine projectivische 
Umformung der Ebene vesp. des ßaumea giebt, welche die Punkte 
der Gruppe cykliscb vertauscht. Es werden zuerst diejenigen Elemente 
bestimmt, welche bei einer solchen Transformation sich nicht ändern, 
woran eich dann die Aufsuchung der Punktgruppe schliesst. Es 
ergeben sich die Kesultate: dass bei einer Ebene aile Punkte der 
Gruppe auf einer Gferaden oder auf einem Kegelschnitte liegen müssen, 
dass sie dagegen im Räume auf einer Geraden, oder auf einer Ebene 
(und in dieser auf einem Kegelschnitte), oder auf zwei Ebenen (nur bei 
geradem n) und gleichzeitig auf zwei Kegeln, oder endlich auf einem 
Hyperboloid mit einer Mantelfläche hegen können. 

Karlsruhe. Lüroth. 



L. Koenigsberger: Ueber algebraische Beziehungen zwischen 
den Integralen verschiedener Differentialgleichnngen. 

(Borüliardt's Juurnal iVü Mathamiitik, Bd. 84.) 
Bekanntlich hat Liouvillo aachgewiosen, dass, wenn Abel'sche 
Integrale von der Form 

worin j m 1 el a 1 e 1 net on vo b leutet aul algeb sei e 
Funct n 1 n e le e 1 an cen le te edu rbar d n 1 e ße 

ductionsfo m 1 d e l0j,ar thm ch n f n tionen nm a 1 1 1 v und m t 
Constanten m It pl cirt e nt et n de Argumente d e er Lo^, r tl mea 
nur algel a s he P nct oue von n 1 un 1 Eif e t aifu t one 
in d e Redu tngrnlt o kommen k nnen lasa also die 
allgeme ne Pez ehun^ \ e von Abel d we teren Tran formit on z 
Grün le gelegte Ion nn mn t 

Jj; - + 1 log + 1 io„ + +1 loB 

in welcher u, v■^, v^, . . . v„ algebraische Functionen von x, und 
A,, A^ . . . Ä^ constante Grössen bedeuten. 
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Als ich zum Zwecke einer Untersuchung, welche die Keduction 
hyperelliptischer Integrale auf algehraisch-logarithmische Functionen, 
elliptische Integrale und hyperelliptische Integrale niederer Ordnung 
zum Gegenstande hatte, den Satz von Liouville auf diese Klasse 
von Transeendenten auszudehnen sachte, bemerkte ich, dass derselbe 
in einem fonctionentheoretischen Satze viel allgemeinerer Natur 
seinen Ursprung hat und der Theorie der algebraischen Differential- 
gleichungen angehört. Ich stelle in der oben bezeichneten Arbeit 
den Satz a-uf: 

dass, wenn zwischen einem Integrale Z der Differential- 
gleichung m^^' Ordnung 

und r Integralen 
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ein algebraischer Zusammenhang 

(!)••■ F {x, Z, Z^, Z^, ■■ ■ Zr) == 
besteht, und man setzt — unter der Voraussetzung, dass 
keine der Grössen Z, 2;, Z^, ■ • Z^ selbst algebraisch ist, 
oder zwischen einigen von ihnen eine algebraische Be- 
ziehung existirt. — statt der Grössen Z-^, Z^, ■ ■ ■ Zr andere 
Integrale des Systems von Differentialgleichungen, so wird 
die algebraische Beziehung (1) noch fortbestehen, wenn 



y Google 



160 L. KOENIOSlIEnaEn. 

für Z ein bestimmtes anderes Integral jener Differential- 
gleichung s»*" Ordnung gesetzt wird. 

Icli knüpfe daran die Ausein and eraetzung einer Methode zur 
Untersuchung eines algebraischen Zusammenhanges zwischen Inte- 
gralen von DifFerentiaigleicbungen, stelle Betrachtungen über die 
allgemeine Transformationsgleichung zwischen Abel'schen Integralen 
und Über das Vorkommen der Abel'schen Unikehrungsfunctionen 
in derselben an und bebe die Verwendung des obigen Satzes auch 
für andere Untersuchungen hervor. 

Wien. L. Koenigsberger. 



L. Koenigsberger: Ueber die Eeduotionhjperelliptischei? Integrale 
auf elliptische. (Borctardfa Juurna! für Mathematik.) 
Eine in den „Ännales de la societe seientifique de Bruxeiles" 
(1, annfe 1876) erschienene Arbeit von Hermite, die sich mit dem 
bekannten von Jacobi reducirten hyperellip tischen Integrale erster 
Ordnui^ beschäftigt, und in der angeführt wird, dass die beiden 
hjperelliptischen Integrale 



j^W^'--i.ä.---i) »»o/yp 



-j/(^_a) {8eS _ 6a2 — i) 
sich durch die beiden verschiedenen Substitutionen 






X = ^ und X =- g.^3_ , 

auf die beiden verschiedenen elliptisclien Integrale 

reduciren lassen, war für mich die Veranlassung, das Problem der 
ßcduction der hyperelliptischen Integrale auf elliptische genauer zu 
untersuchen und einige darauf bezüghche Resultate zu veröffentlichen. 
Auf Grund von allgemeinen Sätzen, die ich in einer früheren 
Arbeit „über die allgemeinsten Beziehungen zwischen hyperellipti sehen 
Integralen" (Borchardfs Journal für Mathematik Bd. 81} aufgestellt 
habe, konnte ich acblieasen, dass, wenn zwischen einem hyper- 
elliptischen Integrale 

in welchem B{s) ein Polynom 2p-j-l'^° Grades bedeutet, hyper- 
elliptischen Integralen niederer Ordnung, elliptischen Integralen und 
i-logarithmi sehen Functionen eine Beziehung besteht, für 
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welche die Gfraenzeu der Integrale und die Argumente der algebraisch- 
logarithmisclien Functionen algebraischen Relationen unterworfen 
sind, jedenfalls ein zur Irrationalität yW/) gehöriges hy perelliptisches 
Integral erster Gattung auf ein Integral erster Gattung, welches den 
in der Relation vorkommenden elliptischen Integralen zugehörig ist, 
reducirhar sein musa, und dass, wenn die zu einem der elliptischen 
Integrale gehörige Irrationalität mit 



y^ (a..) = y^ (1 _-«.■) - c'xj" 

bezeichnet wird, 









sein wird, worin x und vVI^ rational durch 2 und yW(/) i 
sind. Es Vässt sich sodann leicht nachweisen, dass man das Problem 
zurückführen kann auf die Aufsuchung derjenigen hjperellip tischen 
Integrale, welche auf elliptische Integrale derart reducirbar sind, 
dass die Variable des letzteren eine rationale Function derjenigen 
des hyperelliptischen Integrales ist, und man wird nunmehr zur 
weiteren Durchführung der Untersuchung zwei wesentlich verschiedene 
Wege einschlagen können. Will man die Typen für die Polynome 
It(/) finden, deren zugehörige Integrale auf elliptische Integrale 
reducirbar sind, so wird man die Betrachtung auf die zu diesen 
Integralen gehörigen ö--functionen ausdehnen können und die Re- 
lationen .für die Moduln dieser ■9'-functionen aufsuchen, wenn die 
zugehörigen Integrale auf elliptische reducirbar oder die resp. 
■Ö'-functionen in ■d'-functionen niederer Ordnung und elliptische 
ö'-functionen zerlegbar sein sollen; in diesem Sinne habe ich mir 
in einer früheren Arbeit „über die Transformation zweiten Grades 
der hy per elliptischen Functionen erster Ordnung" die Frage vor- 
gelegt, welche hyperelliptischen Integrale erster Ordnung durch eine 
Transformation zweiten Grades auf elliptische Integrale zurückführbar 
sind und mit Hülfe der sich als nothwendig ergebenden Gleichung 

d- (0, 0, T^/, 0, r,3'),i = 
auf Grund allgemeiner Sätze, welche ich für die Transformation 
zweiten Grades der hyp er elliptischen Functionen entwickelt hatte, 
die noth wendigen und hinreichenden Bedingungen zwischen den 
Lösungen des Polynoms fünften Grades aufgestellt, für welches die 
dazugehörigen hy per elliptischen Integrale auf elliptische reducirbar 
sind. Ich habe jedoch in der Arbeit, über die ich eben referire, 
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einen andern Weg eingeschlagen und zwar den der algebraischen 
Transformation, in der Weise, wie Jacobi die Reduction eines 
elliptischen Integrales auf ein anderes behandelt oder die Trans- 
formation der elliptischen Integrale durchführt. Ich stelle zuerst die 
Bedingungen für den Grad der Transformation auf, zeige, wie der 
bekannte Jacobi'sche Fall und die von Hermite gefundenen Inte- 
grale sich als einfachste Fälle ergeben, und wie nian für jede Ordnung 
von hjperelliptiachen Integralen beliebig viele auf elliptische Integrale 
reducirbare finden kann. 

Die von Hermite angeregte Frage, ob für die algebraische 
Irrationalität, deren charakteristische Zahl gewöhnlich mitp bezeichnet 
wird, stets auf elliptische Integrale reducirbare Integrale existiren, 
für welche die p Integrale erster Gattung durch ebensoviel ver- 
schiedene elliptische Integrale mit Hülfe von p Substitutionen ans- 
dVückbar sind, wird sich, wie ich glaube, nur mit Hülfe der Theorie 
der ft-functionen beantworten lassen. 

Wien. L. Koenigaberger. 



(Zu Seite 87, Z, 14 v. o, ist einzuschalten;) 
Nachschrift. Von Seiten ihres Verfassers Herrn Charles 
S. Peirce sind mir inawischen die Separatabzüge zweier Abhandlungen 
zugestellt und dadurch bekannt geworden, betitelt: 

Three papers on Jogic, Proceedings of the Ämerican.academy 
of arts and sciences, 1867, p. 250 — 298, und 

DescripUonofanotation forthe logicof relatives, reaultingfroni 

an amplification of the conceptions of Boole's calculus of logie, 

Memoirs of the American academy, Vol. 15, 1870, 62 Seiten, 

welche ich mich zu dem in vorgenannter Schrift von mir gegebenen 

Literaturverzeichniss hiemit nachzutragen beeile. 

Aus der ersteren von diesen beiden Abhandlungen (I, Paper: 
„On an improvement in Boole's calculus of logic") ersehe ich, dasa 
bezüglich einiger wesentlichen Punkte in meiner ersteren Schrift, 
nämlich in Hinsicht auf die Wahrnehmung der vorstehend an- 
geführten doppelten Distributivität sowohl, als auch bezöglich der für 
logische Differenzen und Quotienten auf S. 29—31 von mir auf- 
gestellten Ausdrücke, die Priorität Herrn Peirce zukommt. 

E. Schröder. 
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Bichard Bühlmann: Handbuch der meohanisohen WÖime- 

theorie. üd. l mit theilwciser Boiiutzung von E. Verdet'e Theorie 
mecanique de \& Chaleur. (800 S. mit in den Text eingedruckten 
Holzstichen. Braune chweig, Vieweg & Sohn 1876,) 
Bei Bearbeitung dieses Bucliea ist der Verfasser von der An- 
nahme ausgegangen, daas es dem Fortschritte der Wissenschaft 
nützlich und den Facbgenossen willkommen sein müsse, wenn ein 
Werk entstünde, welches mit thunliehater Vollständigkeit alle wich- 
tigen Arbeiten auf dem Gebiete der mechanischen Wärmetheorie zu- 
sammenfasst, systematisch anordnet und organisch verknüpft. Von 
diesem Gesichtspunkte aus wurde anfänglich eine deutsche Bearbei- 
tung und Ergänzung des oben genannten trefflichen 1^ üiLos von 
Verdet in Aussicht genommen. Schon hei Bearbeitung dei ersten 
Lieferung des ersten Bandes stellte sich jedoch beiau?, diss stit 
dem Erscheinen des klassischen Werkes des französischen Physikeis 
so viele und so bedeutungsvolle Abhandlui^en er'ichienen wiren, 
dass es ungemein schwer fiel, deren wesentlichen Inhalt in den 
alten Rahmen der ursprünglichen Disposition dieses Buches unter- 
zubringen. Ermuntert durch hervorragende Fachgenossen eman- 
cipirte sich der Verfasser daher mehr nnd mehr von der Verdet'sehen 
Arbeit und bat sich in den neueren Lieferungen ganz auf eigene 
Füsse gestellt. 

Nach gewissen Richtungen hin unterscheidet sich diese Arbeit 
wesentlich von allen anderen ähnlichen Werken, welche über Theile 
der mech. Wth. in neuerer Zeit erschienen sind. Es ist nämlich 
hier versucht worden, sowohl den mathematisch -mechanischen Theil 
dieser Wissenschaft, als auch die experimenteile Bestimmung der in 
derselben zur Verwendung kommenden Zahlwerthe, soweit, als dies 
zur Beurtheilung von deren Zuverlässigkeit nöthig ist, als auch die 
zahlreichen Bestätigungen theoretischer Resultate durch die Beobach- 
tungen Kusammenzufassen, um auf diese Weise ein möglichst klares 
Bild davon zu geben, welchen Grad von Zutrauen die einzelnen 
Theile der. mech. Wth, und ihre Resultate zur Zeit verdienen, und 
an welchen Stellen noch offengebliebene Lücken der Ergänzung durch 
weitere theoretische oder experimentelle Untersuchungen harren. 
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Der eigentlich theoretische Theil der mech. Wth. im engeren 
Sinne hat im ersten Baude des Buches seine Erledigung gefunden. 
Nach Wiedergabe von zwei meisterhaften Vorlesungen Verdet's über 
mech. Wth. und Ergänzung derselben durch einige neue Anmerkungen, 
werden zuerst (S, 145 — 183) die mechanischen und rein physi- 
kalischen Vorbegriffe (Temperatur, Wärmemenge, thermische Fläche, 
thermische Constanten: Cp, c„, h, l etc.) behandelt. Der zweite Ab- 
schnitt (S, 184^232) beschäftigt sich vorzugsweise mit dem ersten 
Hauptsatze und der experimentellen Bestimmung des mechanischen 
Äequivalentes der Wärme, für welches, zu Ehren Joule's, der Verf. 
den Buchstaben J vorschlägt. Als wahrscheinlichster Werth für J 
resultirt 425 Kgm.; Joule hat (nach einer briefliche Mittheilung an 
den Verfasser) als Ergebniss neuer, noch nicht publieirter, mit höchster 
Sorgfalt angestellter Versuche 423,7 Kgm. erhalten. Der dritte 
Hauptabschnitt (8. 234—358) behandelt zunächst Joüle's und 
Hirn's Versuche über die äussere Arbeitsleistung und innere Arbeit 
hei vollkommenen Gasen; hierauf werden ziemlich ausführUch die 
Joule-Thomson'schen Untersuchungen über die innere Arbeit hei 
Ausdehnung von Luft, Kohlensäure und Wasserstoff besprochen. 
Daran schliesat sich eine Diseussion der Versuche zur Ermittelung 

des Quotienten — ■ Die Ausflusse rsclieinungen der Gase sind wesent- 
lich nach Zeuner's neueren Untersuchungen dargestellt. Als Ein- 
leitung zur Theorie der Kreisprocesse werden die Definitionen der 
tlicrmi'(i,hen Curven gegeben; als Beispiele zu diesem Kapitel sind 
nach dem Vorgange Rankine'a die Kreisprocesse einiger Heissluft- 
maichmen mitgetheilt, — Der IV. Abschnitt (S. 358—465) handelt 
vom 2 Hiuptsatze, reproducirt den älteren Glausius'schen Beweis, 
PI utert und widerlegt die verschiedenen Einwürfe, die gegen den- 
selben trhoben worden sind und giebt hierauf die Erweiterung des- 
selben, sowie die verschiedenen geometrischen Darstellungen der 
ausseien Arbeit, Gesammtenergie und inneren Energie bei einer be- 
liebigen Zu stand sänderung, sowie die wesentlichsten Eigenschaften 
der thermischen Curven. Den Schluss bilden die verschiedenen Ver- 
suche von Szily, Clausius undBoltzmann den zweiten Hauptsatz 
aus allgemeinen mechanischen Principien herzuleiten, sowie eine 
Kritik derselben. Im V. Abschn. (8. 466—734) werden als An- 
wendungen des zweiten Hauptsatzes, nach Ableitung der Formehi 
für Volumenänderungen, die Wärmoentwickelui^en bei Compressionen 
von Flüssigkeiten und festen Körpern, sovrie die hieraus sich ergeben- 
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den Burechnungen der specifisclieii Wärrao bei constaiitem Volumeu 
erörtert. Besondere Aufmerksamkeit ist hierbei den Fällen gewidmet, 
in welchen der Ausdelinuagscoefficient negativ ist. Die Anwendung der 
allgemeinen Formeln auf die Gase führt auf neue Zustaudsgleichungen 
für diese Substanzen und zur Bestimmung der Abweichungen zwischen 
den Angaben eines Luft- und Kohlensäurethermometers von der 
absoluten Temperatur. Das zweite Kapitel dieses Abselinittes be- 
schäftigt sieh mit den Vorgängen der Verdampfung und Schmelzung, 
sowie mit der Bestimmung der thermischen Constauten der wich- 
tigsten Dämpfe. Die Darstellung des Ausströmena der Dämpfe 
sehliesst sich wiederum genau an Zeuner's neueste Untersuchungen 
an. Auch die Abhängigkeit des Schmelzpunktes vom Drucke und 
die hierin liegende trefFliehe Bestätigung der theoretischen Resultate 
ist ausführhch besprochen. Am Schlüsse dieses Kapitels ist auch 
eine neue Erklärung der Erscheinungen der ßegelation gegeben. 
Nach einer Untersuchung., der thermischen Curven bei Dampf- und 
Flüssigkeitsgemischen sind die bis jetzt bekannten Resultate über 
überhitzte Dämpfe zusammengestellt. Den Sehluss dieses Abschnittes 
bildet eine kurze Betrachtung über die physikalischen Vorgänge in 
der Dampfmaschine, Der sechste Abschnitt {S. 735—800), der 
letzte des ersten Bandes, beschäftigt sieh mit der von KirchhofF 
gegebenen Methode, die beiden Hauptsätze anzuwenden, welche im 
Wesentlichen auf dem Gedanken beruht, dass die Aenderung der. 
inneren Energie eines Körpers nur vom Anfangs- und Endzustande, 
nicht aber von den Zwisehenzusländeu, die durchlaufen worden sind, 
abhängig sei. Eine Anwendung der Formeln auf die Auflösung 
von Gasen in Flüssigkeiten führt zu dem Eesultate, dass bei Mischung 
sehr löslicher Gase mit Wasserdampf und bei Compression solcher 
Geraische Vorgänge einti-eten müssen, welche den bei Bildung 
Chemischer Verbindungen stattfindenden sehr ähnlich sind, ein 
Ergebniss, das auch durch die Erklärung der Erscheinungen der 
Bildung und Dissociation chemischel- Verbindungen aus der kinetischen 
Gastheorie äusserst wahrscheinlich gemacht wird. Bei ihrer An- 
wendung auf die Vorgänge bei Bildung von Salzlösungen und 
Mischung von Flüssigkeiten werden die Kirchhoff'schen Formeln 
wenigstens angenähert bestätigt. 

Chemnitz. Richard Bühlmann. 
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Richard Eütilinaiin: Hanäbuch. der mechanischen Wärmetheorie. 
Bd. 2. Lief. 1. 320 S, mit in den Text eingedruckten Holzstichen. 
Braunschweig, Vieweg & Sohn 1878. 

Diese Lieferung enthält die kinetische Gastheorie und die Ein- 
leitung in die Therm ochemie. Nach einigen aligemeinen Vorbe- 
merkungen über die Beziehungen der Molecularhypothese zur mech, 
Wth. werden "die von Clausius gegebenen Begriffe : Diagregation und 
Entropie erläutert und die mathematische und physikalische Be- 
deutung der wahren Wilrmecapacitat festgestellt. Hierauf folgt eine 
Geschichte der Moleculartheorie, insbesondere der Gase. Daran 
scMiesst sieh die Darstellung der Clausius'schen Gastheorie, welche 
wesentlich von der Annahme ausgeht, dass es in einer ersten An- 
näherung gestattet sei, die Geschwindigkeiten der Gasmolecüle als 
gleich gross anzusehen. Auch die Ableitung der neueren Glausius'- 
sehen Formel für die mittlere WeglUnge, welche auf den von den 
Molecülen selbst ausgefüllten Kaum und "darauf Rücksicht nimmt, 
dass fortwährend eine Anzahl Moleeüle nicht gegen andere Molecüie, 
sondern gegen die festen Winde des eins chlies senden Gefässes stossen, 
ist mit aufgenommen worden. 

Von den beiden Gastheorien Maxwell's ist nur die ältere 
wiedergegeben, da die neuere, welche eine abstosaende Kraft um- 
gekehrt proportional der fünften Potenz des Abstandes zwischen 
den Molecülen annimmt, ohne grössere Uebereinstimmung mit den 
Erfahrungsthatsachen zu ergeben, wesentlich complicirter ist. Auch 
scheint die Thatsache, daas es möglich ist, alle Gase zu condensiren, 
sowie mehrere andere Gründe gegen die Berechtigung einer der- 
artigen Annahme zu sprechen. 

Nach Ableitung der Theorie der inneren Reibung aus dem 
Maxweirsehen VertheilungsgesetKC der Geschwindigkeiten werden 
die 0. E. Meyer'scben Pendelversuche zur Bestimmung der Coef- 
ficienten der inneren Reibung der Gase, die Versuche desselben 
Physikers, sowie die von Maxweil, von Kundt und Warburg und 
von Puluj mit schwingenden Scheiben zur Bestimmung dieser Con- 
stanten mitgetheilt- und ihr Genauigkeitsgrad discutirt. Hieran 
scbliessen sich die Bestimmungen dieser Constaaiten durch Trans- 
spirationsversuche von Graham, 0. E. Meyer, Puluj, Oberniayer 
und Holman und die Untersuchungen dieser letztgenannten Physiker 
über die Abhängigkeit dieser Coefficienton von der Temperatur. Es 
zeigt sich, dass die einfachen Grundlagen der Maxwell'schen Gas- 
theorie nicht ausreichend sind, um die Abhängigkeit der Keibungs- 
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coefficienten, sowie auch, der WUrmeleitungscoeffieienten von der 
Temperatur ohne Hinzunahme neuer Hypothesen über die Beschaifen- 
heit der Molecüle zu erklären. Das einfache Maxwell'sche Ver- 
theiiungsgesetz der Geschwindigkeiten führt für den bei der absoluten 
Temperatur T gültigen Eeihungscoefficienten r^T auf die Formel: 



während die Erfahrung: 






ergiebt, wobei % für verschiedene Gase verschieden ist und i 

den Grenzen 0,70 (für Wasserstoff) und 0,98 (für Aethylchlorid) liegt. 

Die kinetische Theorie der DifTussion ergiebt eine nahezu voll- 
kommene Uebereinstimmung der theoretischen Resultate mit den 
Experimentalunter suchungen von Loschmidt. 

Bei Behandlung der Wärmeleitung der Gase werden zunächst 
die älteren Versuche von Magnus und hierauf die neueren Arbeiten 
von Narr, die epochemachenden Untersuchungen von Stefan auf 
diesem Gebiete, sowie die Versuche von Flank, von Kundt und 
Warburg und von Winkelmann mitgetheilt. Auch die Ergebnisse 
von Winkelmanns Messungen der Abhängigkeit der Wärme- 
leitungs coefficienten von der Temperatur werden berichtet. Die 
Theorie der Wärmeleitnng ist nach Clausiua gegeben, da diese 
Ableitung die leichte stver stand lichste ist und ihre Resultate denselben 
Grad von Uebereinstimmung mit der Erfahrung aeig^, wie die 
Entwickelungen von Maxwell und 0, E. Meyer. Die Arbeiten 
des letzteren erschienen auch erat, als die betreffenden Bogen des 
Buches bereits im Drucke beendet waren. 

Im nächsten Gapitel ist gezeigt, dass die kinetische Gastheorie 
auch geeignet ist, über die Fortpflanzung des Schalles Aufschluss 
zu geben. Die neueren Arbeiten von ßoiti und Brussoti konnten 
leider nicht mehr berücksichtigt werden. Im letzten Capitel der 
Moleculartheorie sind mit Hilfe der bekannten Formel: 



die Summen der Molecularquerschnitte für verschiedene Gase be- 
rechnet worden. In diesem Ausdrucke bezeichnet l, die mittlere 
Länge des Weges eines Molecüles, S den mittleren Abstand zweier 
Molecüle, p den Radius der Wirkungssphäre, Es ergiebt sich diese 
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Summe der Molecularquerschnitte , da N -d^ = 
zahl der Moleciile in der Volumeneinheit ist; 



1, wenn N die Au- 



4 4.1/2.1 

Das Resultat dieser Rechnung ist vielleicht nicht ohne einiges all- 
gemeinere Interesse. Der Vergleich der gefundenen Zahlen zeigt nämlich 
gewisse, auffallige Beziehungen. Da aber nach dem Avogadro'schen 
Gesetze gleiche Volumina verschiedener Gase unter gleichen Druclc 
und Temperaturverhältnissen gleichviel Moleciile enthalten, so sind 
die Verhältnisse der Quersehnittssummen ohne Weiteres Verhältnisse 
der Querschnitte der Molecüle selbst. Mit Röcksicht hierauf wird 
man (da die durchschnittliche Genauigkeit dej gefundenen Zahlen 
ungefähr 8 Procent beträgt) die für zweiatomige Moleculo, mit Aus- 
nahme des Chlors, Wasserstoffs und Chlorwasserstoffs, gefundenen 
Zahlen als unter sich gleich und den Querschnitt des Wasaerstoff- 
moleeüles für halb und den des Chlors für doppelt so gross an- 
zusehen berechtigt sein. Die dreiatomigen Molecüle der Kohlensäure, 
' des Stickoxyduls, des Waaserdampfes und des Schwefelwasserstoffes 
besitzen wiederum gleiche Mole cular quer schnitte und zwar verhalten 
sich dieselben zu denjenigen der Mehrzahl der zweiatomigen Gase 
wie 3 : 2, wie die Anzahl der Atome. Eine Ausnahme macht die 
schweflige Säure, deren Mole cular quer schnitt gleich dem des Chlors 
ist. Eine besondere Stellung nehmen Ammoniak und Chlorwasser- 
stoff ein, ihnen schliesst sich vielleicht auch Sumpfgas an, denn, das 
Mittel dieser drei Zahlen verhält sich zum Molecular quer schnitt der 
zweiatomigen Molecüle ungefähr wie 4 : 3. 

Ebenso ist man versucht, die Molecularquerschnitte des Aethylens, 
der schwefligen Säure, des Chlors und des Chlormethyls wiodenmi 
als gleich anzunehmen und für das Doppelte von denen der zwei- 
atomigen Molecüle anzusehen. 

Nachstehende Tabelle enthält für einige Gase die Querschnitts- 
summe der Molecüle in Quadratcentimeteni, bezogen auf die im 
Cubikeentimeter enthaltenen Gasmolecüie. 

= 1 xOOOO 



Wasserstoff 


H, giOOangeiiähertgloicli 9000 


Sauerstoff 


0,16900 „ „ J8000] 


Stickstoff 


N, 18000 „ „ 18000 


Kohlenosyd 


0018200 „ „ 18000 


1 Stickoxyd 


NO 18700 „ „ 18000: 
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Kohlensäure CO,26700aiigmähei-tgleielia700O] 

Stickoxydul N^O 26800 „ „ 27000 

Wasserdampf H^O 26400 „ „ 27000 } 

I Schwefel- 

HaS 28600 „ „ 27000j 

„ 24000 j 

_ 24000 



.yXDOOO 



„ 24000) 
„ 36000] 

„ 36000} 
„ 36000 
„ 3600oJ 
er liinetischen Gastheorie 



= 4x9000 



Sumpfgas(?) OH^21600 
Ammoniak H^N 23400 „ 
Chlorwasser- 
stoff HCl 24300 „ 
Äethyleii(?) C^H^ 31600 „ 
schweflige 

Säure 80^36700 „ 

Chlor Cla 36700 „ 

ChlormethylCH^ Ol 39300 „ 
0. E. Meyer ist bekanntlich in i 
bezüglieh dieser Zahlen zu anderen Resultaten gelangt; er glaubt 
in denselben eine Bestätigung der Kekule'schen Anschauung, nach 
welcher die Molecüle chemischer Verbindungen durch eine ketten- 
artige Verknüpfung der Atome gebildet werden, erkennen zu sollen. 
Den Bestimmungen der Verhältnisse der Volumina und Dureh- 
messer der Moleküle aus den Summen der Molecular quer schnitte legen 
wir nur geringe Bedeutung bei, da deren theoretische Grundlagen 
ziemlich anfechtbar sein dürften. 

Mit Hilfe dei voll ständigeren Formeln für die mittlere Weg- 
länge der Moleculö, wekhe von Clausiua, van der Waals und 
0. E. Meyer gegeben woiden smd, gelingt es aus den von Regnault 
beobachteten Abweichungen der Gase vom Boyle-Mariotte'schen 
Gesetze und den Versuchen von Andrews und Cailletet über die 
kritischen Tempt-raturen, angenihert die absoluten Werthe der Durch- 
messer der Mole(,Iile euiigei G-ise zu berechnen. Es findet sich: 
der Durchmesser p eines Stiekstoffmolecüles = 34.10~^ cm, 
„ „ Q „ Kohlensäure „ = 16.10"" cm. 

„ „ Q „ Wasserstoff „ = 41.10~" cm. 

Benutzt man diese Wertlie für p, so kann man mit deren Hilfe 
aus den früher berechneten Querschnitts summen der Molecüle deren 
Anzahl bestimmen und zwar findet man, dass bei 0" und 760mm 
Druck* ungefähr 100 Trillionen Gasmolecüle in einem Cubikcen- 
timeter enthalten smd. Man findet femer, dass unter diesen Um- 
ständen die Molecüle selbst i^ngefähr den dreitauseudsten Theil des 
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vom Gase erfüllten Raumes einnehmen. Clausius hatte (i. J. 1857), 
in einer Zeit, in welcher man die zu dieser Bestimmung nöthigen 
experimentellen Daten noch nicht kannte, mit genialem Voransbliek 

diesen Quotienten auf jr— geschätzt. Das absolute (lewiclit eines 

Wassetstoffmolecöles ergiebt sich zu 15.10~^^ g. und das specifische 
Gewicht desselben gleich 360. 

Die Thermochemie, welcher der zweite Abschnitt dieses Bandes 
gewidmet ist, beginnt mit der Bestimniung der Atomgewichte, der 
Ableitung des Ävogadro'schen Gesetzes aus der kinetischen Gas- 
theorie und den bekannten Beziehungen zwischen Atomgewicht imd 
specifischer Wärme. Es wird an der Hand der von Boltzmann 
gegebenen Gleichungen gezeigt, daes die wahre Warmecapacität gleich 
dem Producta aus einer Constanten mit der Anzahl der in der Ge- 
wichtseinheit enthaltenen Atome ist. Daraus folgt, dass das Product 
aus wahrer specifischer Wärme und Atomgewicht eine Constante 
sein muss. Ferner Tiat Boltzmann nachgewiesen, dass bei festen 
Körpern, welche den normalen Elasticitätsgesetzen folgen, die wahre 
Warmecapacität nahezu die Hälfte der durch Beobachtung gefundenen 
specifischen Wärme ist und damit ist das Dulong - Petit'sehe, 
respective Neumann'sche Gesetz über specifische Wärme aus me- 
chanischen Principien hergeleitet. Die selbstverständlich nur als 
erste rohe Annäherung gültige Behauptung, dass die wahre Warme- 
capacität gleich der Hälfte der specifischen Wärme fester Korper 
sei, findet übrigens bei einigen Substanzen eine überraschende Be- 
statigimg. Berechnet man nämlich nach den bekannten von Kopp 
und Lothar Meyer entwickelten Principien die specifische Wärme 
der starren Körper und vergleicht diese mit der specifischen Wärme 
der Gase bei constantem Volumen, welch' letztere bei vollkommenen 
Gasen mit der wahren Warmecapacität identisch ist, so findet mau 
zum Beispiel 



Stickstoff . . 
Chlor . . . 

Quecksilber 

Allerdings wollen wir nicht verschweigen, dass Sauerstoff und 
Wasserstoff zur Zeit noch als Ausnahmen erscheinen. Es ist: 



spucifischG Wäi'me 


bUit 


gasförmig 


0,36 


0,173 


0,18 


0,093 


0,084 


0,042 


0,032 


0,015 
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speciflaülic Wärmi; 
starr gasförmig Verhältnise 
Wasserstoff .... 2,3 2,41 

Sauerstoff .... 0,25 0,15G 

Mit ßückaicht auf den Clausius'schen Sata: „Die innere kine- 
tische Energie einea Körpers ist lediglich eine Function der Tem- 
peratur und unabhängig von der Anordnung der Molecüle und der 
Anordnung der Atome in den MoIeeÜlen (Boltzmann)", ergiebt sich 
aus dem rationell begründeten Dulong-Peti fachen Gesetz als ein- 
fache Oon Sequenz der bekannte Erfahrungssatz: Dem Molecular- 
gewichte jeder Verbindung entspricht im festen Aggregatzustande 
eine speeifischo Wärme, welche angenähert gleich der Summe der 
specifischen Wärmen der im Molecüle enthaltenen Atome ist. Sämmt- 
liehe Brfahrungathatsachen über geeetzmäasige Beziehungen zwischen 
specifischen Wärmen und Atomgewichten finden also durch die me- 
chanische Wärmetheorie, ausgehend vom Maswell'schen Gesetze der 
Vertheilung, der Geschwindigkeiten, ihre rationelle Begründimg. 

Den Schluss dieser Lieferung bildet eine Sammlung der wich- 
tigsten Zahlwerthe über Verbindungs wärmen, welche am Anfange 
der nächsten Lieferunjj noch vervollständigt werden wird. 

Chemnitz, Richard, Rühlmann. 



S. G-undclfinger; Ueber die Transformation von Differential- 
ausdriieken vermittelst elllptisoher Coordinaten. (läorchardt's 
Joimial, Bd. 85, S. 80 ff.) 
Hesse hat in der 22, Vorlesung seiner analytischen Geometrie 
des Raumes ein Uebertragungsprincip angegeben, welches gewisse 
Differentialausdrücke der rechtwinkeligen Coordinaten in solche der 
elliptischen Coordinaten transformiren lehrt, indem man au den beim 
Hauptaxenproblem der Flächen zweiter Ordnung auftretenden Formeln 
passende Veränderungen vornimmt. Die Integration der Differential- 
gleichungen für die Krümmungscui-ven und die geodätischen Linien 
auf den letzterwähnten Flächen wird hierdurch fast ohne alle Rech- 
nung geleistet. In der vorliegenden Arbeit ist gezeigt, dass die In- 
tegration dieser und verwandter Differentialgleichungen vermittelst 
eines ähnlichen Uebertragungsprineips sich auch knüpfen lässt an 
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das Ilauptaxeii2)i-oblem der ebenen Schnitte einer Oberfliiche zweiter 
Ordnung: 

(1) f{x, y, d) ^ a^^ + ^o^^xy -\ {- a^^s^ 

-f 2ao8i» + 2%«/ + 201^3^ + «33 
= 9(3;, y, 3) -j- 2%»; + 2a,sj/ + 2a^^s -j- %, . 
Es seien, nm hierauf näher einzugehen, a, h, c die Cosinus der 
Winkel, welche die Normale der Fläche im Punkte x, y, s gegen 
die Co Ordinatenasen bildet, sowie d, V, c und a", b", d' die Cosinus 
der Tangenten an die beiden durch diesen Punltt gehenden KrÜm- 
mungaünien von (1). Diese drei Systeme von Cosinus lassen sich 
offenbar betrachten als die Coefflcienten einer linearen homogenen, 
orthogonalen Substitution: 

(2) | = aX+a'r+ß"^ 7, = hX'\-h'Y-\-y'Z 

i^cX-\-cY-\-c"Z, 
welche für beliebige, von den x, y, ä unabhängige Werthe der |, tj, % 
die Function g)(|, i;, ^) überführt in: 
{2a) 9)(|,^,£) = A, r^ + 1^7? + fiX^ ~ 2^'Xr - 2^"X^. 

üeber eine derartige Substitution sind ausführliehe Unter- 
suchungen in der 28, Vorlesung von Hessens Raumgeometrie niit- 
getheilt. Insbesondere bedeuten nach denselben Aj und i.^ die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung: 



D(A) = 



3f 






mit Anwendung des Zeichens 



z/(A) für 



, — A 



»22 "~ ^ 



durch die Formeln gegeben sind: 

Führt man ausserdem das Symbol v durch die Gleichung ein: 
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SO kana mau das neue Uebertragungsprincip Iblgeudermassen aus- 
sprechen: 

Man denke sieh aus den droi Gleichungen 

D{\,) = D(}^) = f{x,y, 5) = 
die Coordinaten eines YCründerlichen Punktes x, y, s auf der Fläche 
(1) als Functionen von i^ und X^ dargestellt. Alsdann ist es er- 
laubt, in der durch (2) und (2a) naher definirten orthogonalen Sub- 
stitution, sowie in allen ans ihr folgenden Gleichungen an Stelle 
der Grössen: 

I, 71, S; X, Y, Z 
beziehungsweise zu setzen: 

. dx, dy, dB; 0, dXr('^^il^''^)~\ d^i-(2X^ii"v)-K 

Weim I^ + (a^ajia^^a^^), also auch eine Wurzel der quadratischen 
Gleichung l)(l)=:0 — etwa A^ — verschwindet, so ist in dieser 
Fassung des lieber tragungsprincips an Stelle von {2X2(i"v)~'-dX2 2U 
substituiren: v(2X^{i.")~'^dB, 

^^-^(&i^.io-[(iiy+(iiy+(ii)>.+..+..) 

angenommen. Die Beweise, sowie mehrere Anwendungen sind in 
der Abhandlung ausführlich mitgetheitt. 

TübingüR. S, Gundelfinger. 



S. Güntlier: Studien zur Geschichte der mathematischen und 
physikaliaohen Geographie. Halle, Kotiert. 

1. lieft. Dio Lehre von der Brdrnndimg und Brdbewogiing im. Mittel- 

altei' bei den Occidentalen 1877. 

2. Heft. Die Lelire von der Erdrnndung und Erdbowegnng im Mittel- 

alter bei den Arabern und Hebräern 1877. 

3. Heft. Aeltere und neuere Hypothesen über die chronische Ver- 

setzung des Erdaclrwerpunktes durch WasBermassen 1878. 

Die beiden ersten Hefte bilden ein geschlossenes Ganze, welches 
sich möglichst an die analogen Untersuchungen von Ukert und 
Schiaparelli anzuschliessen bestimmt ist. Es wird demzufolge 
zuerst des tViiben Zu Standes dos geographischen Wissens in der 
patristischen Periode gedacht, alsdann die Reform desVirgilius von 
Salzburg und Adam von Bremen geschildert und der endliche Durch- 
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bruch richtiger Aoschauuiigen in seinen verschiedenen literarieclien 
Aeueeerungen (Omons, Sacrobosco) wie auch in den Erzeugnissen 
damaliger Kartographie verfolgt. Einzelne Spuren der Kenntniss 
von der Bewegung der Erde finden sich allerdings bereits bei den 
Scholastiker nj wogegen Dante, dessen Kosmographie hier eingehend 
besprochen wird, sich noch durchaus eonservativ Yerhält, obwohl 
er die Lehre des Pbiloiaus kennt. Eine wirkliche Äxendreliung 
der Erde lehrte Nicolaus Cusanus, dessen freisinnig kosmo logischer 
Standpunkt hier Kum ersten Male seinem wahren Werthe nach ge- 
wiird^t wird. Regiomontan und Domenica Maria können blos 
indirect unter den Vorläufern des Copernicus genannt werden, 
ebenso Fracastor, dessen Theorie homocentrischer Sphären auf 
Eudoxus zurücklonki Hingegen ist Lionardo da Vinci selbst- 
ständig auf die Bewegung der Erde gekommen, die er in mathe- 
matisch interessanter Weise behandelt. Als umnittctbare Vor- 
copernicaner erscheinen Widmannstadt und Celio Calcagnini. 
— Der zweite Abschnitt beginnt mit einer ausführlichen Besprechung 
der ersten arabischen Gradmessungen, beschäftigt sich weiter mit 
den Schriften jener Mathematiker, welche die Kugelgestalt der Erde 
wissenschaftlich behandelten, erörtert die graphischen Erddarstellungen 
jener Periode und zieht auch die besonders aus dem Compendium 
des Kazwini zu entnehmenden unwissenschaftlichen Hypothesen 
orientalischer Schriftatelier bei. Die Drehung der Erde lehrte Ibn 
el Wardi, und Katibi setzt die für und gegen eine solche spre- 
chenden Gründe ausfuhrlich auseinander, ohne sich jedoch zu ihren 
Gunsten zu entscheiden. Hierauf wird ein Ueberblick über die ent- 
sprechenden Neuerungen auf theoretisch-astronomischem Gebiete ge- 
geben; die sogenannte Trepidationstheorie, die Sphärenlehre des Al- 
petragius und die weniger energischen Angriffe des Ärzachel und 
Geber gegen Ptolemaeus finden hier ihre Stelle. Den Schluss des 
Abschnittes bilden der bisher fast gar nicht bekannt gewordene Ibn 
Badja, der Excent«r und Epicyklen verwarf, und König Alfons Xll, 
in dessen „Libros del saber" dem Planeten Mercur eine eUiptische 
TJmlaufsbahn zugewiesen wird. — Die Hebräer waren, wie aus den 
verschiedenen „Baraitha's" hervorgeht, im achten Jahrhundert unserer 
Zeitrechnung gewiss vollkommen mit der wahren Gestalt des Erd- 
körpers bekannt. Im elften Jahrhundert schrieb Abraham ben 
Chija eine verdienstliche mathematische Geographie, d«ren Beweis- 
methoden zum -Theile beute noch von Werth sind, der Umfang der 
Erde war bekannt, und Schriften wie diejenigen des Esthori und 
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Isaak ben Joseph verrathen eine respectable Bekanntschaft mit 
geographischer Ortsbestimmung und Paraljaxenrechnung. Anderer- 
seits freilich herrschten im Talmud und anderen religionsphilo- 
sophi sehen Schriften auch gar viele abenteuerHche Hypothesen, 
welche im Änschluss an den „Augenspiegel" Asarja de Uossi's 
aus Mantua durchmustert werden. Anspielungen auf die Erdrotation 
finden sich bei Schemtob und im kabbalistischen Buch Sohar, Die 
Planetentheorie der älteren Juden endlieh wird nach dem „Weg- 
weiser der Irrenden" von Maimonides dargestellt. Zu den beiden 
letzten Abschnitten hat Moritz Steinschneider in der von ihm 
redigirten „hebräischen Bibliographie" einige Correctionen mitgetlieüt, 
welche vielleicht bei späterer Gelegenheit passende Verwendung 
finden. 

Das dritte Heft knüpft an eine im ersten gelegentlich bespro- 
chene mittelalterliche Hypotliese an, weicher zufolge die Erde und 
die zu ihr gehörigen Wassermassen zwei escentrisch in einander 
geschobene Sphären darstellen sollten. Die ersten Keime dieser 
Irrlehre gehen bis ins Alterthum zurück, wo Strabo die Ansicht, 
als hätte das Meer nicht überall das gleiche Niveau, bekämpfen zu 
müssen glaubte. Seneca Hess durch eine plötzliche Aenderung 
dieser Art seine Weltkatastrophen entstehen. Was die Scholastiker 
anlangt, so huldigten sie durchweg der richtigen Anschauung, dass 
das flüssige Element in Form einer concentriachen Kugelschale das 
feste umschliesBO, erst Vineenz von Beauvais geht theilweise von 
ihr ab. Dazu kam, dass arabische Naturforscher eine Anziehung 
der Erdgewässer nach dem Südpol hin unter dem anziehenden Ein- 
fluss der in exeentrischer Bahn die Erde umlaufenden Sonne po- 
stulirten. Auch Reiseberichte sprachen für eine centrale Anschwellung 
der Erdfeste in Hoehasien, und so büdete sich die Meinung aus, 
unter dem reichgestirnten Nordhimmel strebe die feste Erde, unter 
dem sternarmen Siidhimmel ein Wasserberg empor. HiefUr er- 
klärten sich besonders Brunetto Latini und Ristoro von Arezzo, 
wogegen Dante die Ausschreitungen der Lehre energisch bekämpft 
und bei diesem Bestreben ansehnliche Kenntnisse in Physik und 
Mechanik an den Tag legt. Einzelne Gelehrte, wie Paulus Eur- 
gensis und Oapuanus de Manfredonia sprechen Sich noch im 
Sinne dieser Excentricitätshypothese aus, und der Naturphilosoph 
Patritius hat sich ein selbstständiges von derselben wenigstens 
nicht weit abweichendes System gebildet, ja Columbus glaubte Lim 
Orinoko jene locale Wasser an Schwellung wirklich gefunden zu haben. 
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Gesund und von mathematischer Schärfe sind hier wie allenthalben 
die Ansichten Copernic'g nnd Liouardo da Vinci's. Weiter wird 
auseinandergesetzt, wie im vergangenen Jahrhundert durch Lacaille 
die Vermuthung aufliam, dass die nördliche und südliche Erdhalh- 
kugel sich nicht symmetrisch zu, einander verhielten, wie diese Ver- 
muthung in den Hypothesen Wrede's und Lamarck's einen Wider- 
hall fandj welch letztere auf einem Auseinanderhegen des geome- 
trischen und physischen Mittelpunktes beruhte. Endlich werden 
noch (üe bekannten zur Erklärung der Eiszeiten aus gesonnenen 
Theorien Adhemar's und Schmick's einer gedrängten Darlegung 
und Kritik unterzogen und besonders hervorgehoben, dass eine ma- 
thematische Prüfung der letzteren wesentlich den Punkt im Auge 
zu behalten bat, ob die durch die Attracüon der nächsten Himmels- 
körper beeinflusste flüssige Hülle der Erde eine den Bedingungen 
der Niveaufläche genügende Oberfläche besitze, oder nicht. 

Ansbach. S. Günther. 



Der Thibftut'sche Beweis für das elfte Axiom, historisch und 
kritisch erörtert. (Analiachev Gymnasialprogramm für 1876/77.) 
Thibaut hatte in seinem genetischen Lehrbuche der Eie- 
rn entarmathematik zuerst den Satz von der Winkelsumme des Drei- 
ecks dadurch bewiesen, dass er einen Strahl successive die drei 
Aussenwinkel durchlaufen und schliesslich nach einer Drehung von 
360" in seine Anfangslage zurückkommen liesa. Hier wird gezeigt, 
dass auf dieses Verfahren sowohl in einer selbatständigen Abhand- 
lung von tfermar, als auch in den Unterrichts werken von Kunze 
und Fischer-Schröder die Parallelentheorie zu begründen ver- 
sucht worden ist, und dass ihrerseits auch die „Ausdehnungalehre" 
Grassmaan's von einem ganz ähnlichen Verfahren Gebraucli macht. 
Zum theoretischen Theile seines Planes übergebend weist der Auf- 
satz nach, dass der fragliche Beweis von einer bekannten die Ver- 
tauschung von Rotation und Translation betreffenden Wahrheit der 
Kinematik abhängig ist, welche selbst nur wieder mit Hülfe ge- 
wisser Eigenschaften des Parallelogramms bewiesen werden kann. 
Es empfiehlt sich deshalb, jenen Satz in axiomatischer Form an 
die Spitze des plani metrischen Unterrichtes zu stellen, denn derselbe 
hat gewiss in hohem Grade die Eigenschaft der Leichtverstilndliehkeit, 
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aber eine natürliche Coiisequenz der ÄiiBehauiiiig unseres Raumes 
als einer in sicli congruenten dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, 
wie von gewisser Seite behauptet werden wollte, ist er nicht. Dies 
wird durch ausführliche Erörterung der Bewegungs Verhältnisse auf 
der Fläche- von constanter negativer Krümmung dargethan. Man 
gelangt so von einer wesentlich anderen Seite her zu der freilich 
längst anderweit gewonnenen Ueberzeugung, dass die Forderung, 
durch ebene Construetionen die Parall elenlehre causal zu begründen, 
einen Widerspruch in sich schliesst, 

Ansbach. S. Günther. 



Grnndlehren der mathematischen Geographie und elementaren 
ABtronomie.' (München, Ackermann.) 
Obwohl speeiell auf Wunach bayeiiscber CoUegen und für die 
Gymnasialverhältnisse des engeren Vaterlandes bearbeitet, sucht sieh 
diese Schrift doch auch dadurch ein grösseres Publicum, dass sie den 
gewiss einzig correcten didactischen Gedanken, den historischen Ent- 
wickelungsgang der Astronomie auch heim Unterrichte zur Geltung 
zu bringen, consequenter durchführt, als dies in vielen Schriften 
von ähnlicher Tendenz geschieht. Sämm tische Probleme werden 
stets dann behandelt, wenn die säraratlichen empirischen Hülfsmittel 
zu ihrer Lösung bereit vorliegen. So tritt naturgemäss die sphä- 
rische Astronomie in den Vordergrund. Topographische Astrono- 
mie und Astrophysik, Chronologie und Karienprojeetion werden" 
mehr nur anhangsweise behandelt; überall tritt die mathematische 
Seite des Gegenstandes soweit hervor, als es die angenommenen 
Vorkenntnisse, darunter natüriich auch sphärische Trigonometrie, 
nur irgend gestatten, Verf. hat genau nach dem in diesem Buche 
eingehaltenen Lehrgang mohrfach akademische Vorlesungen gehalten 
und hält denselben in Folge dessen für vollkommen geeignet, auch 
diesem erweiterten Zwecke als erste Grundlage zu dienen. 

Ansbach. S. Günther. 
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lieber die Eeduotion elementarer astronomischer Probleme auf 
planimetrische Betrachtungen, (EracKeint in der „Zcitsolir. f. 
math. II. naturw. Uüterriclit".) 

Bei der Ausarbeitung des vorstehend erwähnten Leitfadens drängte 
sich vielfach die Ueberzeugurig auf, dass sehr häufig den meist etwas 
mechanischen Operationen der Raumtrigonometrie mit grossem Vor- 
theil eine planimetrische substituirt werden könne. Die Note stellt 
festj dasa dies speoiell bei solchen Aufgaben aus pädagogischen 
Gründen zu geschehen habe, in welchen Bögen kleiner Kugelkreise 
als integrirende Bestandtheile auftreten. Um einen Anhaltspunkt 
zu haben, wird eine ziemlich umfassende Aufgabe dieser Art (zur 
Zeit t nach dem Aufgang eines Gestirnes soll dessen Azimuth imd 
Höhe gefunden werden) einerseits descriptiv, andererseits mit Hülfe 
der ebenen Trigonometrie behandelt und die Lösung mit der durch 
sphärische Trigonometrie erzielten in Parallele gesetzt. 

Ansbach. S. Günther. 



lieber näherungsweise KreistheUimg. (Zeitsthr. f. il, Eeakcliulweaen, 
3. Eand.) 

Eine eingehende Discussion der zur approsiinativen Einschreibung 
regulärer Vielecke einzig bekannten Generalregeln von Renaldin 
und von Herzog Bernhard von Sachsen-Weimar. Nachgewiesen 
wird, dass manche andere Methoden, welche anscheinend einen selbst- 
ständigen Charakter tragen, mit der erstgenannten identisch seien, 
so diejenige, welcheSteczkowskiim 25. Bande vonGrunert'sÄrchiv 
und diejenige, welche V. Schlegel im 22. Bande von Schömilch's 
Zeitschrift untersucht haben. *) Die Fehlercurven beider Verfahrungs- 
weisen werden construirt und erklärt; beide bieten merkwürdige 
Erscheinungen. 

Ansbach. S. Günther. 



*) Als ein immerhiu bemertenswarther historiacber Fund möge die bei 
diesem Anlaas constatirte Tbatsache beKoiehuet werden, dass die Unriobtigkeit 
der RenEtldiri'schen Vorachrift nicht, wie man bisber allgemein annahm, 
zuerst von Jacob Bernoulli, sondern mehrere Jaiire früher in einer Königs- 
bei^ev Dissertation bewiesen ward. 
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Die Anschauungen des Thomas von Aquin über äie Grundsätze 
der mechanischen Physik. (Kosmos, 1. Jatrg. 3. Heft.) 

Dass auch der in der Geschichte der Naturwissenschaften Ver- 
hältnis am äss ig wenig genannte Schüler des Albertus Magnus, 
Thomas Aquinas, über gewisse Hauptfragen in einer überraschend 
richtigen Weise geurtheilt. habe, diesa zu zeigen ist der Endzweck 
dieser Note. Nachdem in kurzen Zügen das Wegen der ariatot«hachen 
Physik gekennzeichnet worden, wird Thomas' Stellung zu der 
Frage vom Perpetuum mobile als eine durchaus negative geschildert, 
hierauf wird nach den betreffenden Quellen erhärtet, daas er das 
Erwärmtwerden schnell bewegter Körper durchaus richtig „ex vehe- 
mentia motus" ableitet und überhaupt die Wärme, die er als vom 
Lichte unzertrennlich betrachtet, als eine oacillatorische Bewegung 
definirt, eine Erklarungs weise, welche er der angeblich vonDemokrit 
verfochtenen Emanationstheorie ausdrücklich gegenüberstellt. 

Ansbach. S. Günther. 



Antike Nahemngsmethoäen im Lichte moderner Mathematik. 
(Abhandlimgen d. kgl. bülim. öefiellecliaft d. Wissetiaeliaften, 6. Folgfi, 
0. Band.) 
Diese Studie ist der weiteren Ausführung einer in der ersten 
Sektion der Münchener Naturforscherversammlung gegebenen und 
in- deren Berichten enthaltenen Notiz gewidmet. Obschon auf 
historischem Boden beruhend ist sie gleichwohl selbst zunächst 
nicht geschichtlicher Natur, sondern sie soll lediglich ersehen lassen, 
wie die bei alten Mathematikern vorkommenden Naherungswerthe 
heutzutage auf möglichst kurzem und elegantem Wege eruirt werden 
können. Der erste Abschnitt beschäftigt sich mit der Sarosperiode 
der Babylonier und der altaegjptischen Verhältnisszahl x = -^y 
der zweite mit den chronologischen Beformen des Cleostratus und 
Meton und besonders ausführlieh mit den Quadratwurzeln des Heron 
Älexandrinus, Alsdann kommen die archimedischen Irrational- 
zahlen und diejenigen neueren Versuche an die Reibe, welche die 
Entstehung jener divinatorisch zu begründen bestimmt waren; die- 
selben rühren von Lagny, Hauber und Buzengeiger her und 
kommen sämmtlich in einer mehr oder minder versteckt liegenden 
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Kettenbru eil eilt Wickelung überein. Die sc clizigth eilige Bereehnimg 
der Quadratwurzel, welche von Theon angegeben worden, wird, was 
bis jetzt noch niemals versucht worden zu sein scheint, in algebraische 
Formeln gekleidet. Zum Schlüsse wird ein in den mathematischen 
Sammlungen des Pappus gelehrtes Conatructions verfahren zur Auf- 
lösung des delischen Problemes, resp, zur Extraction von Cubit- 
wurzeln, analytisch untersucht und als, ein consequent mit sehr 
rascher Convergenz fortschreitender Algorithmus erkannt. 

Ansbach. S. Günther, 



Ferrini: Fisioa. tecnologica — Elettricitä e magnetismo. (Di Itinaldü 

rerrini, prof, nel ß. Istituto Tecnieo Superiore di MiliUio. Milaiio, 

Hoepli 1878.) 

Questo libro contiene l'esposizione delle principali applicazioni 

deir elettricitä e del magnetismo fondata sulla teoria dei potenziali 

che vi e premessa. L'aufcore ha eereato di metterai a livello dello 

stato attuale della scienza e delle applicazioni, estendeudosi partico- 

larmente sui metodi di misurazione che oflrono tanta importanza 

aia dal lato teorico che da quello pratieo. Parecchie quesüoni aono 

trattate ex -novo. 



Sulla resistenea delle eliehe degli elettromagneti telegrafici. . (Nota 
del prof. E. Ferrini letta al R. Istituto Lombardo di Scienze e lot- 
tere il 31 Gemiajo 1878.) 
Lo scopo di questa Nota e di mostrare ehe le divergenze ti'a 
i defctami della esperienza e quelli della teoria uitomo la piii utile 
resistenza delle eliehe degli elettromagneti telegrafici sono di pura 
apparenza e derivano dal modo improprio di calcolare la resistenza 
delle linee telegrafiche. 

Mailand. Ferrini. 



E. Eertini: Una nuova proprietä delle ourve di ordine n con iin 
punto {n — 3)"^'". (Transimti della R. Aocad. dei Lincei, Vol. I, 
Serie III.) 
La proprietä e la aeguente: -— Data una curva P d' ordine 

n (> 2i) COH un punto (n — 2)""'" 0, esiste un sistema .S*^" (lineare 
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00""% di curve, di ordinc n — (, aventi in un punto (ra •—■ i — 2)"'*''' 
e passanti pei punti di contatto delle tajigeiiti a F parteiiti 
da — . 

Se r possiede punti doppi (oltre 0) le carve del aistema £<^" 
passano per essi ed hanno in ciaecnno per tangente la conjugata 
armoaica della retta che congiunge il punto doppio con rispetto 
alle due tangenti nel punto doppio. 

Pel sistema 2^<^", deile condizioni esprease dal punti fissi comuni 
alle eurve del sisteniaj s — 1 sono conseguenza delle rimaneBti. 



E. Bertini; Sülle curve raaioaali per Ig quali si possono asae- 
gnare arbitrariamente i punti multipli. (Giomale di Matematiche, 
Vol. XV.) 

1. La condizioiie neceasaria e sufficiente affiiiche una curva 
razionale aia riducibile ad una retta per traaformazioni univoche 
(fra due piani), e clie la eurva goda della proprietä, ehe ai poasano 
assegnare arbitrariamente le posizioni di tutti i suoi punti multipli. 
Queato teorema raechiude i teoremi noti relativi . alla riducihiütä 
di un fascio e di una rete di curve razionali ad un fascio e ad una 
rete di rette. 

2. Una curva dotata della preceiJente proprietä e inoltre di 
avere la somma delle moltiplieitä dei tre punti multipli pitielevati 
eguale all' ordine accreseiuto äi 1, e neeeaaariamente una della se- 
guenti (oltre la retta); 

Una curva di 5" ordine con sei punti dopp'i. 

Una curva di 6*' ordine con un punto triplo e sette punti dopp'i. 

Una curva di 8** ordine con sette punti tripli; 

Una curva di 11" ordine con aette punti quadrupli e un punto 
triplo; 

Una curva del 17" ordine con otto punti scatupli; 

Una curva del 20" ordine con otto punti settupli ed un punto 
triplo ; 

Una curva di ordine v (i- > 1) con un punto (v — 1)"!''° 



Bertiui: Rieerche exille trasformazioni univoche involutorie 
nel piano. (Anuali di Matematioa — Serie II, Tomü VIII). 
Queste ricerche tendono alla soluzione del problema: — Indicare 
i trasforniazioni involutorie nel piano che sono irri- 
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ducibili, cioe non possono dedursi l'una dall' altra per una trasfor- 
mazioiie univoca — . 

Premessi (§ 1) alcuüi teoremi che riguardano la riducibilitä 
di un sistema lineare ad ordine inferiore per traaformazioni onivo- 
che, si dimoatra che: 

1. Ogni trasformazione involutoria e dedocibile per trasforma- 
zioni univoehe da altre aventi i punti fondamentali a distanze fliiite 
(Appendice, No. 51). 

2. Ogni curva l'ondamentale che passa a volte pel punto fon- 
damentale a cui corrisponde (in una trasformazione involutoria avente 
i punti fondamentali a distanze finite) pnci essere considerata eome 
posizione particolare di una curva variabile in nn sistema lineare, 
oo". Le curve di questo sistema sono di genere a— 1, si tagliano 
in 2ß — 2 punti variabili e sono corrispondenti fra loro o a se 
medesime nella trasformazione involuioria. . Per ciascuna trasfor- 
mazione involutoria esiste sempre almeno uno di tali aistemi (§ 2). 

3. Esaminando i casi a = 1, « = 2, « = 3 (g 3, 4, 5) e, nell' 
ipotesi che le curve del precedente sistema corrispoiidano a se mede- 
sime, il caso ff > 3 (§ 6) le trasformazioni inTolutorie sono ridu- 
cibili ai tipi seguenti: 

a) Omologia armonica; 

b) Trasformaaioni involutorie (di Jonquieres) di ordine J3 -f- 2 
con 2p -\- 2 punti semphci fondamentali distinti, aventi una cnrva pun- 
fceggiata unita d'ordine _p -j- 2, di genere p (j* > 0), con un (solo) 
punto p^^" nel punto (p -j- l)'^^^" deUa trasformazione; 

c) Trasformazione involutoria deU' 8" ordine con 7 punti tripli, 
avente una curva puntcggiata unita di 6" ordine, per la quäle quei 
sette punti sono dopp'i; 

d) Trasformazione involutoria del 17" ordine con 8 punti ses- 
tupli, avente una curva punteggiata unita di 9" ordine, per la quäle 
quegli otto punti sono tripli. ^ 

A completare la ricerca rimangono a discutere le trasforma- 
zioni involutorie, per le quali, essendo a > 3, si prosentino soltanto 
sistemi di curve corrispondenti fra loro. 

Pisa. E. Bertini. 
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Wilh. Fiedler. 1) TJeber die Synmietrie nebat einigen andern 
geometrischen Bemerkungen. ViertelJahrsschrJR der Züricher 
Natur forscliendeii GosoUscliaft. (Jahrg. 1876, p. 50—66.) 

2) Geometrie und Geomechanik. Eine Uebersicht zur 
Eennaeichnung ilirea Zusammenhanges nach seiner gegenwärtigeil 
Entwicklung. (Ibid. Jahrg. 1876, p. 186—228.) 

3) Die birationalen Transformationen in der Geometrie 
der Lage. (Ihid. 1876, p. 369—383.) 

4) Zur Reform des geometrischen Unterrichts. (Ibid. 
1877, p. 82-97,) 

Die erste der vorgenannten kleinen Arbeiten ward veranlasst 
durch die mir auffallenden Mängel der elementaren Darstellungen 
der Symmetrieiehre, nämlich durch ihre Unvollständigkeit— denn sie 
vernachlässigen sämmthch eine mit den übrigen gleichberechtigte 
Art der Symmetrie räumlicher Figuren, diejenige in Bezug auf eine 
Axe — und die offenbare Ursache derselben — , nämlich den Mangel 
eines elementaren anschaulichen Nachweises aller möglichen Symme- 
trielagcn von zwei gleiehgebildeten Figuren von drei Dimensionen. 

Einen solchen elementaren Nachweis habe ich gegeben. Für 
die ebenen Figuren genügt die zweimalige Darstellung eines Polygons 
aus den gleichen Bestimraungs stücken in derselben Aufeinanderfolge 
und die Untersuchung der möglichen Vereinigungen in derselben 
Ebene bei Deckung eines Paares ihrer entsprechenden Seiten; Vier 
Lagen, von denen eine die Deckung, zwei die Symmotrielagen mit 
Ase und die letzte die Synunetrielage mit Centrum bilden; jene 
Seite und ihre senkrechte Halbirungslinie sind die Axen, ihr Halbirungs- 
punkt ist das Centrum der Symmetrie. 

Für drei Dimensionen bildet man aus drei congruenten Exem- 
plai'en eines Oberfläehennetzes, welches etwa zur Erleichterung 
der Anschauung ein Rechteck ABGD enthält, zwei (congruente) 
Polyeder I, II durch Benutzung derselben Seite der Netzebene als 
Aussenfläche, ein drittes (symmetrisches) III mit seiner entgegen- 
gesetzten Seite. Von der Deekungslage von I und II aus sind dann für 
II drei Drehungen um 180" möglich um die Symmetrieaxen des 
Rechtecks und um die Normale seiner Ebene in seinem Mittelpunkte, 
so dass die neuen Lagen von II mit I axensymmetrisch sind, während 
die Flächen ABCD vereinigt liegen. Und von der einfachsten 
möglichen Verbindung zwischen I und III bei Vereinigung dieser 
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Flächen unter Zusammenfallen ihrer gleichbenannten Ecken aus- 
gehend erhält man durcli die Drehung um 180" um dieselben Äsen 
drei weitere ^mmetrische Lagen, wovon zwei mit Symmetrieebene 
und die driSe mit Symmetrie centrum. Die drei Äxenaymmetrie- 
lagen der gleichsinnig congruenten Figuren, die drei Ebenen symmetrie- 
lagen und die ceutrische Symmetrielage der un gleichsinnig congruenten 
bilden mit der Deckung der ersten die acht Lagen , welche den 
Oetanten um einen Punkt im Raum von drei Dimensionen ent- 
sprechen. 

In der Geometrie der Lage erscheinen die Typen der elemen- 
taren Symmetrie als Specialfälle der Involution gleichartiger Gfe- 
bilde von ein, zwei, drei Dimensionen — insbesondere der über- 
sehene Typus der Äsensymmetrie für Figuren von drei Dimensionen 
als Specialftill der geschaarten Involution oder der Collineation der 
Räume mit zwei windschiefen sich selbst entsprechenden Geraden. 
Ich habe nicht unterlassen, die Vortheüe hervor zu heben, welche 
der analoge stufenweise Auibau dei elementaren Untersuchung für 
.die EntwJckelung der Raum ans chauung darbietet In der allgemeinen 
Form der Involution sieht man zugleich, dass die sich selbst ent- 
sprechenden Elemente die moghchen Combmationen dualer Paare 
der Elemente erschöpfen Punkt und Geiade, oder Ebene und Ge- 
rade (im Bündel) für zwei Dimensionen, Punkt und Ebene, Gerade 
und Gerade für drei. 

Auf die Symmetrien ungleichartiger Gebilde, die vor Allem die 
Metrik der Eiern entarge ometrie liefern, habe ich nur kurz hin- 
gewiesen, da sie dem elementaren Zweck nicht entsprechen. 

Im Uebrigen enthält der Aufsatz einige Bemerkungen im Zu- 
sammenhang mit meinem Buche: „Die darstellende Geometrie in 
organischer Verbindung mit der Geometrie der Lage" (vergh dieses 
Kepertorium Bd. I, p. 205 f.); z. B. über metrische Specialisirungen 
der Construetion projectiyischer gerader Reihen und Strahlenbüschel; 
über die symmetrisch gleichen entsprechenden Reihen und Strahl- 
büschel in ebenen und Über die symmetrisch gleichen entsprechen- 
den Ebenen und Bündel in räumlichen centrisch collinearen Systemen, 
Eine derselben, über die Art, wie die Untersuchungen der Geometrie 
der Lage systematisch auf die eindeutigen Transformationen führen, 
habe ich in der unter 3) genannten Schrift etwas näher entwickelt: 
Es ist die Betrachtung des doppelt eonjugirten Elements zu einem 
gegebenen bei in einander liegenden projectivischen Gebilden; man er- 
hält alle Arten der birationalen Transformationen in der specieilen 
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Lage der Involution; die Projectivität der Räume führt besonders 
auf die Abbildungen des Pimktraumea in den tetraedraien Complex 
— ohne jedoch Punktabbildungen auszuschliossen. 

Ebenso schliesat sich das Schriftchen unter 4) au 1) an, die 
Erörterung meiner Ansicht über die wünsch ensw er the Reform des 
gesammten geometrischen Unterrichts; veranlasst durch die zahl- 
reichen neueren Veröffentlichungen in dieser Richtung, und ins- 
besondere mit Bezug auf das Buch: „Geometrie der Ebene, syste- 
matisch entwickelt von Dr. F. Kruse" (Berlin 1875). Das Wesent- 
liche meiner Ansicht, dass die Geometrie darstellend-geometrisch 
verfahren, dass sie in der niathematieehen Abstriwtion unserer fak- 
tischen Orientirung im Räume ihie leitenden Ideen suchen soll, so 
daas eine Reform am besten in dei engeien Verbindung von reiner 
und darateUendor Geometrie zu finden wäre, was Alles hier be- 
sonders auch dem erwähnten Buche gegenüber ausgeführt wird, 
vrill ich nicht näher erörtern, weil sich die Kürze des Scliriftchens 
nicht wohl noch weiter kürzen lässt. Aus dem Buche von Herrn 
Kruse ist zur Erläuterung der Abschnitt von der Afiingleichheit 
ebener Figuren herangezogen; derselbe giebt Anlass zu der Aus- 
führung, dass die Affingleichheit zu dem überall vernachlässigten 
speciellen Fall der centrischen Collineation ebener oder räumlicher 
Figuren gehört, bei welchem das Centrum in der Collineationsaxe, 
resp. Collineations ebene liegt, und dass daher die affingleichen Ge- 
bilde mit den axen- resp. üb enensymmetri sehen verbunden sind durch 
den Satz: Zwischen dem einen von zwei afSngieichen Systemen und 
dem zum andern in Bezug auf die Axe oder Ebene orthogonal- 
symmetrischen System findet schräge Symmetrie in Bezug auf die- 
selbe Axe oder Ebene statt. Und allgemein, die Lehre von den 
geometrischen Verwandtschaften dogmatisch einzuführen, anstatt sie 
aus ihrer natürlichen Quelle hervorgehen zu lassen, woraus sie auch 
historisch entsprui^en ist, will mir als keine gute Reform erscheinen. 
Aber auch von systematischer Reform ganz abgesehen, will mich 
bedünken, dass zur Klärung und Festigung der Definitionen Uebungon 
ans dem Grenzgebiete zwischen der darstellenden Geometrie und 
dem Zeichnen etwa nach Stabmodellen höchst nützlich wären, wie 
diese: Eine drei- oder mehrseitige Ecke, ein Tetraeder, Parallelepided, 
Prisma, eine einfache oder Doppelpyramide etc. liegt etwa nach 
Stabmodell gezeichnet vor; man kennt von einer geraden Linie die 
beiden Punkte, in welchen sie zwei der zugehörigen Flächen durch- 
stösst, von einer Ebene die Punkte auf drei Kanten, und soll die 
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Scbnittpunkto der ersteren mit den übrigen Flächen resp. die voll- 
ständige Querschnittsfigur die letzteren verzeichnen; man soll durch 
einen Punkt in' der in eraterer "Weise bestimmten G-eraden die Trans- 
versalen der Paare windschiefer Kanten des Körpers ziehen etc. in 
mann ich fachen Variationen. 

Die Schrift: „deometrie und Geomechanik" unter 2) ist eine 
orientirende ü eher sieht, gewissermassen auch Inhaltsangabe einer 
im Somraersemester 1876 zuletzt gehaltenen Vorlesung, über die 
Bedeutung der involutorischen ßeciprocität des Nullsystema in der 
Statik, Kinematik und Dynamik, mit besonderem Bezug auf die 
seit 1871 veröffentlichten Arbeiten des englischen Gfelehrten It. St. 
Balk Ich habe mich bemüht, in Kürze mogbebst klar und durch 
genaue Literaturnachweise genau verfolgbar den für diese Disciplinen 
wesentlichen Zusammenhang und seine allmahUge Erkenntnisa auf- 
zuzeigen, welcher stattfindet zwischen der canoniaehen Form der 
Bewegung eines starren Systems, der durch ihre Axe, ihren Pfeil 
oder die Grösse der Verschiebung bei einer Drehung um die Winkel- 
einheit im Bogenmasa, und ihre Amplitude bestimmten Schrauben- 
bewegung oder der Windting; ferner der cauonischen Form eines 
Systems von Kräften, dem durch die Aseder Einzelkraft, den Pfeil 
oder Quotienten aus dem Momente des in ihrer Nonnalebene wir- 
kenden Paares durch die Intensität der Einzelkraft, und die Inten- 
sität der Letzteren bestimmten, gleichfalls unt^r dem Bilde der 
Schraube darstellbaren Winder und den rein geometrischen Be- 
ziehungen der einstimmigen Congruenz und des Nullsystems oder 
des linoaren Complexes. Von Euler und d'Alembert ab bis auf 
die Gegenwart ist alles Wesentliche dieser Entwickelung aufgeführt 
und in der auf das Endziel weisenden Verbindung dargestellt. Dabei 
sind die geometrischen Oonsequenzen der Entwickelung nur historisch 
verzeichnet, während ihre Ausführung unterblieb — es ist ersicht- 
lich, daaa die zu sich selbst dualen Raumcurvea, von denen in Bd. I, 
p, 224 berichtet ist, auch in ihre Eeihe gehören — , um Raum zu 
haben für eine nähere Darlegung der Dynamik fester Körper von 
diesen Grundlagen aus, und für die verschiedenen Stufen der Be- 
dingtheit resp. Freiheit der Bewegung, welche möglich sind. A\ii 
die Lehre von der Zusammensetzung der Winder oder Windungen 
vermittelst des Cylindroids, einer metrisch specialisirten ßegelfläche 
dritten Grades, und von der Reciprocität der Windungen und Winder 
oder der Involution der bezüglieben Schrauben oder hnearen Com- 
plexe, folgt die Entwickelung der zweckmässigen Coordinatenbeatim- 
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nrnng. der Schrauben, in Bezug auf ein System von sechs reci- 
procalen Sehrauben nämKch; dann treten mit der Einführung der 
Masse des Bewegten in die Untersuchung die Gruppen der materiell 
conjugirten oder der Hauptträgheit s schrauben, und der potentiell 
conjugirten Hauptschranben, sowie schliesslich als zu l)eiden zugleich 
gehörig die der harmonischen Schrauben hervor. Die Ableitung 
der allgemeinen Differentialgleichungen der Dynamik unveränder- 
licher Systeme und die anschauliche Losung des allgemeinen kine- 
tischen Problems, sowie die nähere Erörterung des besonderen Falles, 
in welchem der Körper frei ist nach Windungen um alle Schrauben 
eines Systems dritter Stufe (was wieder die Rotation um einen 
festen Punkt als sehr speciellen Fall cinschliesst), endigt die Ab- 
handlung. 

Ich wollte damit hauptsächlich der Verbreitung der vorge- 
führten Ideen dienen, an deren Weiterführung auf das Gebiet der 
Hydrodynamik etc, ich nicht zweifle, und mache daher keine An- 
sprüche auf Originalität. Immerhin glaube icli, dass mir der ein- 
fache Nachweis von der Existenz der Centralaxe einstimmig con- 
gruenter Räume durch Specialisirnng der Collineation in Art. 1 an- 
gehört, aus dem die bekannte Ghisles'sche Oonstruction derselben 
aus zwei entsprechenden Dreiecken heivorgeht und dessen Grundidee 
zugleich die meisten der Satze hefcit welche Chasles über die 
Bewegung starrer Systeme mitgetheilt hat. 

Auch habe ich für die daistellend geometrische Behandlung 
des Cylindroids die zweckmassigsten Giundlagen und einen einfachen 
Beweis für seine wichtigste Eigenschaft gegeben, wuiiaeh die von 
einem Punkte aus auf seine geraden Erzeugenden gefällten Nor- 
malen — die Äsen der zum Cylindroid reciproken Schrauben — 
einen Kegel zweiten Grades bilden, da ihre Pusspunkte in einer 
Ellipse liegen. 

Einer meiner Herren Zuhörer in jener Vorlesung, Dr. A. Göbel, 
hat seither die Begründung der Lehre von der Zusammensetzung 
der Winder durch das Oyhndroid vermittelst des Arbeitsprincips 
zum Gegenstand seiner Dissertation und einer besondem Veröffent- 
lichung gemacht „Die wichtigsten Sätze der neuern Statik in 
elementarer Darstellung." Zürich 1877. 

Zürich-Unterstrass. Willi. Fiedler. 
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Albert Pliegner: Die Bergbahn -Systeme vom Standpunkte der 
theoretischen Masohinenlehre. Zürich', OroU, Füscli & Co. 
(„Teaiiiiiöhe Mitthlgn." 9. Hnft.) 

Die Arbeit ist ein vervollständigter Abdruck einer Reihe von 
Artikeln, die der Verfasser im VII, Bande der Zeitschrift „Die Eisen- 
bahn" veröffentlicht hatte. 

Bei der Untersuchung und Vergleichung der verschiedenen 
Systeme ist auf die Anlage- und Unterhaltungskosten der Bahn 
keine Rücksicht genommen worden, da namentlich die letzte Grösse 
bei einigen Systemen noch nicht durch die Erfahrung festgestellt 
ist. Als Hauptfrage wurde vielmehr angesehen die Ausnutzung der 
an der Hauptwelle des Motors (Locomotive oder irgend eine statio- 
näre Maschine) verfügbaren Arbeit auf Fortsehaffung der Nutzlast, 
einschliesslich der Wagen. Es wurde daher bei den untersuchten 
Systemen das VerhUltniss der Nutzleistung dividirt durch die effec- 
tive Leistung des Motors, das sogenannte Güteverhältniss des 
Systems, ermittelt und zur besseren Uebersicht in einer Tabelle für 
einige Fälle berechnet. 

Zunächst sind die Systeme mit beweglichem Motor unter- 
sucht, also die eigentlichen L o com otiv bahnen (das gewöhnliche 
Adhäsionssystem, der Dampfomnibus, die Systeme von Flachat und 
Thouvenotj von Pell, das Zahnradsystem und das System Wetli). 
Auf einige andere hierher gehörende Systeme ist kurz hingewiesen. 
Bei allen diesen Systemen wird der Hauptarbeits Verlust hervor- 
gebracht durch die Nothwendigkeit, die Loc emotiven mit fortzu- 
bewegen. Das Güteverhältniss zeigt sieh abhängig von Steigung 
und Geschwindigkeit, und zwar im Allgemeinen mit Zunahme dieser 
beiden Grössen abnehmend. Eine Vergleichung des Güteverhält- 
nisses der einzelnen Systeme zeigt, dass wenn man die erhöhten 
Kosten des Oberbaues der Special Systeme mit berücksichtigt, bis zu 
Steigungen von etwa 5% das gewöhnliche Adh'asions System (natürlich 
mit Tender-Loeomotiven) den Vorzug verdient. Erst bei grösseren 
Steigungen ist man berechtigt und genöthigt, zu besonderen Systemen 
zu greifen. Mit diesen kann man dann noch bis zu Steigungen 
von etwa 30"/o gehen, bei noch grösseren wird die verfügbare Arbeit 
zu schlecht ausgenutzt. Mit Zunahme der Steigung ist übrigens 
eine Eeduction der Geschwindigkeit nöthig. 

Die zweite untersuchte Gruppe bilden die Drahtseilbahnen 
(das einfache Seil, das Doppelseil mit Berg- und Thalfahrt, dasselbe 
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mit Locomotivbetrieb , das Seil ohne Ende mit Bergfahrt allein, 
dasselbe mit Berg- und Thalfahrt, die Bahnen von Hodgson, 
Agudio und Handyaides. Der Ärbeitsverluat hat seinen Grund 
in den Bewegungs wider ständen des Seiles, wozu bei den Bahnen, 
die nicht ein Seil ohne Ende anwenden, noch das Heben des Seil- 
gewichtes kommt. Das Güteverhältniss wird in Folge dessen 
wesentlich mit von der Länge der Bahn abhängig; der Einfluss 
der Steigung bleibt auch bestehen. Die Geschwindigkeit da- 
gegen fällt entweder ganz aus der Formel heraus, oder ist doch 
von nur untergeordneter Bedeutung. 

Wenn solche Bahnen ausser Verbindung mit anderen stehen, 
so kann man besonderes Betrieb smaterial mitSicberheitsvorricbtungen 
für den Fall eines Seilbruches voraussetzen. Dann stellen sie sich 
sehr günstig, namentlich bei gleichzeitiger Berg- und Thalfahrt, 
weil in diesem Falle der hinunterfahrende Zug einen sehr be- 
deutenden Tbeii der nöthigen Arbeit übernimmt und den Motor so 
entlastet, dass sieh dann meistens Güte Verhältnisse grösser als 100"/,, 
finden. Diese Arbeit der Schwerkraft am tbalwärtsfahrenden Zuge 
wird sonst durch Bremsen vernichtet, ist also hier reine Erspamiss 
an Betriebskosten. In diesen Fällen kann man auch vertica! 
fördern. 

Sind Drahtseilbahnen dagegen Theilstrecken anderer Bahnen 
die gewöhnliches durchgehendes Betrieb smaterial befördern müssen, 
so sind für den Fall eines Seilbruches besondere Sicherb eits Vorrich- 
tungen nicht am Platze, es muss vielmehr die Sicherheit dnreb eine 
in genügendem Masse verfügbare Bremskraft geboten sein; dann 
werden solche Systeme aber wesentlich migüustiger, sogar un- 
günstiger, als die Systeme mit beweglichem Motor. Höchstens etwa 
das System von Agudio, aber nur in Anwendung auf einen zahn- 
star^jenartigen Fortbewegui^smechanismus, und dann auch das 
Doppelseil mit Locomotivbetrieb könnten für Theilstrecken jenen 
gegenüber in Frage kommen. 

Bei den zuletzt untersuchten atmosphärischen und pneu- 
matischen Bahnen mit verdünnter oder comprimirter 
Luft zeigt sich die Steigung ohne Einüusa auf das Güteverhältniss, 
dagegen die Länge und die Geschwindigkeit. Dabei wächst das 
Güteverhältniss mit abnehmender Länge und zunehmender Ge- 
schwindigkeit. Die atmosphärischen Bahnen, bei denen sich die 
treibende Luft in einer engen Röhre ausserhalb des Zuges befindet, 
ergeben ein so geringes Güteverhältniss, dass ihnen jede Existenz- 



y Google 



190 HliliBlCH StBKIBTZ, 

berechtiguüg vom ökonotnischen Standpunkte lusi ib^fe'spiüLhtn wli 
den nrnsa. Für die pneumatisclienBalmen dagegen, bei welchen 
der ganze Zug von der Rohre umschlossen wiid, und die in Folge 
davon mit wesentlich geringerem Luftüberdrucke aibeiten können 
stellt sich das Güteverbältniss günstiger, so da&s sie m manchen 
Fällen neben den weniger guten Seilbahnen und auch neben den 
Systemen mit beweglichem Motor in Frage kommen konnten 

Zum Schlüsse ist noch darauf hingewiesen, dasa, wenn man die 
Arbeit untersucht, die zum Heben einer Last luf eine liestmimte 
Höhe nöthig ist, man bei allen* Systemen eine gunstigste Steigung 
findet, die beim Ad häaiona System etwa 157oo betiagt, bei anderen 
Bahnen dagegen oft so gering ist, dass bei ihr em be'5onderp>< 
System keine Berechtigung hätte. Dann bestimmt sich die Steigung 
namentlich mit B-üeksicbt auf die Anliigokosten und aut lie voi 
aus sichtliche Frequenz der Bahn. 

Zürich, März 1878. Prof. Albert Fliegner. 



ich Streintz: „Bereclinung der transversalmagnetisii' en- 
den Kraft eines einen Eisen etab durehfliess enden gal- 



Ich habe unter dem Titel „Die elektrischen Nachströme trans- 
versal-magnetisirter Eiaenstäbe" in dem LXXVI Bande der Sitzungs- 
berichte der k. Acad. d. Wiss. zu Wien eine Abhandlung veröffentlicht, 
welche zuerst die Berechnung der Kraft enthält, mit welcher ein 
einen Eisenstab durchflies Sender galvanischer Strom dessen Mole- 
cularmagnete zu drehen bestrebt ist und dann die Resultate einer 
Experimentaluntersuchung mittheilt, die ich in Gemeinschaft mit 
meinem Vetter Dr. Franz Streintz ausgeführt und sich auf die 
durch Erschütterung eines transversalmagnetisirten Stabes erzeugten 
Nachströme bezieht. 

Hier soll in Kürze nur von dem ersten Theile die Rede sein. 
Um zu erfahren, welche Wirkung der den Eisenstab durch- 
fliessende Strom auf einen Molecularmagnet ausübt, denke man sich 
den Strom aus einzelnen Stromfäden bestehend, von denen nun jeder 
den Molecidamagnet zu richten bestrebt ist. Derselbe würde sich, 
wenn er vollkommen frei beweglieh wäre, transversal gegen die 
Richtung des Stromes stellen, da alle auf ihn wirkenden Strom- 
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fäden parallel sind. Um die Stellung der Moleeiilarmagnete noch 
weiters zu bestimmen, genügt eine Constmktion, welche leicht zeigt, 
das 8- eich dieselben in coneenfcrischen Kreisen um die Äxe des 
Stabes anordnen werden und zwar so, dasa wir die Äxe des Stabes 
verkehrt wie die Zeiger der Uhr umkreisen, wenn wir von einem 
Molecularraagnet zum nächsten übergehen und uns in den Molecular- 
magneten stet« vom Süd gegen den Nordpol bewegen, und der 
Strom von unten nach oben geht. 

Wirklich erreichen können die Molecularmagnete jene Stellung 
natürlich nicht, da ausser der inneren Reibung noch die von Weber 
mit D bezeichnete Directionskraft entgegenwirkt; sie werden sich 
aber umsomehr jener Grenzlage nähern, je grösser die Stromstäi'ke 
des den Stab durchfliess enden Stromes ist. 

Betrachtet man, was erlaubt ist, zur Berechnung der Kraft den 
Stab als unendlich lang, so bildet die Grundlage der Berechnung 
das Biot-Savart'sehe Gesetz, nach welchem die Wirkung eines 
Stromfadens auf einen Pol eines Molecularmagnets verkehrt propor- 
tional ist dem Abstände des Pols vom Stromfaden; die an dem Pole 
angreifende Kraft steht senkrecht auf der durch den Leiter und 
den Pol bestimmten Ebene. Man kann sich nun auch denken, es 
befinde sich dort, wo das von .dem Magnetpole auf den Stromfaden 
gefällte Perpendikel letzteren trifft, der Sitz der Kraft, welche nach 
dem obigen Kraftgesetze wirkt. Wenn wir dann weiteres von 
einem Stromfaden zu dem ganzen Strome übergehen, so werden 
wir für die Rechnung nur ein Problem der Ebene haben, nämlich 
die Wirkung eines Kreises (die untersuchten Stäbe hatten kreis- 
förmigen Querschnitt) zu rechnen, dessen einzelne Punkte auf den 
in seiner Fläi-he gelegeneu Magnetpol nach dem Kraftgesetze — 
wirken. 

Es ist aber dieses Kraftgesetz für die Ebene ein Analogen des 
Newton'schen Kraftgesetzes für den Raum. Eine gleichmässig mit 
Masse belegte Kreislinie wirkt auf einen Punkt im Inneren der 
Kreisfläche nicht, hingegen auf einen ausserhalb in derselben Ebene 
gelegenen gerade so, als wäre die Gesammtmaese der Kreislinie in 
deren Mittelpunkte vereinigt. 

Befindet sich also der Magnetpol, dessen magnetische Masse ^ 
sei, im Abstände r von der Achse des Stabes, so wirkt auf ihn 
nur derjenige Theil des Stromes, der durch den Querschnitt vom 
Radius r fliesst. 
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Ist die Stromstärke des den ganzen Stab durchfliessenden Stromes 
i, so fliesat durch den Querschnitt vom Radius r ein Strom von 
der Intensität —^, und die Kraft, mit welcher der Pol afficirt wird ist 
-^, worin a den Halbmesser des Querschnitts bedeutet. Nehmen 
wir nun an, in der Volumseinheit des Stabes seien n Molecular- 
magnete gelegen, so befinden sich in derselben auch n gleichnamige 
Polo und die Summe der auf alle gleichnamigen in dem Stabe ent- 
haltenen Pole ausgeübten Richfckräfte wird R^^^ahnfLila, wenn l 
di« Länge des Stabes ist. 

Es kann selbstverständlich JR auch als die Summe der Dreh- 
momente angesehen werden, wenn man nur der Constanten h eine 
etwas andere Bedeutung beilegt. Es lassen sich aus diesem Aus- 
drucke auch leicht einige Polgerungen ziehen. 

Graz. H. Streintz. 



A. V. Bäcklund: Üeber partielle Differentialgleichungen höherer 
Ordnung, die intermediäre erste Integrale besitzen. (Math. 
Annalen Bd. XI, p. 199 — 241.) 
Diese Abhandlung beschäftigt sich einerseits mit den, in der 
vorangehenden Abhandlung desselben Verfassers im IX. Bd. der 
Math. Annalen skizzirten mehrdeutigen Fläehentransformationen, 
andererseits mit denjenigen partiellen Differentialgleichungen höherer 
Ordnung, die solche intermediäre Integrale besitzen, die durch 
partielle Differentialgleichungen nächstniederer Ordnung sich aus- 
drücken. 

Um zunächst das, was über die mehrdeutigen Flächentrans- 
formationen auseinandergesetzt wird, zu besprechen, will ich der 
Einfachheit wegen, nur den Fall von drei Variablen x, y, s d. i. einen 
Raum von drei'Dimensionen, in Betracht ziehen. — Zu eiuer Flächen- 
transformation eines Raumes von drei Dimensionen führt etwa fol- 
gende Ueberlegung: Es seien x, y, die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes des Raumes, dann ist die Gleichung g ^ g> {x, y) der Re- 
präsentant einer Fläche, und die partiellen Differentialquotienten 

■S-. ^1 5-^1 ^5 — 5-. etc. (wenn man in denselben für x, 11 irgend 
dx' cy ' Sa:" oxoy' ■ ? j b 
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ein beliebiges Werthsystem a:", ■tf set^t) werden als Bestimmungs- 
stücke der Fläche aufzufassen sein, indem die Reihe 

^ + S • («-«^) + f^öz-s") + Igt*-»'")' + *• 

[^ c= y' (3^) etc.] in dem Bereiche, in dem sie convergiert, mit der 
durch tp ix, y) definirten Function zasammenßillt. Statt 

dx' dy' Sfl:' ' dxdy' 8y' 
ist geschrieben p, q, r, s, t bez. Es gilt dann immer folgende Regel': 
Vou einem beliebigen Werthajsteme (a, x, y, p, q) aus kommt man 
zu den unendlich benachbarten Punkten (0 + dB, x + dx, y -\- äy) 
aller derjenigen Flächen, die im Punkte {zxy) jene Werthe p, 2 als 
Werthe von ihren 5- , ^ haben, wenn man ds bestimmt durch 
die Gleichung: dz ^ pdx -^ qdy. Und von einem beliebigen Werth- 
systenie {p,!C,y,p,q,r,s,t) aua kommt man zu den unendlich be- 
nachbarten Werthsystemen (^ + d«, ■ ■ g + dq) aller derjenigen 
Flächen, die dieselben Werthe (8,p, q, r, s, t) für jenes Werthsystem 
TOn X, y haben, wenn man dB, dp, dq bestimmt durch die Gleichungen; 
dz = pdx + qdy, dp = rdx -|- sdy, dq =^ sdx -\- tdy. 

Wird also verlangt zwischen den Figuren des Raumes eine 
solche Correspondenz zu etablireu, dass Flächen immer wiederum 
Flächen (oder Curven) entsprechen, und denkt man sich dabei den 
Raum zweifach von denselben Figuren erfüllt: einmal von den als 
bekannt gedachten Figuren, sodann von Figuren, die vermittelst der 
gesuchten Correspondenz aus diesen herzuleiten sind, so ist, wenn 
man die Bestinunungs stücke einer als bekannt gedachten Fläche 
durch 

s, X, y, p, q, r, s, t, 3'", 4*°, 5" etc. DifFqu. v. s; 
und die B es timmungs stücke der ihr cor res pondir enden durch 
Z, X, Y, P, Q, B, S, T, a'^ 4", 5'^ etc. Diffqu. v. Z 
bezeichnet, die Correspondenz durch eine Reihe von Gleichungen 
zwischen jenen und diesen Bestimmungs stücken auszudrücken. 

Aber diese Reihe von Gleichungen ist keineswegs eine beliebige. 
Sie muss vielmehr, falls die Correspondenz alle Flächen betreffen 
soll, nach dem eben Auseinandergesetzten so eingerichtet sein, dass 
man gleichzeitig hat 
(1) dB=pdx-\-qdy, dp = rdx-\- sdy, dq = sdx-\- idy, etc. in inf. 
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und 

(2) dZ^FdX^QdY, dP = EdX'^SdY, 

dQ = SdX + TdY, etc. in inf. 
Also: drei Gleichungen 
Z = F (s, X, y, p, q, r, s, t, Z^, 4" etc. Diffqu. v. z), 
X = F,( ), 

y=FÄ ): 

(die Functionen F, F^, F^ ganz beliebig) 
beatimmen vollstUndig eine Correspondenz der fraglichen Art. Sie 
wird als eine Transformation von Flächen in {^xy) in Flachen in 
(ZXY) bezeichnet. In der Regel ist dies eine mehrdeutige Flächen- 
transformation; immer verwandelt sie eine jede Fläche in {gxy) in 
eine Fläche in (ZXY^, aher umgekehrt werden einer Fläche in 
(ZXY) unendlich viele Flächen in (^xy) entsprechen. Z. B- die 
Transformation, die in der angeführten Abhandlung im IS. Bd. der 
Math. Ann. discutirt worden ist: Z = q, X'=x, 1^=1/ lässt der 
Fläche Z = F(X, Y) die Gesammtheit der Integralfläehen der par- 
tiellen Differentialgleichung q = F(x, y) enteprechen. 

Insbesondere wird die Flächentransformation behandelt, die 
durch drei solche Gleichungen: 

Z ^ F {s, X, y, p, q, r, ,?, ;), 

(3) X-F,( ), 
y-FA ), 

bestimmt ist, dass man, bei Anwendung des Satzes von dem gleich- 
zeitigen Bestehen der Relationen (1), (2) zu Werthen P, Q kommt, 
die nicht — wie dies für behebige F, Fy, F.^. der Fall ist ~ dritte 
Diffetentialquotienten von s enthalten, so dass man erhält: 
F '=tf{z, X, y, p, q, r, s, (), 

« = *( ), 

Es wird gezeigt, dass jede der partiellen Differentialgleiehungen 
zweiter Ordnung: F=C, F-i^C, F^^^C (x? erste Integrale be- 
sitzt, d. h. dass z. B. für F = c" eine Gleichungsschaar esistirt; 

f{z, X, y, p, q, l, ;i) = 0, 
(wo l, (i willkührliche Constauteu sind), die durch vollständige Differen- 
tiation in Bezug auf ^, y Werthe für r, s, t giebt, die der Gleichung 
2. 0. F = (^ genügen. Weiter müssen je zwei der Gleichungen 
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F ^ <f, i*i ^ c', F2 = c" co^ erste Integrale und alle drei ein erstes 
Integral gemeinsam besitzen. Dies sind für die Functionen F, F^, F^ 
nothwendige und hinreichende Bedingungen. 

Aehnliche Beziehungen gelten für die Functionen F, F^, F^ 
einer Fläclientransformation: 

Z=^F {s, X, y, j), 2 2'^ 3'^ 4'" etc. UifFqu. v. z), 
X=F,( ), 

Y=F,{ ), 

wenn die Gleichungen für P, Q nicht höhere Differentialquo- 
tienten von s enthalten sollen, als in F, F^^, F^ vorkommen. Es 
wird gezeigt, dass niemals die zugehörigen "Werthe von M, 8, T 
nur diejenigen Differentialquotienten von s, die schon in F, F^, F^ 
eingehen, enthalten können (so dass sie von den höheren Differential- 
quotienten von s frei wären), -— und daraus wird (S. 213) geschlossen, 
dass es keine anderen eindeutigen Plächentransformationen giebt, 
als diejenigen, die von Lie bebandelt und von ihm mit dem Namen 
von B er ührungstr an sformationen belegt worden sind. Die Lie'sehen 
Berührungstransformationen sind sonach die einzigen Flächentrans- 
formationen, die nicht nur eine jede Fläche in (zscy) in eine Fläche 
in (ZXY)*) sondern auch umgekehrt eine jede Fläche in {ZXY) 
in nur eine Fläche in (^cey) überführen. (Geometrisch bewiesen in 
der Abb. im IX. Bd. der Annalen). 

Die Flächentransformation (3) ist übrigens von der Beschaffen- 
heit, dass sie die Flächen in (ZXY) in partielle Differentialgleichungen 
1. 0. in {^xy) verwandelt, so dass eine Fläche in (ZX Y) allen den- 
jenigen Flächen entspricht, die Integrale einer (entsprechenden) par- 
tiellen Differentialgleichung 1. 0. sind. Darum führt sie eine jede 
partielle Differentialgleichung 1. 0. in {ZXY) in eine partielle Diffe- 
rentialgleichung 2. 0. in {^xy) über , die erste Integrale ~ durch 
partielle Differentialgleichungen 1. 0. ausgedrückt, die den Integral- 
flachen der partiellen Differentialgleichung 1. 0. in (ZXY) ent- 
sprechen — besitzt. Angewandt auf eine partielle Differential- 
gleichung 2. 0. dieser Art in (ZXY), führt die Transformation (3) 
auf eine partielle Differentialgleichung 3. 0. in (i^xy), die sowohl 
erste Integrale — durch partielle Differentialgleichungen 2. 0. aus- 
gedrückt — als auch zweite Integrale — durch partielle Differential- 
gleichui^en 1. 0. ausgedrückt — zu einer solchen Zahl besitzt, 
dass jede Integralfläche der Gleichung 3. 0. in einem zweiten und, 
vermittelst desselben, in einem ersten Integrale enthalten ist. 
*) Wegen dieser Ausdrucksweiso vergleiclie man das Vorhergehende. 

Eepertorlum für raiBO uoä nogewnndle Mathematik. H 
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Es wird nun weiter angedeutet, wie man die Integration stheorie 
der partiellen DifPerentialgleicliungen 1. 0. in eine Integrationstheorie 
der genannten Grleicliungen zweiter Ordnung transformiren kann, 
— aber diese Theorie wird gleich nachher unabhängig YOn der 
Theorie der Transformation (3) entwickelt. 

Jetzt' komme ich zu dem zweiten Abschnitte dieser Abhandlung 
und halte mich auch hier nur bei dem Falle yon drei Variablen 
X, y, s auf. 

Es werden r, s, t — die zweiten Differentialquotienten von s — 
als Coordinaten der Punkte eines Raumes JK^ interpretirt. Dann 
stellt eine partielle Differentialgleichung 2. 0. f{z, x, y, p, q, r, s, (} = 
eine Schaar mit fünf willkörlichen Parametern («, x, y, p, q) von 
Flächen in K^ dar; oder es wird durch die partielle Differential- 
gleichung 2. 0. jedem Wertlisysteme von g, x, y, p, q eine gewisse 
Fläche in B'^ zugeordnet. 

Soll die partielle Differential gleichui^ 2. 0. ein erstes Integral 
mit zwei willkürlichen Constauten (oder, kurz gesagt, oo^ erste In- 
tegrale) haben, so muss jede dieser Flächen eine Linienfläche sein. 
Die Erzeugenden der Fläche müssen dem speciellen Plücker'schen 
Complexe zweiten Grades: 
(4) pr — s* = 

angehören, wenn q, ff, t, a, ß homogene Liniencoordinaten bedeuten, 
in denen die Punktgleichungen der Geraden sich so stellen: 

Tfl; = p2 + ß, T1/ = 6^ + /J. 

Schliesslich muss die von den Flächen gebildete fünffache Schaar 
{s, X, y,p, 1 variable Parameter der Schaar) folgende charakteristische 
Eigenschaft haben. Schreibt man (ich wende die in meiner Note 
über diesen Gegenstand in den Sitzungsberichten der phys. - medic, 
Societät zu Erlangen (6. März 1876) gebrauchte Bezeichnung aji) 
die Gleichungen der bezeichneten Linienflächenschaar in Complex- 
liniencoordinaten m, ft, v*) so: 

A{ss, X, y, p, q, m, /t, v) = 0, 

-B( )-0, 

und führt sodann statt x, y, s, p, q die Buchstaben x^, x.^, x.^, t,, x_, 
ein und setzt m = p^, ft ^i'i + iPi, v = p.^ -\- x^p^, wo Pi = ^-— , 
so hat man die obigen Gleichungen J. = 0, B = in zwei partielle 

*) Eine Linie des Complexes (4) ist in PunfetcoorÄinaton so auszudrücken: 
s;=^my -\- fi, 2/ = m^■^-t; v.'o m, fi, r beliebig sind. 
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Differentialgleichungen 1. Ordnung mit x^, w^, x^, x^ als unabhängigen 
Variablen yerwandelt, und diese Gleichungen müssen oo^ gemeinsame 
Lösungen besitzen. Alle diese gemeinsamen Lösungen werden erste 
Integrale der partiellen Differentialgleichung 2. 0., und hierauf be- 
ruht eben die Integration derselben. 

Es werden ferner alle partiellen Differentialgleicbungen 2. 0. 
aufgestellt, deren Linienflächen einer und derselben beliebigen Cou- 
gruenz des Complexes (4) zugehÖren, und ihr gegenseitiges Ver- 
hUltniss untersucht; es wird gezeigt, dass die Gleichungen F = c, 
F^=c, F^ = c, tiP ^ c, ^^ c, der Flächentranaformation (3) zu (einer 
Gruppe in) einer und derselben Congruenz gehören. Auch wird 
bemerkt, dass die ersten Integrale einer solchen partiellen Differential- 
Gleichung 3. 0., die, wie die oben betrachtete, sowohl erste als auch 
zweite Integrale zu einer grössfcmö glichen 2ahl besitzt, durch partielle 
Differential-Gleichungen 2. Ordnung ausgedrückt sind, die einer und 
derselben Congruenz angehören. 

Zum Schluss wird das Problem von der Ermittelung der ersten 
Integrale einer partiellen Differentialgleichung beliebiger Ordnung 
mit einer beliebigen Zahl von Variablen erledigt. 

A. V. Bäcklund. 



A. V. Bäcklund: TJeber partielle Differentialgleichungen höherer 
Ordnung, die intermediäre erste Integrale besitzen. (Zweite 
Abhandlung. Math. Aimaleu Bd. XIIT. p. 69—108.) 

Diese zweite Abhandlung beschäftigt sich gerade so wie die eben 
angezeigte, sowohl mit der mehrdeutigen Fläehentransformation (3)*), 
als aucbmit den partiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung. 

Die mehrdeutige Fläch entr an sformation (3) ist in der ersten 
Abhandlung auf die Figuren in (ZXT) als primäre angewandt 
worden. Hier wird die Bestimmung derjenigen Figuren in (ZXY), 
die den Figuren in (ßxy) entsprechen, an einigen Beispielen durch- 
geführt. — So stellt sich die partielle Differentialgleichung 1. 0. 
F (z,z,y,p,q) ^ als Bild einer Configuration in (ZXY) dar, die 
analytisch durch zwei partielle Differentialgleichungen 2. 0. definirt 
ist, die einem jeden Werthsysteme von (Z, X, Y, P, Q) einen gewissen 
1 charakteristischen Streifen zuordnen.*) Je zwei Streifen, 



*) Man ifergleiche das vorangehende Referat. 
**) Ein charakteristischer Streifen einer partiellen Diffevontialgleicliung 2. 0. 
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die bestimmt sind: der eine durch ein beliebiges Wertlisjstem 
(Z, X, Y, F, Q), der andere durch ein solches Werthsystem (Z -j- dZ, 
X+dX, Y^dY,P+dP, Q + dQ) für welches dZ=FdX^QdY, 
dP=BdX + SdY, dQ = SdX-\-TdY, — unter R, S, T ein Werth- 
system der zweiten Differential qnotienten von Z vestanden, das beide 
Gleichungen 2, 0. erfüllt, — werden Streifen einer und derselben 
Fläche sein. In Folge dessen haben die beiden Gleichungen 2. 0. 
eine unbegränat unendliche Schaar **) von Inte gralflächen gemeinsam. 
Diese machen die Bilder der Integralflächen von F(z,x,y,pq) = aus. 
Dieses Paar von Gleichungen 2. 0. gehört derjenigen Gattung 
von Gleichungspäaren an, die jedem gemeinsamen Werthsysteme von 
(0, X, y, p, q, r, s, i)***) einen Streifen zuordnen, der ein für beide 
Gleichungen charakteristischer Streifen ist. Je zwei Gleichungen 
2. 0., die ein solches Paar bilden, haben unbegränat unendlich viele 
Integralfläehen gemein; und die Gleichungen 2. 0. sind als erste 
Integrale verschiedener Schaar en einer und derselben partiellen 
Differential-Gleichung 3. 0., die in den dritten Differential qnotienten 
(?(, V, w, w) von s von folgender Form ist: 

Au-\-JBv + Cw-{-2}w-\-E-\-F{uic — v^) + G{iic}'-vw)-\- 

aufzufassen. Es werden nun, und das ist der Hanptge gen stand der 
Abhandlung, diejenigen partiellen Differential-Gleichungen höherer 
Ordnung untersucht, die solche erste Integrale besitzen, die durch 
partielle Differential- Gleichungen nächstniederer Ordnung von folgen- 
der Form sich ausdrücken; 

(a) eine arb. Function von (fi(sxypqrst ), Uiß^yp^i'st ))^0, 

wo /i, /a determinirte Functionen bezeichnen. 

Folgender Sat« wird (S. 98) beweisen: 

Eine lineare partielle Differentialgleichung n. Ordnung kann n 
verschiedene Schaaren von ersten Integralen, jede Schaar durch eine 
F (Z, X, Y, P, Q, E, S, T) = wird analytisch durch folgendes GleicbuHgayetem 
definirt- ^ = ii, F'l,B)u^~F'(fi)u + F'(r) = 0, dZ = (P + Qu) dX, dP 
=. (ii + &'u.) dX, dy = (fa + Tu) dX, dE = (^ + tI^ m) dX, etc. — für 
B, S, T, ^j et(, Weithe gesetzt, die der Gleichung J* = und ihren Dcri- 
virteu in Bez auf X, T geniigen — Der Rtieifen wird geometrisch als ein 
unendhch schmales '^tiick von endhohei odei unendlicher Länge einer Fläche 
aufgetasst Der Haine inhrt, wenn ich nicht ure, von Mein her. 

**) r>ie Schaar wiid als eine «nhegiSnEt naendlichc bezeichnet, weil sie 
eine atbitiäie Function enthS.lt 

***■) Statt der grossen Buohatahen wende ich j'tzt du, kleiueji an. 
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Gleichung (a) ausgedrückt, besitzen Es ist mt glich, das n — h eiste, 
zu n — k verschied eneii Schaaren zugehoiende Integrale ein duich 
eine partielle Differential- Gleichung A ausgedrucktes Integial 
gemein haben. Wenn ^i, ip^, . (pt =ioIche ei^te Integiale dei pai 
tiellen Differential-Gleichung )? bezeichnen, die in je emei dei 
übriggebliebenen Je Inte gr als chaaien enthilten sind, so sttht die gt 
nannte partielle Differential- GleichuUff A m folgender Beziehung 
zu ihnen. Sie hat mit der Gleichung n — 1 , durch die irgend eins 
der 91 ausgedrückt ist, unbegränzt unendlich viele Integralttächen 
gemein, und zwar so dass jedem gemeinsamen Werthsysteme von 
(s, X, y,p, q, r, s, t, 3te . . , «— Iste Diffqu. v. s) der beiden Gleichungen 
h. und n — 1. Ordnung charakteristische Sichtungen zugeordnet wer- 
den, von denen /c — 1 für beide Gleichungen gemeinsame charakte- 
ristische Richtungen sind. Mit je k — 1 der Gleichungen n—1. Ord- 
nung, durchweiche k — 1 der ip ausgedrückt sind, hat die Gleichung 
k. 0. ebenfalls unbegränzt unendlich viele Integralflächen gemein. 
Es giebt zu jedem gemeinsamen Werthsysteme von (s, x, y, p, q, 
2te . . . n — Iste Difl'qu. v. 3) der k Gleichungen einen ganz bestimmten 
charakteristischen Streifen, In Folge dessen wird die Bestimmung der 
genannten Integralfläch en durch Systeme von « gewöhnlichen Differen- 
tialgleichungen mit K -J- 1 Variablen erzielt. — Die analytischen Be- 
dingungen einer solchen Gleichung h 0. werden ebenfalls (S. 98 die 
zweite Note) angegeben, 

Die Beziehung dieser Untersuchung zu der von Darboux iu 
den Comptes rondus etc. T. LXX dargelegten Theorie ist in der 
Abhandlung erwähnt. 

Auch wird einer Erweiterung auf den Fall von n unabhängigen 
Variablen gedacht. A. V. Bäcklund. 



A. V. Bäcklund: Ueber Systeme partieller DUfereutialgleichungen 
erster Ordnung. (Math, Aimalen, Bd. XI.) 
Ausgehend von der Theorie der Lie'sehen Berührungstraus- 
formationen erledigt der Verfasser das folgende Pfaff'seho Problem. 
Es sei vorgelegt das Gleiehungssystem 

I f(BXi...x„pi...i:).,) = 0, 

/■,( ; = 0, 



(A) I 

\ A-i ( ) = 0, 

man verlangt die Eaduetion des auf dasselbe sich 
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Differential ausdr aokä : äs — Pi^^i — • ■ ■ Pn dx" auf eine Form U^ 
du^ -f- Üg du^ + ■ ■ ■ ^it "^^^ kleinstraS glichen Anzahl von Gliedern. 
Durch das Gleichnngssystem u^ = C, ii^ = C etc. wird eine Inte- 
gralmannigfaltigkeit der grösstmöglichen Dimension SKahl des Systemea 
(A) repräsentirt. In Zumraenhange hiermit wird die allgemeinste 
Transformation angegeben, die das System (A) in irgend ein anderes 
System von P. Gleichungen 1, Ordnung so Überführt, dass zu gleicher 
Zeit die Integralmannigfaltigkeiten gi'öastmöglieher Dimeüsionszahl 
des einen in die des anderen übergehen. A. V. Bäeklnnd. 



A. V. Bäoklund: Zur Theorie der Charakteristiken der par- 
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. {Matli. 
■Ännalen Bd, XIII.) 
Der Verfasser giebt eine Erweiterung der für partielle Glei- 
chungen 2. 0. mit zwei unabhängigen Variablen bekannten Charakteri- 
stikentbeorie auf partielle Gleichungen 2. Ordnung mit n unab- 
hängigen Variablen. — Zum ScLluss findet sich der Satz: Zwei 
partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung mit n' unabhängigen 
Variablen Xj^, x^, . . . x„, von deren ersten Derivirten in Bezug auf 
x^^ . . . x„, die eine eine algebraische Folge der anderen ist, haben 
Integrale 2 ^ tp (x^, . . . a;„) zu einer unbegränzi unendlichen Zahl 
gemein. Diese Integrale sind von, für beide Gleichungen gemein- 
samen charakteristischen M^ erzeugt. 

Eine M^ wird analytisch definirt durch ein Gleichlings System 
von der Form: 

f«) ds = Pi dx^ + ^3 (Zai; -j- . . . jo„ dx„, 

iß) d'pi=pti dXi -\- pi^ dx^ -\- . . . Pia äx„, 

(y) dpa ^l^jEii&i + jJrtaffeg-f . . . .pit„ äx„, 

■wo jedes j-^ eine determinirte Function von (ß, x, pi, pn) ist, und 
untern, j*„i,,„clieDaterenti.lqootie„t<,n ^, ^^, -j--g^, Ter- 
standen werden. Sie heisst eine für eine partielle Differential-Gleichung 
2. Ordnung charakteristische jlf^,- falls, — wenn für die in ihren 
Gleichungen stehenden j),i Werthe gesetzt werden, die der Gleichmig 
2. 0. genügen, — alle Werthe der j?,w, die die Gleichungen (y) er- 
füllen, auch den ersten Derivirten der Gleichung S, 0. in Bez. auf 
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V. Schlegel. Hermann Graasmaim. Sein Leben und seine Werke. 
(Leipaig. Brookhaus. 1878. M. 2, — .) 
Versuch einer biographischen Darstellung, in welcher der Ent- 
wich elungsgang der mathematischen Studien Grassmanns verfolgt, 
und dargelegt wird, wie die Entdeckungen auf dem Gebiete der 
Ausdehnungslehre ihn veranlassten, seinem theologischen Berufe zu 
entsagen, wie der Mangel an Anerkennung seitens der Mathematiker 
ihn später den Sanskrit- Studien zuführte, und wie er erst in den 
letaten Jahren seines Lebens, in Folge des Umsehwungs in der Be- 
urtheilung seiner mathematischen Verdienste, zur Mathematik aurück- 
kehrte. Es wird ausserdem gezeigt, wie auch einige wichtige 
physiealische Entdeckungen, die er schon in früheren Jahren ver- 
öffentlicht, unbeachtet bHeben, und ebenfalls erst in der neuesten 
Zeit ans Licht gezogen, resp. von anderer Seite bestätigt wurden. 

V. Schlegel. Lehrbuch der elementaren Mathematik. Erster 
Theil : Aritlimetik und Combinatorik. (Wolfenliüttel. Zwissler. 

187S. M. 3. 40.) 

Auf dem Gebiete der Elementar-Matheraatik hat die Literatur 
der letzten Jahrzehnte in pädagogischer Hinsicht die mannigfachsten 
Fortschritte aufzuweisen; gleichwohl ist, wie allseitig anerkannt, 
der gegenwärtige Stand dieses Fundamentes der Mathematik noch 
kein befriedigender, weil die wissenschafthche Ausbildung desselben 
nur geringe Fortschritte gemacht hat. Den neuerdings mehrfach 
unternommenen Versuchen, diesem Mangel abzuhelfen, reiht sich, 
jedoch auf wesentlich neuen Pr in cipien beruhend, das oben genannte 
Buch an, in welchem die scheinbare Einfachheit der Euclid'schen 
Dar Stellung s weise durch die wahre Einfachheit des genetischen Ver- 
fahrens, und die Gruppirung des Stoffes nach äusserlichen Bück- 
sichten durch Vertheilung desselben in ein logisch gegliedertes 
System ersetzt werden soll. Im Wesentlichen aus längerer Schul- 
praxis hervorgegangen, umfasst das Buch den Lehrstoff der höheren 
Schulen, zieht aber die Grenzen der Elemente mitunter etwas weiter. 
In, erster Linie zum Schulbuch bestimmt, wird es auch dem Studiren- 
den nützlich seia, insofern es ihn die Elemente von einer ebenso 
wisse ESchaftHchen Seite erfassen lehrt, wie er sie in den Dar- 
stellungen der höheren Mathematik kennen lernt. Dass aber der 
künftige Lehrer der Mathematik auch auf diesem elementaren Ge- 
biete seine Studien mache, ist unerlässlich, wenn nicht noch auf 
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unabsehbare fielt hinaus im mathematischen Unterrichte weitaus 
der meisten Schulen alles beim alt^n bleiben soll. — Hinsichtlich 
der speciellen EigenthümHchkeiten des ersten Theiles wird an dieser 
Stelle auf den von der Verlagshandlung versendeten Prospect ver- 
wiesen. 

Waren. V. Schlegel. 



L. Koenigsberger; Vorlesungen über die Theorie der hyper- 
elliptisohen Integrale. (Tcubnci- 1S73.) 

Nachdem ich in den letzten Jahren eine Reihe von Arbeiten 
über die Theorie der hy per elliptischen Integrale veröffentlicht habe, 
welche die behandelten Gegenstände theils nur kurz und mit Voraus- 
setzung von Verallgemeinerungeil früher gegebener Sätze darstellten, 
theils auch nur die Resultate einzelner Untersuchungen brachten, 
hielt ich es für zweckmässig, meine Vorlesungen über die Theorie 
der hyperellip tischen Integrale in zusammenhängender Darstellung 
zu veröffentlichen, um einerseits auch der Theorie der Integrale an 
sich und den mit ihnen zusammenhängenden Problemen der Integral- 
rechnung einige Aufmerksamkeit zuzuwenden, andererseits aber auch 
dieselbe als Basis für eine grössere und eingehendere Bearbeitung 
der Theorie der hy per elliptischen l'"'unctionen benutzen zu können. 

Ich will im Folgenden den Inhalt der einzelnen Vorlesungen 
skizziren und auf die über dieselben Gegenstände angestellten Unter- 
suchungen anderer Mathematiker hinweisen. 

Die gesammte Darstellung legt die von Eiemann eingeführten 
Vorstellungen und allgemeinen Sätze aus der Theorie der Functionen, 
soweit sie in meiner Einleitung zu den „Vorlesungen über die Theorie 
der elliptischen Functionen" auseinandergesetzt worden, zu Grunde 
und ist in ihrem ersten Theile nur eine unmittelbare VeraUge- 
meinerui^ der dort für elliptische Integrale entwickelten Sätze. 

Nachdem in der ersten Vorlesung gezeigt worden, dass, wenn 
lt{0) ein Polynom 2p + 1*^ oder 2p + 2'^ Grades bedeutet, sich 
jede wie yii(ß) verzweigte Function rational aus s und yM(^) zu- 
sammensetzen lässt, wird die Frage aufgeworfen, ob man für eine 
zu bildende, in s und Yli{s) rationale Function die Unstetigkeiten, 
welche für gewisse Funkte nur auf einem, für andere auf beiden 
Blättern stattfinden können, in ihrer Anzahl und Lage beliebig an- 
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nehmen kann, und man findet, dass, wenn die Function in q ün- 
stetigkeitspunkten in nur einem Blatte von der 

m^, Mj, . . . m^"" 
Ordnung, in ff Unatefcigkeitapunkten auf läeoi einen Blatte von der 

%, n^, . . . Wo**", 
auf dem andern Blatte von der 

Vi, va, . . . Vo'™ 
Ordnung, ferner in den Verzweigungspunkten von der 

"a"' 2' " " 2 ' 2 
Ordnung unendlich sein soll, worin, wenn das Polynom Jf(s) vom 
2p-|-l'™ Grade ist, ^2^+2 = zu setzen ist, wenn die Function 
endlich der Bedingung unterworfen wird, daas sie im unendlich ent- 
fernten Punkte, wenn li(0) vom '2p -(- 2'°° Grade ist, auf dem einen 
Blatte vom ri*™, auf dem andern von der tä*™ Ordnung unendlich wird, 
während sie, wenn It(s) vom 2j) + l'™ (Jrade ist, in dem unendlich ent- 
fernten Verzweignngspunkte von der — Ordnung unendlich wer- 
den soll, — als nothwendige und hinreichende Bedingungen für die 
Existenz einer in s und yR(s) rationalen und in der 
Weise unstetigen Function die folgenden: 
I. wenn Ii(d) vom 2^ -("2"'' Grade, 



wenn It(d) vom 2p-{' 1'™ G 



-1>0, 



II, wenn It(d) vom 2fi-|-l'™ Grade, 

■ -4-l\ (t) ~^'~ M ^'^^^ ^ gerade, 
/ ^\ 



;erade, 



m 



— --■ — enthaltene ganze Zahl bedeutet. 
Am Schlüsse der Vorlesung ,wird die bekannte Umformung 
einer in £ und 'l/^(£) rationalen IJ'unction, in welcher <p(^ ein Po- 
lynom vom 2p -{- S'"" Grade ist, in eine rationale Function von s 
und yii (z) gegeben, worin E(ß) ein ganzes Polynom des 2p -\- 1'™ 
1 darstellt. 
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Die zweite Vorlesung beschäftigt sich unter Annahme eines 
unpaaren Grades 2^+1 ^on B{z) mit der Aufstellung der hyper- 
eiiiptischen Integrale erster, zweiter und dritter Gattung nach den 
von Rieraann für diese drei Gattungen gegebenen Definitionenj 
und man findet für die stets endlich bleibenden Integrale die schon 
von Jacobi hetrorgehobenen Formen der Integrale erster Gattung 
/ ' dz r edz r z^-^di 

J VW) ' J VW) ' ' ' ' J VW) ' 

für das im Punkte :Sj, eiE{g^)^, worin e, die positive oder negative 
Einheit bedeutet, und nur in diesem algebraisch von der ersten 
Ordnung unendlich werdende Integral zweiter Gattung 

E(d)^M _A__ + ^^M , L?^ + Jiß) , 



worin M. eine willkürliche Constante, und J{ß) das allgemeine hyper- 
elliptische Integral erster Gattung bedeutet; endlich stellt sich das 
Integral dritter Gattung, welches' für zwei beliebig gewählte Punkte 
der Fläche «i und M^ logarithmisch unendlich wird und zwar wie die 
Unsteti gkeitsf unctionen. 

^ilog(2 — sj und — ^^log(s — üg), 
in der l'orm dar 

1*. 



^' I U-.,)(2-.,)^ (»-«0 (>-.,) v'Bm J ^ ^' 



oder 

jTM _ M rr-« WH-.ü(i.)* _ B«)t + ..BM* ] aj_ , ,, , 

lind das speeielle Integral dritter Gattuiig, in welchem 

Jl/-^i, 

oder in welchem die Coefficienten der logarithmischon GHeder die 
positive oder die negative Einlieit sind, wird das hy per elliptische 
Hauptintegral dritter Gattung genannt. 

Die Porm des Integrals zeigt unmittelbar, dass, wie Biemann 
für alle Abel'schen Integrale hervorhebt, und Weierstrass schon 
froher für die hyperelliptischen Integrale ausgesprochen, dass sich 
das allgemeine hyperelliptisehe Integral zweiter Gattung mit dem 
Discontinuitätspunkte erster Ordnung s^ von einem Integrale erster 
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Gattung abgesehen ala das Product einer Constanten in den nach 
^^ genommenen DifPerentialquotienten eines hy per elliptischen Haupt- 
integrales dritter Gattung darstellen lässt, dessen zweiter logarith- 
mischer Unstetigkeitspunkt ein völlig willkürlicher ist. 

Aus diesen Integralen der drei Gattungen wird in der dritten 
Vorlesung die analytische Form desjenigen hyperellipti sehen In- 
tegrales hergeleitet, welches in den v Punkten g^, z^, . ■ ■ ^i und 
zwar in 3s wie 

Al0g(»-8.) + Ä(^-2.)-' + &(«-&)-> + ■■■-l-K.(0~l.)-'. 
unendlich wird, wobei die zur Existenz eines hyperelliptischen In- 
tegrales nothwendige Bedingung, wie sie Riemann für alle Abel'- 
schen Integrale gibt, 

A^-i-A^+ ■■■ + ^. = 
vorausgeaeiat wird; es bleiben in dem aus hyperellipti sehen Inte- 
gralen dritter Gattung und deren nach den Unstetigkeitspunbten 
genommenen Differential quotienten der verschiedenen Ordnungen 
noch die Coeffieienten der oben aufgestellten Fund amental integrale 
erster Gattung unbestimmt, und es wird gezeigt, dass man diese 
Coeffieienten so bestimmen kann, dass das hy per elliptische Integral 
gegebene reelle Theile der 2p Periodicitätsmoduln oder gegebene 
^ Periodicitätsmoduln an den a- oder an den 6-Querschnitten besitzt; 
zugleich folgt aber auch, dass jede andere Function, welche alle 
diese Eigenschaften, welche die Unstetigkeitswerthe und Periodicitäts- 
moduln betreffen, mit dem hyperelhptischen Integrale gemein hat, 
sich von eben diesem Integrale nur um eine additive Constante 
untei scheiden kann. Dieser Satz ist für die vorgelegte Fläche die 
Darstellung und wirkliche Ausführung des von Eiemann in die 
Functionentheoiie eingeführten Diriehlet'sehen Princips. 

Nachdem noch die Form der in den Verzweigungspunkten alge- 
braisch und logarithmisch nnendlieh werdenden Integrale aufgestellt 
worden, wird noch eine in dem oben gegebenen Beweise des Diriehlet'- 
sehen Prineips gebliebene Lücke ausgefüllt, nämlich der Nachweis des 
Satzes, dass die Determinante des zur Bestimmung der Poefficienten 
der ersten Integrale aufgestellten linearen Gleichungs Systems nicht 
verschwinden kann, und zwar wird, wie Riemann ebenfalle für 
alle Abel'schen Integrale nachgewiesen und Neumann für die 
hyperellip tischen Integrale ausgeführt hat, gezeigt, dass, wenn die 
Periodicitätsmoduln eines hyperelliptischen Integrales erster Gattung 



ß 






y Google 



206 L. KoiämOBEERGEK. 

an den Querschnitten ß^ in bestimmter Uebersclireitungsriehtung 
mit Ki -|- yt*, an den Querschnitten h; mit ßn -\- d^i bezeichnet 
werden, die ÜngJeiehheit besteht 



2(..,J,-ft7.)>0. 



Endlich werden in dieser Vorlesung noch die Pcriodicitatsmoduln 
durch Integrale, welche zwischen den Verzweigungspunkten auf der 
einfach zusammenhängenden Riemann'schen Fläche oder grad- 
linig zwischen diesen verlaufen, ausgedrückt, wie es zuerst von 
Prym in seiner „Theorie der Functionen in einer zweiblättrigen 
Fläche" geschehen. 

Die vierte Vorlesung beschäftigt sieh mit der Reduction der 
allgemeinen hyperelliptischen Integrale auf drei Arten von Normal- 
integralen nach der von Weierstrass für elliptische Integrale in 
seinen Vorlesungen angegebenen Methode und führt, wenn 5^, ^2> ■•• ^" 
die Unstetigkeitspunkte der Function F(s) bedeuten, zu dem Re- 
sultate 



' t' 

y-B» 



+ »« 



J y-BM ^ 



VW) 

ys(g<ig _ 

VbiJ) 

VBli) 




+ mVn(ß), 



ein Integral erster Gattung, 



/-1 



ein im unendlich entfernten Verzweigungspunkte von dei 
Ordnung unendlich werdendes Integral, endhch 
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,'iii in 2 = 2j und Kwar auf beiden Blättern logaritlimiacli unendlich 
werdendes Integral bedeutet; die CoefEcienten der obigen Normal- 
nt«grale sind mit Anwendung des bekannten Zeichens für den 
joefficienten einer bestimmten Potenz einer Reihenentwicklung durch 
lic Ausdrücke bestimmt: 

r_F(i)_ 
L vm 






r J (') , - i',mt -1 ,„ r F(l) / ■ F^jtid t -I 

L vbw) J ysif) Lz, ,-.' L VW) J vm' J, 



■C' 



worin r = 0, 1, . . , 

r J'(i) rr,{t)it 
L VWi J" 



wenn r = 



r ü-m r 

V Vn{t) J (!- 



jj + i, . . 



-f.W 






1, ferner 



(1) J 



isf h«^)' 



(i-j)i/j,'(i) j , 



if + 4" + ■ • ■ + '1" — iS" — '"' 






tf + 4" + 
/;(») + /;(«) + 

gesetzt wird, und 

-R(a) — A„s"+' + B^z" + B,s'»-' + ■ 



fW 









Eine genauere Discusaion der Ooefficienten der Normalin tegraJe 
führt ZE dem Resultat, dass, wenn Sa einer der Verzweigungswerthe 
ist, Co = wird, dass ferner das vorgelegte Intogral gar kein In- 
tegral erster Gattung enthält, wenn F{ß) für keine Wurzel von 
Ji{i) unendlich wird, in seinen Discontinuitätspunkten von der ersten 
Ordnung unendlich gross und zu gleicher Zeit echt gebrochen ist, 
dass femer die in den Verzweigungswerthen algebraisch unendlich 
werdenden in der obigen ßeductionsformel vorkommenden Nornaal- 
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integrale fehlen, wenn i'is) für keine LiJsung von Hiß) unendlich 
wird, für seine Discontinuitätspnnkte von der ersten Ordnung un- 
endlich gross, und der Grad des Zahlers kleiner ist als der um 
p Einheiten vermehrte Grad des Nenners, dass endlich f(ß) eine 
rationale Function von z und Ba darstellt, welche verschwindet, 
wenn F{ß) in Sa von der ersten Ordnung unendlich wird, während 
die rationale Function ft,{p) NuU wird, wenn der Grad des Zählers 
nicht mindestens den des Nenners um die Zahl 2f übertrifft. 

Endlich wird noch auf Grund dieser Beductionsformel eine für 
alle hyperelliptiachen Integrale geltende Beziehung abgeleitet, die 
von Hermite und Thomae für die elliptischen Integrale erkannt 
worden, wonach, wenn 

fjyjL^ _ ,»> r_iüiifi + ,a. r^ü' + . . . + ,<--> />_2i 

J VW) ' J jZ-sw " J VW) ' ' J vs(') 

gesetzt wird, zwischen den Coeffieieiiten l und k dieser Keductions- 
formel und den Coefiicienten der um den unendlich entfernten Punkt 
gültigen Reihenentwicklung bestimmter IntegraledieBeziehungheateht; 
wenn r == 0, 1 , 2, . . . p — 1 

'ww ~ ~ '*"* + "'''"""' +■■■ + '»r-ii-")yM{ij 

und, wenn r =p, p -\- ^, - - ■ 2p — 1, 

/tH^ - - (".r^" + ».('-»-" + • ■ • + «,-.(-■') VW) 

Am Schlüsse der Vorlesung wird das liyp erelliptische Integral 
durch die lineare Transformation 



J>(5,/«i-0Ci-»^ä {i-^O ■ ■ ■ (i-«^,J,0)<i5 



/ 
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Die YOn Legendre aufgestellte Beziehung zwischen den Perio- 
dicitätsiuoduln der elliptischen Integrale erster vind zweiter Gattung 
wurde bekanntlich von Weieretrass für alle hjperelhp tischen In- 
tegrale erweitert, und ßiemanu führte zur Herleitung einer Be- 
ziehung für die Perioden der Abel'schen Integrale erster Gattung 
die Methode der Integration von 

ftvdiv 
ein, worin zv und tv AheTsehe Integrale erster Gattung bedeuten, 
und die Integration über die gesammte Begränzung der Riemann'- 
schen Fläche auszuführen ist; Clebsch und Gordan dehnen diese 
Methode auf zwei Integrale dritter Gattung aus, um unter anderem 
den Satz von der Vertauschung der Parameter und Unstetigkeits- 
werthe herzuleiten. In der fünften Vorlesung werden zwei all- 
gemeine hyperellip tische Integrale 

J{g, s„) und J(s, ia) 
zu Grunde gelegt, von denen das erste in den Punkten 

unendlich werden soll, wie die Functionen 

a,log(«-j,) +ffl,(«-8t)-' +S,(»-J,)-' + ■ ■ • + «,(«-!,)-"! 

^,iog(<.-«,) + £,(»-»,)-• + o,{i-i,)-' + ■■■ + ir,(2-%)-, 

«s-log(»-«,)* + *, (»— «s)~*+ «s («— "s^'H h *» («— «s)-"r 

M, log ii + J»,«i + Jfi»' H H -f"""" , 

das zweite in <len Punkten 

wie die Functionen 

S^log{ä-ä,) + m^-^i,)-' -h 8,(8-8,)- + ■ ■ ■ + ««"-if)-'« 

4iog(2-s,) + Ü5(»-y-' + e; (s- (,)-< + ■■■ + K,(f-t,)^,^ 
»;iog(2-Of)*+ sK«-«8)~*+ "iC"— «?)"*+ • • ■ + *;(»— «tr-f 

l/;iogaä + JK-;«5 + jH/e*^ \- Mh^ , 

und das Integral 

/J(., i.)dJ(i, S.) 

ausgedehnt Über die gesammte Begränzung der einfach zusammen- 
hängenden Fläche, welche aus der Idurch die bekannten Querschnitte 

«I, «2, ... ßj,, h^, öj, ... ip, Cj, Cg, ... Cp—i 
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zerlegten Riemann'schen Fläche von YBiß) durch neue 

Querschnitte entsteht, welche jeden der die Punkte 

äi, Sa. ••■ i/.- ^1. ^2. ■■■ ^.». 5i. £a, ..- ^. 
umsclilie SS enden unendlich kloinen einfachen Kreise und jeden der 
die Punkte 

ßj, «2, ... «Bp + i, 00 

umgehenden unendlich kleinen Doppelkieiae mit demselben Punkte 
A der früher erhaltenen Begianzung verbinden. 

Man findet, dass, wenn das Resultat der Integration ein end- 
liches sein soll, Jf?, Za) m äo nur algebraisch unendlich werden 
darf; nimmt man sodann dje Entwicklung der Function J(ä, ^„) in 
der Nähe der in Betracht kommenden singulären Punkte in der 
Form an 

a, i»g (2- is) + ■ + «,t«-j,r'> + »i" + «•?•('—!,) + ■ ■ ■ 

+ ™if (« -!,)'«■ + ■■■ 

Aiog (»-«») + •■■ + K,(i~sir'' + ■■■ 
pT+pT('-i,) +p?('-i,y + ■■■ + 4' (2-«'«' + ■ ■ • 

<.,log(«-.,)S + • . . + »,C<.-«,)-y + ri" + (•?'('■-«,)* + • • • 

M,logi.l H 4- JlfHT + P. + P,«"* H h Pj'«"^" -J , 

die voll J(2, (.) in der Form 

a;iog(«-i,,) + ■ ■ • + e;(2-5erV + »;" + nfi^-i,) + ■■■ 

«r + «f («-.,) + 4"(^~%)' + ■ • ■ + 4;'(^-'t)'' + • ■ • 

»;iog(«-«,)*+ • • • + i,(s~«,)--^ + vf + vf {,-„,)•• + ■■■ 
3i;iog2i H h Ä2^ + p; + p,'«^* H h Pir"^ H — , 

und bezeichnet die Stetigkeitsspriinge von 
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J(ßj Sa) an (ij mit i/^^, an \ mit Jj^ , 
von 

J[z, t,a} an (Ji mit 7,^. , an fi* mit Z^i, 

so erhält man die nachfolgende allgemeine Periodenrelation 

-^ 2 (-^"v -f*. - ^"v K ) = — ^ [»*?' ^s' + 2<* e^ + ■ ■ ■ + f^wf ^e 
+ ffl^;,-* - &>f — 2c>f ■^i^'vf*?] 

+ 2 oJdJ(^,e«)-2w2<(-4,+^,+-+X„+(/,+o,+-+fl,_0 

+ ä'Pä'Mä' - F[M, — 2KM, ^nMö] 

— 2jf;jlfo(A, + ^, + ... + A,+ß, + «a + ". + fl,j,+0-^\/'?'''(.^.£"), 
worin, wenn «^ oder J/J, Yon Nnll verschieden, 

«^ = &^ ==,... = Ä^ = resp. Jlf^ = Jlf; = . . - = ilß' == 
anzunehmen sind. 

Specialisirungen der gefundenen Periodenrelation liefern den 
Satz, dass zwei Hauptintegrale dritter Gattung, hei denen die 
Gränzen des einen die Parameter des andern sind, eine nur von den 
Periodicitätsmoduln abhängige Differenz besitzen, und dass sich ein 
Hauptintegral, welches an den ^ Querschnitten a, , ctg, . . . Up den 
Periodidtätsmodu! Nuli hat, nicht ändert, wenn die Grunzen 
mit den Unstetigkeitsp unkten vertauscht werden, ein schon von 
Jacohi bewiesenes Theorem. 
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Für zwei IntBgrale erster Gattung 

^' J VW) ' ^' J Vi') 

folgt aus der obigen allgemeinen Eezieliung die Periodenrelation 

und für Integrale erster und zweiter Gattung, wenn 

"-^ J VMÜ) 
gesetzt wird, und die Entwicklung der Integrale J'-^(z) und ^'"'(2) 
in der Umgebung des unendlich entfernten Punktes in der Form 
angenommen wird 



E»> (i) . 


= Msa+ 


10 ' +«.-!«" 

— 2^-1 


"' +••■ + «, 


«' + •■ 


/«(«)- 


- «>+. 


8 ' + P.>+. 2 


""' "+■■-, 




also , wenn 










i 


/sw 


■--'-M^+/•.^' 


+ /;^» + ...} 




gesetzt wird 










iW-.«+i = 


2^0 
2, + l ' 


, *.-, - -^ 


^, Ä.-s— - 


2Ä 




2a — 3 ' 


P.>+.=- 






f. -P3> + 5= — 


2f, 
2P + S ' 


ist, die Periodenbeziehung : 
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={2^+ 1 )Pa>+i Jffs^+i+ (2^+3)P,>+3Jf,^+3 + ■ ■ + (2«+ l)ii^iilfa.+ , 
und 

II. a<ß 



5; (-E,'"' J,'f - El'J J^) = 0. 



Endlich wird noch der Werth derjenigen Determinante unter- 
sucht, welche aus sämmtlichen Periodicitätsmoduln der 2p Integrale 
'W^{z) und E^"'>(s) gebildet ist, und der später bei der Reduction 
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der hjperelliptischen Integrale auf niedere Tran sc enden te zur An- 
wendung kommt. Dieser Werth ist zuerst Ton Fuchs für den Fall 
eomplexer Verzweigungswerfche von y'R{ß) mit Hülfe der Düferen- 
tialgleicliungen, welchen die Periodicitätamoduln der hy perelliptischen 
Integrale genügen, hergeleitet worden, ich wähle hier einen andern 
Weg, indem ich zuerst zeige, dass die Determinante eine eindeutige 
Function der Verzweigungswerthe ist, und indem ich nachweise, dass 
sie nie verschwinden iann, folgt aus einem bekannten Satze der Func- 
tion entlieorie, dass die Determinante eine constante, von den Ver- 
zweigungswerthen unabhängige Grösse ist. Der constante Werth 
selbst wird, wie auch Fuchs gethan, durch die einfachsten hyper- 
elliptischen Integrale derselben Ordnung also durch die Integrale 
mit der Irrationalität 

bestimmt werden, und diese Bestimmung führe ich, um eine An- 
wendung der vorher entwickelten Per iod eure lationen zu geben, mit 
Hülfe der früheren Formeln für die Verbindungen der Perioden der 
hyperelliptischen Integrale erster und zweiter Gattung aus; es er- 
giebt sich das für reelle Verzweigungswerthe schon längst bekannte 
Iles.ultat 
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Die sechste Vorlesung behandelt das Abel'sche Theorem der 
hyperelliptischen Integrale zunächst für Integrale erster und dritter 
Gattung und leitet hieraus mit Hülfe der in der dritten Vorlesung 
ausgeführten Bildungsweise des allgemeinen Integrales aus den In- 
tegralen dieser beiden Gattungen den Abel'schen Satz in der nach- 
folgenden Form ab: Bezeichnet 

J{s, Cj, Ca, . . . e,.) 
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ein hy per elliptisches Integral, welches in c^ unendlich wird wie 
^flog («-»,) + !!,(,- »,)-' + C,(«-»,)-' + . ■ . + »,(<.-<!,)—, , 
90 wird eich die Summe von 2m solchen gleichartigen hyperellipti- 
schen Integralen, deren obere Gränzen die Lösungen ^^, 2g, . . . ^am 
der Gleichung 

p'~g'Biz)-0, 

und deren untere Gränzen ß^', s^, ■ • ■ ei^ die Lösungen der Gleichung 

sind, worin p und p^ beliebige ganze Polynome m^"'^ Grades, q und 
gj beliebige ganze Polynome höchstens vom m—p — l'^'' Grade 
sind, durch den Ausdruck darstellen lassen 



U' 



- y, ij, A log fiialrifVi/.SLl 

-5!ÜJi loa jl^el:ÄiÜj55Ll 

-.x; *« <»''ioc-( '"'''^"°."«'^'°? l 

worin der Werth der nu den einzelnen g-Werthen gehörigen Irra- 
tionalität durcli die Gleichung 

bestimmt ist. 

In anderer Form lässt sich dieses Resultat auch so aussprechen, 
dasa sich 2m^p gleichartige hyperelliptische Integrale zu p eben 
solchen Integralen vereinigen lassen, deren Gränzen Lösungen von 
Gleichungen j)"*" Grades sind, deren Ooefficienten rational aus den 
2m— p willkührlich angenommeneu Gränzen und zugehörigen Irra- 
tionalitäten zusammengesetzt sind, und deren Irrationalitäten sich 
mit Hülfe der willkührlich angenommenen Gränzen und Irrationali- 
täten rational durch die entsprechende Gränze ausdrücken. 

Schliesslich wird noch der Fall der gleichen Integralgrä,nzen 
auf den früheren zurückgeführt 

Nachdem gezeigt worden, dass einer additiven Verbindung gleieh- 
ai-tiger hyperelliptischer Integrale eine a^ebraische Beziehung 
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zwischen den oberen Gränzen dieser Integrale entsprechen kann, 
wird in der siebenten Vorlesung die Betrachtung auf die all- 
gemeinsten algebraischen Beziehungen ausgedehnt, welche zwischen 
hy per elliptischen Integralen überhaupt bestehen können, sie mögen 
gleichartig oder ungleichartig sein, d. h. zu derselben oder ver- 
schiedenen Riemann'schen Flächen gehören, wenn auch zwischen den 
Uränzen dieser Integrale algebraische Beziehungen stattfinden sollen. 

Es wird der Nachweis geführt, dass die allgemeinste Form 
einer algebraischen Beziehung zwischen n Integralen eine hneare 
Function dieser Integrale ist, deren Coefficienten constante Grössen 
sind, vermehrt um eine Grösse, welche von den Integralen frei ist, 
aber von den unabhängigen Variabein algebraisch abhängen wird, 
und diese lineare Beziehung wird nun der weiteren Untersuchung 
zu Grunde gelegt. 

Durch Erweiterung einer von Abel in der Transformations- 
theorie der elliptischen Integrale angewandten Methode wird ge- 
zeigt, dass die Beziehung sgleichung 
,m 



+/""«'" G/<V)) <!» + •■■ 



^ u -\- A^ log v^ -\- Ä^ log v^ -i- ■ ■ ■ -\- Äy lüg Vr , 



y Google 



216 r,, Koi™iü5,.F.imp.K. 

in welcher 

.J!g+.« -{*-"?') ('-«?') • ■ • («-''g+.) 

<i_,W-(«-(ff)(<-(ff) ■ • • {'-ff,-i 

ferner 

eine rationale Function von s und yB(z) bedeutet, endlich, 

U, »1, »21 ■ ■ ■ *'" 

algebraische Functionen von 

^2p+l ■ ■ ■ ^Sp-i-l' ^'ip—l ■ • ■ ^2p~l' ■ ■ ■ '3 ■ ■ ■ *3 

vorstellen, reducirt werden kann auf die ihr völlig aequivalertte 

+ f7' + B/ log r,' + ^; log n' + ■ ■ ■ + -Bp log f; , 

woiin die zu je einer Summe gehörigen ^-Werthe Lösungen von 
Gleichungen des durch die obere Gränze des Summationszeichens 
gegebenen Grades sind, deren Coefficienten rational aus den Grössen 

zusammengesetzt sind, und die Irrationalitäten sich mit Hülfe eben 
dieser Grossen rational durch die zugehörige g-Grösse ausdrücken 
lassen, während 

u,', V,', V.;, . . . v: 

rationale Functionen eben dieser Grössen sind. 
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Eine Reihe der eben charabterisirten Werthe, welche einer 
Gleichung 

r+/;(2,y5w) »•-'+■■■+/'•-. (2,y3iM)!/+f.fey3iw)-o 

genügen, und für welche 

ysM 

sich als rationale Function von £^, YB^) und y» darstellen lässt, 
hat weiter die Eigenschaft, dass sie ein System von Differential- 
gleichungen der Form befriedigen - 

^2*1 dy, äy^__ _ J'JSi)^^, 



Vidy, , Viäy, I y„dy„ __ ^i(^!)ds, 



yii,iy,) ^ yB,M VE^i^) yitih) 



ysi^)' "'" yifti^) "*" ysÄy7) ~ y^i^^) ' 

also eine Transformationsbeziehung der zugehörigen Integrale erster 
Gattung liefern, oder wenn nicht kleiner als p ist, dem Systeme 






fjÜiCr,) ^ Kfla^i) . yBt(Y„) 






m« ^ CBS) ^ KiK«,) 

in welchen 

y,, y„ ■ • • r. 

die Lösungen einer Gleichung e**" Grades sein sollen, deren Coeffl- 
eienten rational und symmetrisch ans 



l/R{''6, /Sfe). • ■ • /-KC%) 
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zusammengesetzt sind, wahrend die zugeborigen Irrationalitäten mit 
Hülfe eben dieser Grossen rational mit den resp. Y zusammenhängen. 
Doch lässt diese Form des Transformationsproblems der In- 
tegrale noch eine wesentliche Vereinfachung zu, indem sich durch 
einfache Betrachtungen zeigen lässt, dass das oben aufgestellte 
System hyperelbptischer Differentialgleichungen sich in allen Fällen 
durch das folgende 

dYi dY, ^^0 ^n ■*'" ^^'''*^' 

VR^^ *" "~ViQY~^ - -I- ... -1 -j==__- „ Yniß^ 



" "^ VB^iY^) " ' KB(«,) 



ersetzen lässt, in welchem 

Y„ r„ . . . r„ 

die Losungen .einer algebraischen Gleichung 

». + J,fe)!'"-' + -^- + &(».)-" 
darstellen, deren Coeffieienten rationale Functionen von 2^ sind, und 

ysjfd, vrjjs, ■ ■ ■ Vikfj^ 

sieh als rationale Functionen der zugehörigen T-G-rössen und s^ aus- 
drücken lassen, multiplicirt mit yiiis^. 

Naturgemäss schließ st sich an die B eh and hm g des Trans- 
formationsproblems die Frage nach den allgemeinsten Beziehungen 
der hy per elliptischen Integrale derselben Ordnung und algebraisch- 
logarithmjachen Functionen, eine Frage, die von Abel in seiner 
unvollendet gebliebenen Arbeit für elliptische Integrale beantwortet 
worden, und die Anwendung des oben hervorgehobenen Satzes .von 
der Vertauschung der Gränzen und Unstetigkeitspunkte der Haupt- 
integrale sowie des Äberschen Theorems führt zu dem Resultat, 
dass diese allgemeinste Beziehung die Form haben muss 

/' +/R[ai)di^ r± yR{äi )ds r+y'Ei^^idz 
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worin m^, «Kj, ... «V ganze Zahlen, ß^, ß,, . . . /?j,_i Oonstanten 
vorstellen, tleren Bedeutung dort näher angegüben wird. 

Endlich wird noch die Frage aufgeworfen, ob in algebraische 
Relationen zwischen hyperelliptischen Integralen auch jene ein- 
deutigen ümkehrungsfunctioncn der Integrale niederer Gattung, also 
die Exponentialfunctiouen, die trigonometrischen und elliptischen 
Functionen eintreten können, und zwar wird diese Frage mit Hülfe 
eines allgemeinen von mir aufgestellten Satzes über Differential- 
gleichungen beantwortet, der für den vorliegenden Zweck specialisirt 
folgen der masaen lautet; wenn zwischen den Integralen 

Z und Z^, Z,, . . . Zr 
der irreductibebi Differentialgleichungen 

Uli 

&''+ *< <-"' *>)©*+ ■ ■ + *'.-'(''' ''1 S + *■»(''■ ">)-"' 
(£) '+ X, ('=, «'jCi') + ■ • ■ + fc-. f.', "'■) i-J + ft.(^, »,) - , 

ein algebraischer Zusammeuliang stattfindet, und man setzt statt 
der Gfrössen Z^, Z^, . . . Zy r beliebige andere Integrale der Differen- 
tialgleichungen, so wird die algebraische Beziehung noch fortbestehen, 
wenn für Z ein gewisses anderes Integral Z' der ersten Differential- 
gleichung gesetzt wird. 

Die Anwendung dieses Sataes führt die oben aufgeworfene Frage 
auf die Untersuchung von Functionalgleichungen zurück, und liefert 
das Resultat, dass weder die Esponentialfunetion noch die trigono- 
metrischen und elliptischen Functionen in jenen algebraischen Be- 
ziehungen vorkommen können. 

Mit den vorausgegangenen Untersuchungen sind nun die Mittel 
gegeben, um die Beantwortung der Fragen der Integralrechnung an- 
zugreifen, welche die Reduction der hyperelliptischen Integrale einer 
gewissen Ordnung auf solche niederer Ordnung zum Gegenstande 
haben, und zwar liefert die achte Vorlesung die nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen, unter denen ein hyperelliptisches In- 
tegral irgend welcher Ordnung auf algebraisch-logarithmische Func- 
tionen redudrbar ist, eine Frage, die für elliptische Integrale von 



y Google 



220 I"' EoRKIOSnEllOKH. 

Tcliebichef im Änschluss an die Untersuchungen von Abel, 
von Weierstrass mit Hülfe der Umkehrungsfunctionen behandelt 
worden ist. 

Die Bedingungen dafür, dass daa Integral 

' F(ß)dz 



J 1 



auf algebraische Functionen redueirbau ist, sind unter Benutzung 
schon oben in diesem Referat« erlclärter Zeichen die folgenden; 



l^:^--] =0, r-^^1 = 0, . . . r^^i =0, 



worin r^Oj 1, 2, ... 2p — 1 zu setzen ist; der algebraische 
Werth des hyperelUpti sehen Integrales ist dann durch den Ausdruek 
gegeben 

1 Vr ^1" / " ''^ 1 _ r ^W r ^1 1 1 i/Ji(7) 

Weit schwieriger ist die Frage nach der Redueirbarkeit auf 
Logarithmen, und eine genaue Untersuchung der nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen lieferi; das folgende Verfahren zur Be- 
antwortung der Frage, ob ein hyperelliptisches Integral von der Form 

J VWf 

auf algebraisch-logarithmische Functionen redueirbar ist. 
Man bilde die Gleichung 

und suche dieselbe durch Systeme von ganzen Zahlen T^, T^, . . . T„ 
zu befriedigen; mögen sieh nun n — k solcher Systeme finden lassen 

T„, I„, . . . T,„ 

T„, T„, . . . T,,, 



T.-ii,J'^M, . . . 2".-.,., 
welche von. einander unabhängig sind, und n 
n — k Gleichungen die Belationen ergeben 
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eo suche man den grössten gemeinsamen Theiler zwischen den Zahlen 

D, lu, hi, ■ ■ ■ ^>.-ki, 
worin i eine der Zahlen l, 2, , . . k bedeuten aoll; sei derselbe Öi, 
und werde 

~- = f^ 'ü- = (<" -^ = (''"' . . . -""— = ('''' 

gesetzt, so muss 

f + ^f H h C* > P 

sein, wenn B(s) vom 2j? -f- 1'"" Grade ist; lassen sich nun Gleichungen 
von der Form 

finden, welche ausser den resp. Werthen 





^1, ^*+i, ■ ■ 
S^, Si + i, . . 


. s^ 




Si, äk^i, . . 




mit der entspreche 


nden Vielfachheit 






tT> if> ■ ■ ■ 


€-} 




C> f ' ■ ■ ■ 


€L 



C, 4' ■ ■ ■ C-. 

nur noch die Verzweigungswerthe zu Lösungen haben, so bilde man 
die Summe 

+ . . . + -L rZ(!Ll log f ^'''-g'"^ gE'\ = X{^) 

dann wird £(ä) das Aggregat der im reducirbaren hy per elliptischen 
Integrale vorkommenden logarithmischen Glieder darstellen; setzt 
man sodann 
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'?{i 



'S'lfsiti] i F">'-g"i'B(.zr ' VBli)i 



vm' 

so müssen ferner mit Zugrundelegung der früher emgeführten Be- 
zeichnungen noch die Bedingungen befriedigt sein 

für die Werthe 0, 1, 2, . . . p-—l, und 

^r F{t)-q>(t) fK^t)dtr] _ r F[t)-fpit) /":^>'^*]_q 

^"L VRiJ) J ^"S^J^^_^ ^_j L ('£((") J VR{t) ^~i 

für die Werthe T=p, ^+ 1, ... . 2j)^l; sind alle diese Be- 
dingungen erfüllt, so ist der Werth des algebraischen Theiles jenes 
hyperelliptischen Integrales 

(xir F(t) f dt^n _ r_Fm___r dj^i | 

welcher mit L («) vereinigt die algebraisch-logarithmisehe Darstellung 
des gegebenen Integrales liefert. 

Die Frage, welche hyperelliptische Integrale auf elliptische oder 
auf hy per elliptische niederer Ordnung reducirbar sind, ist in diesen 
Vorlesungen nicht behandelt; der vollständigen Beantwortung dieser 
Frage stehen noch grosse Schwierigkeiten im Wege, die sich mög- 
licherweise nur mit Hülfe der Umkehrungsfunctionen der hyper- 
elliptischen Integrale oder der ■^-Functionen mit mehreren Variabein 
werden überwinden lassen, 

Endlich behandelt die neunte Vorlesung das MultipHcations- 
theorem — nichts anderes als das Äbel'sche Theorem für gleiche 
Integrale und nur nach dem oben behandelten Transformations- 
princip in verschiedenen Formen dargestellt — und das Divisions- 
problem, das bereits von Hermite für hy per elliptische Integrale 
erster Ordnung und von Clebsch und Gordan für alle Abel - 
sehen Integrale erledigt worden ist; ich beweise durch Verallgemeinerung 
der von Hermite befolgten Methode den bekannten Satz, dass 



welche der Gleichung 
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genügen, die Lösungen einer Gleichung ;p*^" Grades sind, deren 
Coefficienten sieh als lineare Functionen von n''" Wurzeln aus 
Functionen darstellen lassen, welche rational aus 

s„ i„ . . . i„ ysiü, ys(ü. • • ■ VWS) 

zusammengesetzt sind. 

Am SeUusse dieser letzten Vorlesung wird gezeigt, dass das 
Theilungsproblem der Perioden, welches beim allgemeinen Divisions- 
problem als gelöst betrachtet wird, sich auf die Theilung derselben 
durch eine einfache Primzahl zurückführen lässt, und dass fiir diesen 
Fall das Problem auf die Ji.uflösunc einer Gleichung 



Grades zurückführbar ist, aus deren Lösungen sich durch Wurzel- 
ziehen die Coefficienten der verschiedenen Gleichungen p^^" Grades 
bilden lassen, deren Wurzeln die Grössen 

Vi, %> ■ ■ ■ %' 
sind, welche der Gleichung 

_ r f{x)dx rf{x)dx fma x^ 

J Vm^ "^J yB{x) "^ '^ J VB{x) 

genügen, in welcher 

Ji, J«, . . . 
die Periodicitätsmoduln, k jeden Werth von 1 bis 2^, die Grössen 
fii, fia, . . . fi,i—i alle Zahlen 0, 1, 2, . . . (w — 1) vorstellen, und 
m aus der Werthereihe 1, 2, . . . n — 1 zu nehmen ist. 

Die weiteren w es entheben Punkte, welche die Theorie der all- 
gemeinen hyp er elhpti sehen Integrale und der Periodicitätsmoduln 
derselben betreffen, gehören naturgemäss in die Theorie der hyper- 
elliptischen Functionen, welche sich bekanntlieh als Integrale 
eines Systems von hyperelliptisehen Differentialgleichungen ergeben 
und zu noch weit ausgedehnteren und für die Algebra und Zahlen- 
theorie ebenso wichtigen Untersuchungen führen als es bei den 
elliptischen Functionen der Fall gewesen. 

Wien. Leo Koenigsb erger. 
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Chr. Wiener: lieber die Stärke der Bestrahlung der Erde durch 
die Sonne in ihren verschiedenen Breiten und Jahres- 
aeiten. (Zoiischr. t Math. u. Phys. 93. Bd. 1877.) 

In dieser Abhandlung sind die Stärken der SonnenLestralilm^ 
eines Punktes der Erde unter verschiedenen Breitegraden, und zwar 
zu den verschiedenen Zeiten des Tages, an den verschiedenen Tagen 
des Jahres, in verschiedenen Abschnitten des Jahres, und endlich 
von ausgedehnten Theilen der Erdoberfläche in gewissen Abschnitten 
des Jahres bestimmt. Dabei ist die Bestrahlungsstärke der Flächen- 
einheit der überall horizontal gedachten Erdoberfläche nur von dem 
Einfallswinkel der Strahlen, von dem Abstände der Sonne und von 
der Bestrahlungsdauer abhängig gemacht, nicht aber von dem nicht 
sicher bekannten Einflüsse der Atmosphäre. Dieser Gegenstand ist 
schon von Poisson, Lambert, Meech a. A. behandelt und von beiden 
letzteren bis zur Berechnung von Tabellen fortgeführt worden, aber 
in nicht so umfassender Weise, wie in der vorliegenden Arbeit; 
namentlich wurden dort keine andern Jahre sabschnitte als die astro- 
nomischen Jahreszeiten gewählt, weil diese bedeutend weniger 
Schwierigkeiten bei dem Auswerthen der elhptisehen Integrale 
bieten. 

In der vorliegenden Abhandlung ist zuerst die verhältniss- 
mässige Intensität der Bestrahlung eines Punktes der Erd- 
oberfläche zu den verschiedenen Zeiten eines Tages be- 
stimmt, welche durch den Cosinus des Einfallswinkels ausgedrückt 
und graphisch durch denjenigen Theil einer Cosinuslinie dargestellt 
ist, der dem Tagesbogen entspricht. Sodann ist die Stärke der 
Bestrahlung an einem Tage in den verschiedenen Breiten 
und zu den verschiedenen Zeiten des Jahres ermittelt. Es 
sind Tabellen für Breiteunterschiede von 10" und für 16 Tage des 
Jahres berechnet, für welche der Unterschied der Längen der Sonne 
je 22y2'' beträgt. Danach sind zweierlei Curven construirt, welche 
die Abhängigkeit der Bestrahlungsstärke einmal von der wechseln- 
den Breite an bestimmten Tagen, das anderemal von den wechseln- 
den Tagen in bestimmten Breiten veranschaulichen. Es mögen 
einige der Ergebnisse angeführt werden. . Die stärkste Sonnenbe- 
strahlung innerhalb eines Tages (24 Stunden), welche überhaupt 
auf der Erde vorkommt, haben zur Zeit der Sonnenwende merk- 
würdiger Weise die Pole zu erleiden, und zwar der Südpo! mit der 
Starke 0,412 und der Nordpol mit 0,385, wenn man als Einheit 
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die Slärke der Bestrahlung innerhalb 24 Stunden bei stets senkrecht 
auffallenden Strahlen nnd bei dem mittleren Abstände der Sonne 
wählt. Am 21. Juni, an welchem Tage also die Stärke der Be- 
strahlung für den Nordpol = 0,385 ist, beträgt sie für einen Punkt 
des nördlichen Polarkreises 0,353, bei etwa 62° n. Breite 0,350 
(ein Minimum), bei etwa 43y^° n. Breite 0,355 (ein Maximum), auf 
dem Aequator 0,283, am südlichen Polarkreis 0. Die stärkste Tages- 
bestrahlung auf dem Aequator findet in der Nähe der Zeit der Tag- 
und Naehtgleiehen statt; sie steigt im October bis 0,317, im Februar 
bis 0, 321. 

Die Bestimmung der Starke der Bestrahlung innerhalb 
eines Abschnittes des Jahres führt auf elhptiache Integrale, 
die Yon allen 3 Gattungen auftreten; dieselben wurden mit Hülfe 
des Legendre'schen Tafelwerkes berechnet, nachdem vorher der 
Weg der mechanischen Quadratur und der der Simpson' sehen Regel, 
die wegen nicht ganz gleicher Äbscissenabschnitte etwas modißcirt 
werden musste, eingeschlagen worden war. Die dreierlei Ergebnisse 
stimmten gut über ein. Es wurden die Berechnungen für die 8 
nahezu gleichen Theile des Jahres vorgenommen, in denen die 
Länge der Sonne von 0" anfangend um je 45" zunimmt. Dabei 
schlägt der Verfasser vor, neben den 4 astronomischen Jahres- 
zeiten als meteorologische diejenigen Abschnitte einzuführen, 
deren Grenzen in die Zeitpunkte fallen, in denen die Sonnenlängen 
45, 135, 225, 315° sind. Nahezu in der Mitte des meteorologischen 
Sommer Vierteljahres läge dann der längste Tag, Als Einheit wurde 
die Stärke der Bestrahlung innerhalb eines ganzen Jahres bei stets 
senkrecht auffallenden Strahlen und dem mittleren Abstände der 
Sonne gewählt. Zunächst ergab sich, dass die Stärke der Jahres- 
bestrahlung eines Punktes der Erde in nördlicher Breite genau 
eben so gross ist, wie die eines Punktes von gleicher südlicher 
Breite; dass die Bestrahlung eines nördlichen Punktes im astronomi- 
schen Frühlingsvierteljahre (20. März bis 21. Juni) gleich ist der- 
jenigen im Sommervierteljahre (21. Juni bis 23, Sept.), gleich der- 
jenigen eines Punktes von gleicher, aber südlicher Breite im Herbst- 
yierteljahre (23. Sept. bis 21. Dec.) und im Wintervierteljahre 
(21. Dec. bis 20. März). Ausser den Zahlen zeigt auch die Theorie, 
dass sich die Wirkung der längeren Dauer des nördlichen Sommer- 
halbjahres (T'/jj Tage länger) mit der des grösseren Sonnenabstand es 
während desselben vollkommen ausgleicht. Die B es tirahlungs stärke 
im ganzen Jahre ist für einen Punkt in der nördlichen oder süd- 
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liehen Breite Yon 0, 30, 60, 90« der Reihe nach 0,305; 0,268; 
0,174; 0,127. Besonders bemerkenswerth sind die Bestrahlungs- 
stärken in den meteorologischen Vierteljahren; sie ist z. B. für 
Punkte unter den nördlichen oder südlichen Breiten von 90, 60, 30, 
0" im Frühlings- oder Herbstyierteljahr der Reihe nach 0,019; 0,041; 
0,068; 0,078; für die Breiten (+ = nördlich) + 90, + 60, + 30, 
O; — 30, — 60, — 90 im Sotnmervierfceljahr der Reihe nach 0,089; 
0,084; 0,088; 0,074; 0,043; 0,007; 0. Die letztere Reihe zeigt, dasa 
nicht nur an unserem längsten Sommertage, sondern auch während 
des ganzen Sommer Vierteljahr es die Sonnenbestrahlung des Nord- 
poles grösser ist als diejenige irgend eines andern Punktes der 
Erde; und es rührt dies daher, dass in diesem Quartale die täg- 
liche Sonnenbestrahlung in 56 Tagen am Pole .grösser ist, als die 
gleichzeitige an irgend einem andern Punkte der Erde. 

Es ist dann noch die Stärke der Bestrahlung von Theilen 
der Erdoberfläche während gewisser Abschnitte des Jahres 
bestimmt und dabei z. B. gefunden, dass die auf die ganze Erde 
fallende Strahlenmenge mit der Zunahme der Länge der Sonne pro- 
portional, also für alle astronomischen und meteorologischen Viertel- 
jahre dieselbe ist; dass die auf die nördliche und südliche Erd- 
hälfte auffallenden Strahlenmengen in deren Sommer- und Winter- 
vierteljahren sich nahezu wie 5 : 3 verhalten. 

Carlsruhe. Chr. Wiener. 
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Edm. Hess. TJetaer vier ArohimedeiscliQ Polyeder höherer 
Art. (Kassel. Th. Kay. 18J8.) 

In der genannten Abhandlung werden zwei Methoden kurz ent- 
wickelt, welche zu der Bestimmung der Arten und Varietäten der 
gleichflächigen, sowie der gleicheckigen Polyeder dienen, «nd 
von denen jede, je nachdem sie auf die ersteren oder die letzteren 
Körper bezogen wird, wiederum zwei besondere Arten des Verfahrens 
ergibt. 

Die erste Methode besteht darin, die entsprechenden Körper 
erster Art als bekannt vorauszusetzen und die vollständigen Raum- 
figuren zu betrachten, welche bei den gleichfläehigen Polyedern 
durch die Ebenen der Grenzflächen, beiden gleicheckigen durch 
die Eckpunkte gebildet werden. 

Im ersteren Falle kann man ein sehr einfaches, rein eonstruc- 
tives Verfahren benutzen, indem man auf einer der gleichen Grenz- 
flächen die Schnittlinien (Spuren) sämmtlicher übrigen Grenzflächen 
construirt. Im zweiten Falle — für die gleicheckigen Polyeder — 
lässt sich die analoge Untersuchung ebenfalls sehr anschaulich 
diirehführen, wenn man die sphärischen Figuren und Netze be- 
trachtet, welche durch Verbindung der auf einer Kugelfläche hegen- 
den Eckpunkte durch Hauptkreise entstehen. 

Eine zweite Methode gründet sich darauf, dass die gleich- 
eckigen Polyeder durch Abstumpfung der Ecken und Kanten der 
regulären Polyeder sich erhalten lassen, dass dieselben also Com- 
binationsgestalten von regulären und von bestimmten einfachen 
gleichflächigen Polyedern sind, während die gleichfläehigen Körper 
durch bestimmte Comb inationen der Eckpunkte von regulären und 
von einfachen gleicheckigen Polyedern hergeleitet werden können. 

Diese beiden Methoden werden nun zur Ilerleitung von vier 
Archimedeischen Polyedern höherer Art, nämlich der beiden 
höheren Arten des Triacontaeders und der beiden diesen polar 
entsprechenden gleicheckigen Polyeder angewendet. 
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Man erhält auf diese Weise ausser dem Triacontaeder der 
1*™ Art, das passend als 

Ti • • • (12 + 20-)eckigea SO-Flaeh der 1*™ Art 
bezeichnet wird, einmal ein Triaeontaeder der 3'™ Art oder ein 

^3 ■ • ■ (stem-12 + 12-)eckiges 30-Flach der 3*^ Art; 
■welches 12 regulär-fünfflächige Ecken der 2*^" Art (Stemeekon) und 
12 regulär-fünfflächige Ecken der 1'™ Art hat und von 30 con- 
gruenten Rhomben begrenzt iafc. Zweitens resultirt ein Triaeon- 
taeder der 7"° Art oder ein 

Tj ■ • ■ (stem-12 + 20-)eekiges SO-Flach der 7**" Art 
mit 12 regulär-fünfflächigen Ecken der 2*"° Art und 20 regulär- 
dreiflächigen Ecken, das ebenfalls von 30 congruenten Rhomben 
begrenzt ist. 

Die beiden Polyeder T^ und 2", sind sowohl nach der ersten 
Methode, vermöge welcher auch leicht die vollständigen Figuren der 
Grenzflächen gezeichnet werden können, als auch mit Benutzung 
der zweiten Methode hergeleitet, nach welcher sieh dieselben durch 
bestimmte Combinationen der Eckpunkte eines leosaeders mit den 
Eckpunkten eines Kepler'echen 12-eckigon Stern-12-Flachs der 
3'™ Art und ebenso mit denen eines Kepler'scheu 20-eekigen 
8tem-12-Flach3 der 7*=" Art ergeben. 

Endhch sind auch die Werthe für die FU'ichenwinkel , Kanten, 
Radien der umgeschriebenen Kugeln, Oberflächen und cubischen In- 
halte der 3 Triaeontaeder T^, T^, T^ kurz zusammen geatellt. 

Den beiden Polyedern T^ und Tj entsprechen polar (in Be- 
ziehung auf eine concentrisehe Kugel) zwei gleicheckige Polyeder 
%^ und %^, welche die beiden höheren Arten des dem Triaeontaeder 
1'*' Art polar entsprechenden Polyeders, nämlich des 

2:1 ■ ■ ■ (12 -f- 20-)flächigen 30-Ecks 
darstellen. 

Das Polyeder 

^3 ■ - - das (stem-12 + 12-)flächige 30 Eck der 3'™ Art 
ist von 12 regulären Fünfecken der 2*"" Art und von 12 regulären 
Fünfecken der 1'^" Art, deren Ebenen bezüglich zu denen der 
ersteren parallel sind, begrenzt und hat 30 congruente vierflächige 
Ecken. 

Das dem Polyeder J", polar entsprechende 
2:, ■ ■ • das (stern-12 + 20-)flächige 30-Eck der 7'™ Art 
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ist von 12 regulären Fünfefikeii der 2**" Art und 20 regulären 
Dreiecken begrenzt und hat ebenfalls 30 congmente 4fläeliige Ecken, 

Diese beiden Polyeder %^ und 3^, werden direet unter Angabe 
ihrer wichtigsten Eigenschaften einmal aus den bezüglichen sphäri- 
schen Netzen, nämlich aus der Figur eines sphärischen sogenannten 
lOfach Brianchon'sohen Sechsecks hergeleitet, dessen ebene Pro- 
jection gelegentlieh anderer Untersuchungen von Clebsch*) und 
neiierdings von Herrn F. Klein**) betrachtet wurde. 

Andererseits wird auch die zweite Art der Entstehung der 
Polyeder %^ und %,{ kuTK erwähnt, nach welcher dieselben resultiren, 
wenn beziehungsweise die Ecken eines Poinsot'schen 12flächigen 
Stern-12-Eeks 3*" Art und ebenso die eines Poinsot'schen 
20flächigen Stern-12-Eek8 T*' Art durch die Flächen eines Pen- 
tagona od eeae der s bis zum Verschwinden der Kanten abgestumpft 
werden. 

UelDer zwei oonoentrisch-regelmässige Anordnungen von Kepler- 
Poinaot'selien Polyedern. (Sitaungsber. der GGsellsch. b. Befötd. 
d. gRsammt. Naturwisaenaeh. zu Marliurg. Kai 1878. S. IS— 23.) 

In Folge der von dem Verfasser aufgestellten Erweiterung dos 
Begriffs eines regelmässigen Körpers — als eines zugleich gleich- 
eckigen und gleichflächigen — (vgl. Eepertorium Band I. S. 227 ff.) 
ergibt sieh, dasa nur solche coneentrische Gruppirungen dieser 
Polyeder als regelmässige anzusehen sind, bei welchen der innere 
Kern ein gleicbflächiges , die äussere Hülle ein gleichecldges 
Polyeder der ersten Art ist. 

Die hiernach möglichen coneentrischen Gruppirungen der regel- 
mässigen Körper erster Art sind, wie schon bei anderer Gelegenheit 
gezeigt wurde, einmal diejenigen von regulären Tetraedern zu 
2, 5 und 10, femer die von je 5 Würfeln und von 5 regulären 
Octaedern und endlich zahlreiche Anordnungen von tetragonalen 
und rhombischen Sphenoiden. 

Die vorliegende Mittheilung bezieht sich auf zwei bisher nicht 
bekannte eoneentriseh regelmässige Anordnungen von zweien der 
Kepler-Poinsot'schen Polyeder. Der Verfasser wurde auf die- 
selben durch eine genauere Betrachtung der Figur eines sphäri- 
schen lOfach Brianchon'schen Sechsecks geführt. (Vgl. den 
vorhergehenden Bericht.) 

*; Mathom. Annalen IV 'S. 336-338. 
**) Mathem. Annalen XII S. 530 ff- 
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Die durcli jene Figur, sowie durch die ilir polar entsprechende, 
bestimmten sphärischen Netze bedingen zum Theil neue Losungen 
des Problems der Kugeltheilung, mit welchen dann die Construction 
gleichflächiger und gleich eckiger Polyeder in engem Zusammenhange 
steht. (Vgl. auch Schwarz: Borchardta Journal Bd. 75 S. 321 ff.) 

In der angegebenen Figur treten u. A. 60 (durch JF bezeichnete) 
Schnittpunkte auf, die wie die Eckpunkte eines bestimmten gleich- 
eckigen Polyeders (eines (12 + 20 + 30) flächigen 60Ecks) Hegen, 
und denen 30 (durch f bezeichnete) Hauptkreise als Aequatoren 



Es ergibt sich nun, dass diese 60 Punkte F die Eckpunkte 
zweier concentris eben Systeme von 5 Kepler'schen ISeckigen Stern- 
12-Flaehen uaA von 5 Poinsot'schen 12flächigen Stern- 12 -Ecken 
sind. Denn bei beiden Systemen liegen die 60 fünfflächigen Ecken 
wie die Eckpunkte des angegebenen gleicheekigen Polyeders, und 
die 60 fünfeckigen Grenzflächen, welche parallel au den Ebenen 
der 30 Hauptkreise f sind, schliessen als inneren Kern ein be- 
stimmtes gleichflächiges Polyeder (ein (12 + 20 + 30) -eckiges 
eOFlach, ein Deltoidhexecontaeder) ein. Dabei entspricht der innere 
Kern bei jedem dieser beiden Systeme, die sieh polar entsprechen, 
auch polar der äusseren Hülle. 

Bemerkenswerth erscheint noch, dass das System von 5 con- 
centrischen Pentagondodecaedem , das durch die Grenzflächen jener 
beiden Systeme gebildet wird, und ebenso das System von 5 con- 
centrisehen leosaedern, dessen Eckpunkte mit denen jener beiden 
Systeme zusammenfallen, keine in dem angegebenen Sinne regel- 
mässigen Anordnungen darstellen, indem für jedes immer nur eine 
der beiden oben aufgestellten Bedingungen erfüllt ist. 

Marburg. Edm. Hess. 



Milinowski: „Zur synthetischen Behandlung der ebenen Cur ven 
m. O". «nd „Zur synthetischen Behandlung der ebenen 
Ourven IV. O.". (Zeitactrift für Mattematilt ■und Physik.) 
Seit dem Erscheinen der v. Staudfachen Geometrie der Lage 
hat sich in der Geometrie das Bestreben geltend gemacht, die 
geometrischen Wahrheiten ohne jede Rechnung, ohne irgendwelche 
Massbeziehungen, also ohne Benutzung des Gleichheitszeichens ab- 
zuleiten. Für die Gebilde II. 0. war dieses Streben vom durch- 
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selilagendsten Erfolge begleitet, für die Gebilde höherer Ordnung 
aber eine rein synthetische Theorie noch nicht gegeben. Die funda- 
mentalen Sätze wurden entweder der analytischen Geometrie ent- 
lehnt oder durch Rechnung bewiesen oder geradezu als Grundsätae 
aufgestellt, so in den bekannten Werken von Durege: „Die ebenen 
Curven III. 0." und Cremona: „Einleitung in eine geometrische 
Theorie der ebenen Curven". . Durege benutzt die analytische Geome- 
trie, Cremona leitet die Theorie der harmonischen Mittelpunkte aus 
den Beziehungen zvri sehen den Wurzeln und Coeffieienten einer 
algebraischen Gleichung her und aus ihr dajin die Theorie der 
Polaren der algebraischen Curven. Von diesen nimmt er als selbst- 
verständlich an, dass die Zahl ihrer Schnittpunkte nur von ihrer 
Ordnung abhängig, also gleich dem Product ilirer Ordnungszahlen 
ist. Auf fast gleiche Weise wird die Anzahl der Punkte gefunden, 
welche eine Curve bestimmen. Weil n Gerade, die sich in eiuem 
Punkte treffen, als eine Curve «*" 0, mit einem «fachen Punkte 
angesehen werden können, ein n facher Punkt aber für ^■n(n-\- 1) 
Bedingungen gilt, und die Geraden sämmtlich bestimmt sind, sobald 
von jeder noch ein weiterer Punkt gegeben ist, so ist eine Curve 
w*™ 0. durch ^ w (« -|- 3) Punkte bestimmt. Einen weiteren Haupt- 
satz für die Theorie der Curven, dass durch die Schnittpunkte zweier 
Curven von gleicher Ordnimg sich unzähhg viele Curven von der- 
selben. Ordnung legen lassen, beweist Cremona analytisch. Man 
ersieht, dass die Methoden Cremonas von den Forderungen der 
Geometrie der Lage vollständig abweichen und seine Theorie im 
Sinne der letzteren keine geometrische Theorie ist. — Der Zweck 
beider Abhandlungen ist nun der, die genannten fundamentalen 
Sätze allein mit denjenigen Hilfsmitteln, welche die Geometrie der 
Lage gestattet, für Curven HI. 0. und IV. 0. abzuleiten. Es liegt 
im Wesen dieser Geometrie, daas diese Herleitung nur eine Folge 
der Erzeugung der Curven sein kann. Ausgegangen bin ich bei 
den Curven IH. 0. von der Chasles'schen Erzeugungsart vermittelst 
zweier projectivischen Büschel II. und I. 0. und habe zuerst den 
Fundamentalsatz bewiesen: „Jede Curve III. 0., welche durch zwei 
projectivische Büschel II. und I. 0. erzeugt ist, kann auf unendlich 
viele Arten durch zwei solche Büschel erzeugt werden, wobei 4 
Grnndpunkte auf der Curve beliebig gewählt werden können." — 
Hier muss ich bemerken, dass Reye in seiner „Geometrie der Lage" 
II. Theil, Seite 188 und 189 einen Beweis dieses Satzes gibt. Der- 
selbe beruht aber auf räumlichen Betrachtungen und ist nicht all- 
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gemein, dena die Grundpiiukte des Kegelsclinittbiischels sind von 
einander abhängig. Die FJäelie F JII. 0. ist der Ort der Schnitfr 
punkte homologer Ebenen dreier Strahlenböndel, die colHnear auf 
einander bezogen sind; drei projectiviache Ebenenbüsehel derselben 
erzeugen eine auf F liegende Eaumcurve Ä III. 0. Jeder ebene 
Schnitt von F ist eine Curve C III, 0., in deren Punkten sich 
homologe Strahlen von 3 colHnearen ebenen Systemen treffen. Die 
Schnittpunkte der Ebene von C mit der Ranmcurve li erscheinen 
(vgl. lieber eine reciproke Verwandtschaft II. Grades von Milinowski, 
Crelle-Borehardt. Bd. 79) als sieh selbst entsprechende Punkte zweier 
der nnendhch vielen collinearen Systeme, welche C erKeugen oder, 
in bekannterer Weise ausgedrückt, als Tripel, wenn man G als 
Tripeicurve betrachtet (vgl. Steiners Vorlesungen, herausgegeben von 
Schroeter, II. Th-, Seite 500, 504). Die von Keye zum Beweise 
(vgl. Seite 189, a. a. 0-, vorletzte und letzte Zeile) hervorgerufene 
CoUinearität der 3 Bündel 8, Sj, S^ scheint im Allgemeinen un- 
möghch, da diese Bünde! 3 gegebene projectiviache Strahlenbüschel 
als. entsprechende haben und die nach 3 gegebenen Punkten (PQM) 
gezogenen Strahlen, also SP, S^P, 8^P~SQ, 8,Q, S^Q — SR, S,E, S^Ü 
homologe sein sollen. — Ein synthetischer Beweis des genannten 
Satzes war demnach noch nicht vorhanden. In meiner Abhandlung 
gebe ich zwei Beweise desselben, den einen Seite 434 — 435, den 
anderen Seite 427—433, in welchem ich zugleich nachweise, dass 
jede auf die Chasles'sehe Art erzeugte Curve III. 0. als Tripeicurve 
angesehen und umgekehrt jede Tripeicurve durch 2 projectiviache 
Büschel IL und I. 0. erzeugt werden kann, von deren Grundpiinkten 
4 beliebig auf der Ourve gewählt werden können. — Einen anderen 
Weg die Identität beider Arten von Curven III. 0. nachzuweisen, 
habe ich in dem Programme des Weisaenburger Gymnasiums vom 
Jahre 1875 in der Abhandlung „lieber die Haupterz eugungs arten 
der ebenen Curven HL 0." eingeschlagen. — Ein vereinfachter Be- 
weis des obigen Fundamentalsatzes soll in der Zeitachrift für Mathe- 
matik und Physik veröffentlicht werden. Aus diesem Satze lassen 
sich für Curven III. 0. jene eingangs erwähnten Sätze leicht folgern, 
(vgl. Heye, Geometrie der Lage.) 

In Nr. 10 der ersten Abhandlung habe ich die Erzeugung der 
ebenen Curve IIL 0. durch 2 projectivische Kegelachnittbüschel be- 
sprochen und die Identität der auf diese Art erzeugten Curve mit 
der auf die Chasles'sehe Art entstandenen naehgi'Wieseu Auf Seite 
433 muss dabei von der vierten Zeile an verbesaert werden in : 
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„Ebenso müsstcn die Polaren von nach 1^ und A^ in eine Gerade 
o„ zusammenfallen, so dasa also und «der Schnittpunkt (pmO^ 
conjugirte Punkte für beide Büschel wären." 

Der zweite Theil der Abhandlung leitet auf rein synthetischem 
Wege die Hauptpolareigenschaften der Curven III. 0. ab. Im Be- 
weise des Satzes 12 kommt ein falscher Schhiss vor, auf den mich 
Herr Professor Sturm in üarmstadt aufmerksam gemacht hat. Der- 
selbe bat gleichzeitig den Beweis richtig gestellt und soll die 
Correctur in der Zeitsebr. für Mathera. und Phys. erfolgen. — In 
der Herleitung des Satzes 23, welcher die Hauptpolareigenacliaft 
eines Büschels III. 0. enthält, ist in der 5, 27, 28"° Zeile g statt 
l zu lesen. 

Die zweite Abhandlung hat den Zweck einige fundamentale 
Sätze aus der Theorie der Curven IV. 0. synthetisch abzuleiten, 
nämlich die Sätze: 

1. Ist eine Curve IV, 0, durch 2 projectivische Büschel II. 0. 
erzeugt, so kann sie auf unzählige Arten durch 2 solche Büschel 
erzeugt werden. Die sämmtlichen Grundpunkte des einen und einer 
des anderen sind auf der Curve beliebig anzunehmen. 

2. Ist eine Curve IV, 0. durch 2 projectivische Büschel I. und 
III. 0. erzeugt, so kann sie auf unzählige Arten durch 2 solche 
Büschel erzeugt werden. Der Grundpunkt des Büschels I. 0. und 
6 Grundpunkte des Büschels III. 0. sind beliebig auf der Curve an- 
zunehmen. 

3. Eine Curve IV, 0., welche durch 2 projectivische Büschel 

II. 0. erzeugt ist, kann auch durch 2 projectivische Büschel I. und 

III. 0. erzeugt werden — und umgekehrt. 

4. Alle auf eine der beiden Arten erzeugten Curven IV, 0., 
welche 13 Punkte gemeinschafthch haben, gehen ausserdem noch 
durch dieselben 3 Punkte. 

5. Eine Curve IV. 0. ist durch 14 Punkte bestimmt. 

Synthetische Beweise dieser Sätze sind mir nicht bekannt ge- 
worden. „Der strenge Beweis des ersten Satzes (vgl. Kortum: Uober 
geometrische Aufgaben III. und IV. Grades) mit allen seinen spe- 
ci eilen Fällen würde eine vollsländige geometrische Theorie der 
Curven IV. 0. involviren, also eine Arbeit, welche immer noch zu 
wünschen bleibt." Die eben genannte Schrift von Kortum, im 
Jahre 1868 mit dem Steiner'scben Preise gekr&nt, löst die Aufgabe: 
„Durch 14 Punkte vermittelst zweier projectiviaehen Büschel 11. 0. 
eine Curve IV. 0. zu legen" und benutzt dazu den Hilfssatz: „Legt 
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mall durch die Scliuittp unkte der homologen Kegelschnitte pro- 
jeetivischer Büschel andare Kegelsehnittbiischel, so lassen eich die 
Kegelschnitte derselben unendlich oft so zu heuen Büscheln gruppiren, 
da«s zu jedem solchen aus jedem der vorigen Büschel ein Kegel- 
schnitt gehört." Der Beweis desselben atützt sieh auf den oben an- 
gegebenen ersten Satz von den Curven IV. 0., den sie durch die 
analytische Geometrie als bewiesen voraussetzt. Die synthetische 
Geometrie muss den umgekehrten Weg etuschlagen und jenen Hilfa- 
satz aus den Eigenschaften der Kegelschnitte ableiten, was in Nr. 7 
meiner Abhandlung geschehen ist. Zu bemerken ist, dass derselbe 
Satz sich auch für Curven höherer Ordnung aus den Eigenschaften 
des Curvennetzes ableiten lässt; für Curven III. 0. ist diese Ab- 
leitung in Nr. 28 ausgeführt. Uebrigens ist zu erwähnen, dass 
jener fiüfssatz von den KegelschnittbÜseheln den anfangs genannten 
Hauptsatz aus der Theorie der Curven III. 0. unmittelbar folgern 
lässt, wenn das eine Kegelschnittbus chel in ein Strahlenbüschel und 
eine Gerade degenerirt. — Um zu dem Satze 1. zu gelangen, musste 
ich aber einen Umweg einschlagen; es ist mir nicht gelungen, ihn 
wie den genannten Hilfssatz, nur aus den Eigenschaften der Kegel- 
schnitte abzuleiten; ich musste Curven III. 0. zu Hilfe nehmen. 
Zunächst zeige ich, dass der Ort der Schnittpunkte homologer Curven 
zweier projecti vis eben Büschel III. 0. eine Curvo VI. 0. ist; dass 
zwei projecti vis che Büschel I. und III. 0. eine Curve IV. 0. er- 
zeugen, welche auch in eine Gerade und eine Curve III. 0. oder in 
zwei Curven II. 0. zerfallen kann; dass diese Curve IV. 0. auf un- 
zählige Arten durch zwei projecti vis ehe Büsche! I. und III. 0. oder 
II. und II. 0. erzeugt werden könne. In Verbindung mit diesem 
Satze folgt dann aus der Auflösung der Aufgabe: Durch 14 Punkte 
vermittelst zweier projectivischen Büschel I. und III, 0. oder H. und 
II. 0. Curven IV, 0. zu legen, die Identität dieser Curven und somit 
der Satz 1. Eine weitere Ausführung einer geometrischen Theorie 
der Curven IV. 0. würde nachweisen müssen, dass jede auf irgend 
eine Art entstandene Curve IV. 0. durch projectivische Büschel I. 
und HI. oder II. und IL 0. erzeugt werden kann, da die Zurück- 
führung auf dieselbe Erzeugungsart das einzige geometrische Mittel 
ist, die Identität zweier Curven nachzuweisen. Für die beiden Haupt- 
erzeugungsarten ist mir diese Umformung gelungen. Daraus aber 
ergeben sich die Sätze 4. und 5, 

Die angewendeten Methoden gestatten eine Erweiterung auf Curven 
beliebiger Ordnung und so gelang es, folgende Sätze 
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Ist eine Cnrve G n'*' 0. durch zwei projectivische Büschel 
I. und (« — 1)''^'' 0. erzeugt, so kann sie auf unzählige Arten 
durch zwei solche Büschel oder aneh durch zwei projectivische 
Büschel II. und {n — 2)*" oder HI. und (w — 3)'=' 0. erzeugt werden 
und ist durch ^ n{n-{- 3) Punkte bestimmt. 

Könnte man die Zahl der Schnittpunkte zweier Curven von be- 
liebiger Ordnung bestimmen, so würde maji den letzten Satz so 
erweitem können, dass die Cnrve C auch durch projectivische Büschel 
m^" und (n — iw)*™ 0. erzeugt werden kann. Es springt hier die 
Tragweite des Satzes, dass zwei Curven p'^' und q^ 0. pq Schnitt- 
punkte haben den Cremona als Grundsatz aufstellt, hervor. 

Den Schluss der zweiten Abhandlung bildet wieder die syn- 
thetische Ableitung einiger Haupteigenschaften der Polaren einer. 
Curve IV. 0., die sich jedoch auf gleiche Art auch auf Curven be- 
liebiger Ordnung übertragen lassen, weil man zu ihrer Herleitung 
den Satz von der Anzahl der Schnittpunkte zweier Curven nicht braucht, 

Weissenbnrg. Milinowski. 



L. Fuchs: Sur quelques propri^t^s des integrales des equationa 
difförentielLes, auxqueiles satisfont les modules de p6rio- 
dioite des integrales elliptiques des deux premieres ©apeoea, 
Extrait d'mie lettre adressö a M. Heraiite. (Borchardt'a Journal der 
Mathematik B. 83 p. 13.) 

1. 
Der Verfasser behandelt zunächst nach den Principien seiner 
Abliaudlung (Borchardts Journal B. 71 p. 91) die beiden Perioden 
des elliptischen Integrals erster Gfattung als Functionen eines un- 
beschränkt veränderlichen Moduls k. Diese Functionen werden als 
Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, welcher sie bekanntlich genügen, definirt. Es sei nämlich 
Ä:^ = — und es seien U(n, ziyg; ^nji'iüi ^»u^'^ä Fundamentalsysteme 
von Integralen der Differentialgleichung 

(A) 2»(..-l)^ + 2(2»-l)j3+l,_0, 

welche resp. zu den singulären Punkten i( = , ?( = 1 , u = oo 
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gehören (im Siiine der Arbeit des Verfassers Borchardts Journal 
B. 66 p. 139), so ergeben sich die folgenden gleichwerthigen De- 
finitionen der Functionen K und Ji! 

(B) ^, = - V,, , n, = %v,, 

(C) n.-^^^^; v2--v^. 

Diese Relationen werden unter Zuhülfenahme der Arbeiten des 
Verfassers Borchardts Journal B. 75 p. 177 nach den Principien 
seiner Arbeiten B. 66 und B. 71 desselben Journals entwickelt. 
Dieselben gewähren die Möglichkeit den Verlauf der Functionen 
rji, %, für die ganze u Ebene festzustellen. Es ergiebt sich danach, 
dass, wenn zu einem beliebigen u die Werthe tj,, -ri^ gehören, die 
Gesammtheit der zu demselben Werthe t( gehörigen Werthe resp. 
(E) i»;^ + fi«%, vi7it-'re% 

sind, wo A, f(, V, Q reale ganze Zahlen sind, welche der Gleichung 
(¥) J(, + p- - 1 

genügen. 

Für die Function 11=^ — wird aus diesen Kesultaten ge- 
folgert, dass dieselbe für « '= 0, tt = 1, m = oo, und für behebige 
Wege, auf welchen u zu einem dieser Werthe gelangt, resp, die 
allgemeine Form: 



annimmt, demzufolge die Werthe der Function q^e^"^^ fürM = 0, 
und M = 1 und fiir beliebige Wege von u einen Modul gleich der 
Einheit besitzen, wahrend der Modul von q für ?( = oo entweder 
verschwindet oder der Einheit gleich wird. 

Es wird hierauf nachgewiesen, dass das Vorzeichen des realen 
Theilea von H für einen beliebigen Werth von u von dem Wege 
unabhängig ist, auf welchem man dahin gelangt. Insbesondere ist 
der reale Theil von H für einen beliebigen Punkt je einer der Um- 
gebungen /'q, f, , f„ der drei singulären Punkte 0, 1, oo positiv oder 
Null, also der Modul von q kleiner oder gleich der Einheit, un- 
abhängig von dem Wege, auf welchem u zu einem dieser Punkte 
gelangt. 

Hat h einen bestimmten Werth, und werden K und K', wie 
es in der Theorie der elliptischen Functionen geschieht, als be- 
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stimmte Integrale gegeben, und wird ^ = e~ iT gesetzt, so ist be- 
kannt, dasa der Modul von q kleiner ist als Eins. Dieser Satz ist 
jedoch nur ein Ijesonderer Fall des in der vorliegenden Arbeit ge- 
gebenen, insofern hier K und K' als Functionen der unbeschränkt 
Veränderlichen h aufgefasst werden. Der Beweis des allgemeineren 
Satzes enthält aber zu gleicher Zeit einen neuen Beweis dieser 
Thatsache der Theorie der elliptischen Functionen, welche daselbst 
nach Riemann durch die Theorie der Integrale algebraischer Func- 
tionen hergeleitet wird. 

Es wird hierauf m als Function von q betrachtet, und mit 
Hülfe der Differentialgleichung 

dH _ uju-t) , 

gezeigt, dass innerhalb eines um den Punkt ^ = mit dem Itadius 
gleich der Lä,ngeneinheit beschriebenen Kreises ® ti eine eindeutige 
nnd ausser für g = 0, wo u = oo, im Inneren überall stetige 
Function von q ist, und keinen Werth aunimmt, für welchen i}^ 
verschwindet. Innerhalb Ä gilt die Gleichung 



(G) 



(1) 



-163-f2VG 



wo ip(q) eine nach positiven ganzen Potenzen voü q fortschreitende 
Reihe darstellt. 

Es ergiebt sich weiter die folgende merkwürdige- Eigenschaft 
dieser Function. Wenn q von q = ausgehend einen beliebigen 
Radius des Kreises Ä durchläuft, so geht u von m = oo aus und 
gelangt schliesslich zu einem der Werthe u = 0, M = 1 gleich- 
zeitig, wenn g die Peripherie von St erreicht. 

Hieraus wird gefolgert, dass eine stetige Fortsetzung des In- 
tegrals der Differentialgleichung (G-), welches für q = unendlich 
wird, über die Peripherie von Ä hinaus nicht möglich ist, und 
nachgewiesen, dass jedem endlichen oder unendlich grossen Werthe 
von « Werthe von q innerhalb ^ oder auf der Peripherie von Ä 
entsprechen. 

Wird auch ??j als Function von q aufgefasst, so ergiebt sich, 
dass rji^ innerhalb ß eine eindeutige, endliche und stetige Function 
von q ist, und dass j^^ von Null verschieden ist für alle Punkte des 
Innern von S, mit Ausnahme von q = 0, dagegen unendlich für 
jeden Punkt der Peripherie von Ä, was auch so ausgedruckt 
werden kann, dass «, als Function von u nur für m = oo ver- 
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sehwindet und für m = 0, w^ 1 unendlich wird, für jedeu Weg 
auf welchem w zu einem dieser Punkte gelangt ist. 

Aus der Gleichung (1) lässt sich der bekannte Ausdruck 

(Jacobi Fundamenta p. 89) herleiten. 

Herr Hormite macht an dieser Stelle die folgende Anmerkung: 
N'y aumit-il point lieu d'ohserver qu'en faisant k^ = f(H) , il resulte 
de votre analyse que toutes lej; aolutjons de l'equation /'(i"/} 
^= /'(-Hq) sont donnees par la formule 

en insistant sur Textreme importance de ce resultat, pour hi deter- 
mination des modules singuliers de M. Kroneeker , et en remarquant 
que les helles decouvertes de ä'illustre geometre, sur les applications 
de la theorie des fonctiona elliptiques ä l'arithmetique, paraissent 
reposer essentiellement sur eette proposition, doni la demonstration 
n'avait pas encore ete donnee? 

Es werden ferner zwei Wege angegeben, um den Ausdruck 
von ijj als Function von q gültig innerhalb St herzuleiten. Es er- 
gibt sich hierbei die Gleichung 

(3) ]/^ _ 1 + 2« + 2,' + 2ä» + . . . 

(Jacobi Fundamenta p. 184). 



Die beiden Perioden des elliptischen Integrals zweiter Gattung 
werden alsdann als Functionen der unbeschränkt veränderlichen 
Grösse fc durch Vermittelung der bereits in ihrem Verhalten als 
Functionen von u erforschten Functionen tii, %, definirt. Es er- 
gibt sich nämlich, wenn man setzt 

(H) 5, = 2*(«)'g!+«,,; S, = 2X.(«)^-+»,„*(»)-.«(«-l), 
Gleichungen, aus welchen sich unmittelbar die Legendre'ache Relation 

ergibt. 

Die Function q%^ von g ist innerhalb des Kreises S' eindeutig 
und continuirlich. 
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Die Ftmctionen £^, ^g bilden ein Fundamentalsystem von In- 
tegralen der Differentialgleichung 

(I) 2.,(.^l)« + 2„«_K_0 

(s. die bereits citirte Abhandlung B. 71 p. 91), 

Sind wiederum ra^j, Mq^; a^^, rai^; k>«i, ra^j resp. die zu den 
singulären Punkten m = 0, M = l, m='Xj gehörigen Fundamental- 
systeme von Integralen derselben, so ergiebt sich 

(K) Si = ÄOoi + «ß>oa. ^2 = Cos 

£i = — (0,3, g2=reraii 

£i =3r(i>„i, ^ = — ra„ä 
und für M = Ü ti = 2i, Ca = 2 

für « = 1 lim Si = - 2 + 4 log 2 — Um log (m— 1), i._ = n 
für M = oo, ^2=0, £3 = oo. 

Es wird hierauf 



gesetzt. 

Bedeutet alsdann Z„ einen der Werthe von Z für ein be- 
liebiges u, so sind die den verschiedenen Wegen von u entsprechen- 
den Werthe von Z in der Form 



enthalten. Insbesondere iat für w = 
Z = — t oder gleich einer Zahl, deren realer 1'heil positiv und un- 
endlich iat, endlich fürM = c» Z=— -i, so dasa die Moduln 
aller Werthe von s für u^O, 1, 00 der Einheit gleich werden, 
den Werth s = für tf = 1 ausgenommen. 

Es wird hierauf gezeigt, dass der Modul von 3 in einem Punkte 
der Umgebung sowohl von w = als von u ^ co bald grösser 
bald kleiner als die Einheit werden kann, je nach dem Wege, auf 
welchem u zu einem dieser Punkte gelangt. Dagegen für die Punkte 
in der Umgebung von *f = 1 ist der Modul von s fiir einen be- 
liebigen Weg von M kleiner als die Einheit. 

Es ergiebt sich analog der Gleichung (G) 

du _ (»-Di; 
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Aehnlicli wie u als Function von g behandelt wurde, wird jetzt 
«( als Function von s untersucht. Diese Function erweist sich als 
eindeutig und stetig innerhalb eines mit dem Radius Eins um s = 
beschriebenen Kreises S, Für keinen Werfch innerhalb S erlaugt u 
einen Werth, für welchen gj verschwindet. 

Die der Gleichung (1) analoge Gleichung 
(1') M - 1 = e^i-'Bt-i . s + s^h(s) 

stellt M als Function von s innerhalb S dar, wo k(s) eine nach 
positiven ganzen Potenzen von s fortschreitende Reihe bedeutet. 

Aehnlich wie für die Function H ergibt sich, dass das Vor- 
zeichen des realen Theiles von Z für einen beliebigen Werth von 
u unabhängig ist von den Umläufen, welche u um die Punkte 
M = 0, u ^ Ij «= CO vollzogen hat, wenn es zu jenem Werthe 
gelangt. 

Die durch die Gleichung e~"'^ = s definirte Function u — 1 
von s, welche für s = verschwindet, und innerhalb S durch die 
Gleichung (1^) dargestellt wird, kann auf stetige Weise übei' die 
Peripherie von S hinaus fortgesetzt werden. Die Werthe von u, 
welche den Werthen von s innerhalb S entsprechen, erschöpfen 
nicht die ganze u Ebene. Setzt man ti über die Peripherie hinaus 
stetig fort, und verbleibt alsdann im Aeusseren von ö, so ist u 
eindeutig und stetig innerhalb eines Theiles der s Ebene, welcher 
zwischen der Peripherie von S und derjenigen eines concentri sehen 
Kreises enthalten ist, dessen Radius einen beliebigen die Einheit 
überschreitenden Werth hat. 

Heidelberg. L. Fuchs. 



A. Minin: Ueber die numerischen Reihen, welche mit numeri- 
achen Integralen verhunden sind. (Vorgetragen in der Moskauer 
Mafchematiaclien Gesellschaft.) 
In der von mir soeben herausgegebenen Broschüre „Ueber die 
mit numerischen Integralen verbundenen numerischen Reihen" weise 
ich auf die numerischen Reihen solcher Gestalt: 
(1) F(n)~Q(i),f(n,r) + e(2)y(«,2) + «SM«, 3) +••+ e(%(«,t), 
WO F{n) eine solche Function ist, welche =0 für n = 0; <p(n,]c) 
— die numerische Function von n und /c; 0(1); ö(2)i Qi^) ■ ■ ■ — 
die Coefficienten der Entwickelung. 
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Jede Function F(n), die = für « ^ 0, kann für alle ganzen 
und positiven Werthe des Argumentes in die erwähnten Reihen 
entwickelt werden. Einige particuläre Formen solcher Reihen kann 
man aus der einfachen von mir gefundenen Identität : 

(2) F{,) - {-'«(«) + cew + f ew + ■ ■ • + c'ew, 

wo |"~^ das von mir eingeführte Symbol der numerischen Integrale 
ist, erhalten. 

Ich weise auf einige Eigenschaften der Reihen (1) und ich er- 
halte aus der Identität (2) zwei Reihen : 

p(«)-eci)»+«(2)(«-i)+«(3)(»-2)+-+ew(»+i-i)+-, 

y(»)-ft{l)«Y + «,(2)-E|+ «, (3) ^f +••• + «.(i)-B| + - 

Moskau. Ä. Minin. 



D, Tessari: La Teoria delle Ombre e del Chiaro-sonro. Faacieolo I. 
pag. 168 in 8.; Dg. 8) su 14 ts.vole. Torino 1878. Camilla e Ber- 
tolero Bditori. Lire 6. 

I poehi Trattati speciali, relativi alla teoria delle ombre, come 
quelli di Tramontini, Bordoni, Vallee, Hachette, Olivier, 
Leroy, Adhemar, Hummel, Burg, Schreiber, Warren, per 
citare solo i principali, o di maggior mole*), lasciano a quanto mi 
serabra, alcunehe a desiderare, per ciö che riguarda l'eaposizione 
scientifiea della materia, 

Questi libri, per quanto a me pare, difettano di quei principii 
generali, di quelle vedute sintetiehe, della teoria indiscorso, le quali, 
come taati fari, possano orientare e dirigere, chi si accinge alla 
risoluzioae dei problemi delle ombre, negli innumerevoli, anzi in- 
finit! casi particolari, che si presentano, o che si possono presen- 
tare nella pratica. 8e io non m'inganno, manca in eodesti hbri una 



*) Le opericciuole diLaadriani, Giamb, Berti, Astori Pert, Cicco- 
netti, Pillet, Appel, Raetz, Weisliaupt, Dietzel, Klingenfeld, 
Kreuszel, sebbeae piü o tneno discrete per lo scopo a cui soiio destinate, sono 
peri) troppo piccole, perche io le possa qui sopra aonoverare. 

Tralasoio pure di citare per il momeato, le belliBaime opere di Tilscher, 
Burmester, Eiesa, Delabar, che tottano soltanto la teoria del cbiaro- 
seuro, e delle quali discorrerb nel secondo fascicolo della aopra indicata mia 
Opera, d'immineate pubblioaaioiie, e nel rclativo oenno bibliografico che ne färb 
per questo Repertorium. 
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partizione razioaale, organiea, aistematiea della materia; per cui 
avviene che in alcuni di essi, sono trattate a bei principio delle 
quistioni coraplesse, che seeondo me, solo piü tardi, potrebbero 
essere svolte ampiamente; e per converso, taluiie delle quistioni piü 
sempliei e rudimentali, sono trattate appena nel meazo, o verao il 
fine. Codesti libri non dätjno seeondo il mio modo di vedere, un 
esame abbastanza rainuto e particola-reggiato delle Tarie linee 
d'ombra, si proprie come portate; e neppure le regele piü con- 
venienti per poterle traceiare eon sicurezza, anche con eoH pochi dei 
loro punti principali. 

In nessuno di questi libri e fatto, ne poteva farsi, stante le 
ioro rispettive date, il benche minimo o fugace eenno degli altimi 
riäultati della geometria raoderna, i quali tanto giovano a sempli- 
ficare le operazioni, ed a renderle cosi eleganti. 

Pertanto io sono convinto, clie deve essere attesa con grande 
impazienza, e vivamente desiderata, sia dai dotti come dagli stu- 
diosi di tale materia, un' opera, la quäle fosae possibilmente immune 
dagli accennati inconvenienti. 

A soddisfare tanto legitfcimo desiderio vorrebbe aspirare il so- 
pra indicato mio libro, del quale ora esce alla luce il primo fasci- 
colo. Lascio ai competenti nella materia i! portare un giudizio su 
questo mio laToro; io mi accontenterö di dare qui una succintaidea 
di questo primo fascicolo. 

Nella Introduzione a tutta l'opera, parlo dello seopo della teoda 
delle ombre e del chiaro-scuro; e delle due parti principali in cui 
essa uaturalmente si divido, cioe in quella ehe trafcta delle ombre 
lineari, ed in quella che tratta del chiaro-scuro. 

li Capitolo I della Frima parte, da le nozioni generali, sulle 
quali si fonda tutta la teoria delle ombre lineari. Definiseo gli im- 
portanti concetti, di ombra; d'ombra propria e portata; della se- 
paratrice; del eontorno dell' ombra portata; del cono o cilindro 
d'ombra; e della penombra. 

II Capitolo II tratta dell' ombra dei punti. Faccio yedere dappriraa 
in generale, come si possa ottenere l'ombra portata da un punto 
materiaie aopra un corpo qualunque, ed appUco poscia questa re- 
gola a varii casi particolari, i quali däimo luogo a diversi Problemi, 
cioe: tii determmare fomhra portata da im piinf-o, 1", sopra i piani 
di projezioue; 2", sopra un piano qualunque; 3", sopra uu poliedro; 
4", sopra un eono o cilindro; 5**, sopra una sfera; e 6" finalmente, 
sopra una superficie di rivoluzione qualunque. 
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Nel Capitolo III tratto dell' ombra delle retto. Definito il piano 
d'ombra eorrispondente ad una data retta, passo a dimostrare, che 
l'ombra portata da questa retta, e «na parte deüa interaezione di 
quel piano d'ombra, cogli oggetti circostanti. In seguito a ciö, 
risolvo i problemi dell'ombra portata da una retta, sopra i piani di 
projezioue; sopra im piano qualunque; su di un poliedro qualunque; 
sopra un cono od un cilindro; sopra una sfera; e finalmente sopra 
una superficie di rivoluzione, 

II Capitolo IV tratta dell' ombra dei poligoni e delle curve. Dö 
in primo luogo il concetto delia piramide o del prisma d'ombra 
eorrispondente ad un dato poligono, dal che risulta immediatamente 
la deflnizione dell' ombra portata dal poligono stesso, sopra i corpi 
circostanti. 

Dimostro che 1' ombra portata da un poligono piano, sopra un 
piano di projezione, h un poligono affine alla projezione omonima 
di quel poligono. E piü in generale , che le ombre portate da una 
figura obbiettina qualunque, sopra i due piani di projezione, sono 
due figure affini Passo in seguito allo studio delle ombre delle 
eurve, stabilendo anche qui gli analoghi concetti del cono o del 
cilindro d'ombra eorrispondente ad una data eurya, dai quali scatu- 
riace poi la deflnizione dell' ombra portata dalla curva medesima ao- 
pra gli oggetti circostanti. Indieo il modo di deterrainare le tan- 
genti alle linee d'ombra portate dalle curve. Faecio vedere come si 
possano costruire i punti d' ombra portata da una curva, sopra un' 
altra curva. 

Premessi questi principii per le curve in generale, passo in 
seguito a trattare particolarmente dell' ombra portata da un circolö 
sopra i piani di projezione, Suppongo in primo luogo, che il dato 
circolo sia orizzontale, talebe la sua ombra portate sul piano ver- 
ticale risulta una ellisse. Espongo un modo sempliciasimo di de- 
terminare direttamente gli assi della ellisse predetta. In secondo 
luogo suppongo il dato circolo perpendicolare alla linea di terra. 
Finalmente lo suppongo diaposto in modo qualunque nello spazio. 
Indieo le costruzione piü adatte ai difl'erenti casi, traendo alcune 
utni semplificaziouj alle operazioni, dietro l'affinifä esistente tra 
l'ombra del dato circolo, cd il circolo stesso ribaltato. Mostro par- 
ticolarmente anche qui il modo di trovare direttamente gli ass: 
della eliisse, formante l'ombra portata dal dato circolo. Quindi 
paaso allo studio dell'ombra portata da un' elica cilindrica, sopra di 
un piano perpendicolare all' aase' la quäle ombra e una cicloide 
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allungata, ordinaria, ofl accoreiata, a iiorraa della inclinazione dei 
vaggi luminosi. 

Occupatomi cosi come dissi, nei preeedenti Capitoli, cou la 
rieerca dell' ombra portata dai punti e dalle linee, passo nei succes- 
sivi Capitoli allo studio delle ombre cagionate dai corpi. 

Nei CapitoJo V tratto dell' OHibra dei poliedri. Eaamino dapprima 
quella linea poligonale, che separa la parte iiluminata del poliedro, 
da quella che riiiiaue nell' ombra propria del medesimo, e cbe chiamo 
Separatrice. Stabilita 1' idea della separatrice, riesce facilissimo il 
concetto della piramide o del prisma d'ombra corrispondente ad un 
dato p'oliedro. Ricavo poi Taltro concetto importante dell' ombra 
portata, ossia sbattimento, di un poliedro; e dimostro come il con- 
torno di detta ombra, risulti determinato dalla intersezione del prisma 
d' ombra cogli oggetti circoatanti. Da ciö s'inferisce che il problema 
deU' ombra portata da un poliedro, e ridotto ad uno dei problemi 
trattati nei principio del Capitolo IV, quando perö bene inteso, si 
sappia determinane previamente la separatrice di quel poliedro qalun- 
que. Di queab' ultimo problema mi occupo con la dovuta estensione, 
prima in generale, e poscia in particolare ai prismi ed alle piramidi. 
Oonsiderati dapprima i poliedri isolatamente, li passo dappoi ad 
esaminare raggruppati variamente tro loro, lo che roi porge occasione 
ad alcuni atudii apeciali &' ombre, importantissimi nella pratiea. 
Termine questo capitolo aceennando an ehe al modo di trovave 
1' ombra portata da un poliedro, sopra una superficie curva 
qualunque. 

II Capitolo VI tratta dell'- ombra delle superficie curve in ge- 
nerale. Anche qui etabiliseo dapprima il concetto, tanto importante 
della separatrice, ciofe di quella linea che divide la parte iiluminata, 
da quella in ombra della superficie data. Poscia 1' idea del cilindro 
d' ombra corrispondente ad una data superficie. Dopo ciö uasce im- 
mediatamente 1' idea del contorno dell' ombra portata da una super- 
ficie qualunque, sopra gli oggeti circostanti. Espongo in via ge- 
nerale i varii metodi stati proposti dai geometri, per costruire la 
separatrice di una data superficie, ciofe il metodo dei piani seijanti\ 
quello dei piani tangmsiali; quello delle superficie inviUuppate; e 
quello finalmente delle projeidoni obUique, o cenirali. 

Parlo del modo di determinare la tangente in un dato punto 
qualunque della separatrice, aerverdomi del teorema delle tangenti 
conjugate di Dupin. 

Espostc auceintamente in queato capitolo le iiozioni generali. 
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relative alle ombre di una superficie qiialsivoglia, ne faccio nei 
aegueiiti, le applieazioni alle principali famiglie di superficie. 

Nel Capitolo VII tratto dell' ombra delle superficie sviluppabili. 
Di mostro che la separatrice delle superficie sviluppabili, e formata 
in generale, da un determinato mimero di generatrici rettilinee delle 
medeaime. 

Considero in primo luogo il cilindro in varie posizioni, e ne 
determino l'ombra portata sui piani di projezione. Determino l'orabra 
portata da un semicilindro cavo, sopra se atesao. Infine studio le 
ombre portate da cilindri varianiente eombinati tra loro. 

In secondo luogo considero il cono, del quäle determino l'ombra 
portata aui piani di projezione; e poi l'ombra portata da im mezzo 
cono cavo sopra se stesso. Quindi esamino le ombre portate da 
varii eoni e cilindri raggruppati in diversi modi tra loro. 

Per ultimo passo allo studio delle ombre delle superficie svi- 
luppabili geneiali ficendo uso del cono direttore delle medesinie. 
II Cajitolo Vin tiatta dell ombia della sfera, e dell' ellissoide. 
Dopo dl avei dimoatrato i,he la sej aratrice di una sfera e un 
eircolo m&egno a determmiie codesto cneolo con due proeedimenti 
diveiM Otteuuta la utjaratrce dz um data sfera, insegno a iro- 
vame 1 jmbra port-vti s,ui jiani di projezione, e sopra di un cono. 
Passo in seguito ad e&immare le cavita sferiche, e qui mi si presenta 
Toecisione di tiattaie dell ombia dt,lla nicchia e della cupola sferica. 
Termmo questo capitolo mostrando un modo semplicissimo di 
deteimmaie \% aepiiatiiLt di un ellii^SLide qualunque, che e la 
ellise &itui.ta nel pi\nt liametrale t,onjugato alla direzione dei 
raggi lumin osi, 

II Capitolo IX tratta dell' ombra delle superficie di rivoluzione. 
Incomincio ad esporre succintamente i tre metodi di detor- 
minare la separatrice delle superficie di rivoluzione servendosi: 
1° dei coni tangenti; 2° dei cilindri tangenti, e 3* delle sfere iangenti. 
Questi tre metodi vengono in seguito applicati a particolari super- 
ficie di rivoluzione, e specialmente a quelle del seeondo ordine. 
Discorro in seguito della simmetria delia separatrice. Mostro di 
poi anclie l'uso delle projezioni obblique, o centrale, per determinare 
la separatrice di una superficie di rivoluzione, lo clie mi off're 
l'occasione di parlare di un bellissimo teorema dovuto a Dunesme. 
Passo in seguito allo studio della separatrice del toro, consi- 
derato come la superficie inviluppante delle consecutive posizioni di 
ima sfera, che ruota intorno ad una netta fissa, applieando il me- 
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todo delle superfieie iiiviliippate. E cüii tale rieerca finisee il pnmi) 
fascicolo. 

II aeeondo ed ultimo fascicolo delV opera, che uscirä tra breve, 
conterrä il seguito dell' ombra delle superfieie di rivoluzione; nonche 
due Capitoli eonsacrati alle orabre delle superfieie eUcoidali, e delle 
superfieie gobbe; ed oltce a ciö la trattazione .completa della se- 
conda parte dell' opera, cioe: del ehiaro-aeuro, 

Torino, 15. Giugno 1878. Ing. D. Teasari, 

l^rof, al B. Museo Industriale di Torino. 



A. Brill : Ueber die Hesse'sehe Curve. Ans den Mathe mati sehen 
Annaleii Bd. XUI, p. 175. 

Yorliegende Note beschäftigt sich mit den Eigenschaften des 
Schnittpunktsystems der Hesse'schen Curve H einer algebraischen 
Curve f in einem mehrfachen Punkt der Letzteren. Es wird nament- 
lich das Verhalten bestimmt, welches in diesem Punkt einer anderen 
(etwa auch zerfallenden) Curve tp vorgeschrieben werden muss, da- 
mit dieselbe durch die Hesse'sehe Curve an dieser Stelle „ersetzt" 
werden könne, d. h, damit in der Umgebung des betreffenden Punktes 
die Identität bestehe: 

H^a-V + f-f, 
WO R = , /i = irgend andere Curven sind. In einem Doppel- 
punkt I> z. B. von f hat 9 die gewünschte Eigenschaft, wenn (p = 
durch B überhaupt nicht oder nur ein- oder zweimal hindurchgeht. 
Besitzt 9) in D einen dreifachen Punkt, so haben die Tangenten 
einer gewissen involutorischen Bedingung zu genügen. 

Für die rationale Curve 4. Ordnung erfüllt diese Bedingung 
das Product aus den Verbindungslinien der drei Doppelpunkte in 
einen gewissen durch dieselben gehenden Kegelschnitt. Man kami 
hier die obige in der Nähe der Doppelpunkte erfüllte Identität durch 
einen linearen Factor, den mau H noch zufügt, in eine für die 
ganze Curve geltende verwandeln, k = ist dann die Gfleichung 
eines durch die Übrigen Schnittpunkte von H mit f, d. h. durch 
die sechs Wendepunkte der rationalen Curve 4. Ordnung 
gehenden Kegelschnitts. 

Hiermit ist ein früher von dem Verfasser gelegentlich gefundener 
Satz auf directem Wege bewiesen. 
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Mathematische Modelle in G-ips, nach den im matliemsitischeu Institut 
der k. tedmischen Hochaeliule zu Miiucten ausgeführten Originalen, 
Mit liegleitendem Test. Verlag von L. Brill in Dannstadt. 
Serie I. Ausgeführt unter Leitung von Prof. Brill. 
Serie IL Ausgeführt unter Leitung der Profesaüi-en Brill und Klein. 
Diese von Studirenden der Mathematik angefertigten Modelle 
(die Autoren zugleich auch der IjeigefiSgten erläuternden Abhand- 
lungen sind: J. Bacharach, A. y. BrauJimühl, W. Dyck, K. Rohn, 
L. Schleiermacher) verdanken ihre Entstehung dem Wunsche, 
die Theilnehmer an den mathematischen Seminarien zu möglichst 
voUständiger, auch numerischer Durchführung eines und des anderen 
der behandelten Probleme anzuregen und so rückwirkend ein ein- 
gehenderes Studium desselben überhaupt zu veranlassen. Die Auf- 
gaben, an welche die Modelle anknüpfen, sind dem Lehrstoff ver- 
schiedener Vorlesungen entnommen, welche an der technischen Hoch- 
schule gehalten werden. Die Modelle erheben also nicht den An^ 
Spruch, etwas in sich Abgeschlossenes zu geben, noch wollen sie 
allen Anforderungen eines weitereu Gesichtskreises genügen. Bei 
dem fühlbaren Mangel jedoch an derartigen Anschauungsmitteln 
konnte gegen eine von Seiten des Verlegers angebotene Verviel- 
fältigung und Verbreitung der Modelle nichts erinnert werden, zu- 
mal da dieselben auch in dieser Form wohl manches Neue und des 
Interesses Werthe bieten, wie denn die beigefügten Abhandlungen 
zum Theil wirklich selbständige Untersuchungen darstellen. 
München, im Juni 1878. A. Brill. 



L. Koenigsberger: Reduotion des Transformationsproblems der 
hyp er ellip tischen Integrale, (Clcbsch's Annalcn B. 13.) 
In der im Journal für Mathematik B. 81. H. 3 veröffentlichten 
Arbeit „über die allgemeinsten Beziehungen zwischen hyperellipti- 
schen Integralen" zeigte ich, dass, wenn zwischen hyperellipti sehen 
Integralen verschiedener Ordnung irgendeine in den Integralen lineare 
Kolation mit conatanten Coefficienten besteht (und diese ist nach 
dem von mir in demselben Journale B. 84. H, 4 bewiesenen all- 
gemeinen Satze „über die algebraischen Beziehungen zwischen In- 
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tegralen verschiedener Differentiaigl eich un gen der allgemeiiisteii alge- 
braischen Relation zwischen jenen Integralen aeqaivalent), für je 
zwei solche in der angenommenen Beziehung vorkommende hyper- 
elliptische Integrale 

j'f{t,-Vlt{f})äl und j I'(jJ,VA{3))iV, 
in denen 



ist, zwischen den Differentialien der zugehörigen hyp ereil iptischen 
Integrale erster Gattung die Relation stattfindet 

Vidy, Vidy^ Va'iy« __ FtU ,)d!), 

iß derselben bedeuten 

FM, F,(ß,), ...F,_,(2,) 
ganze Functionen ff — 1**° Grades von 0^ , 
Vi' y2, • • ■ If" 
Lösungen einer algebraischen Gleichung 

in welcher 

f^,f„■ ■ -f. 
rationale Functionen von «^ und yR{^ vorstellen, und 

yji7R), ysM, ■ ■ ■ y-sso 

lassen sich mit Hülfe eben dieser Grössen s^ und ynizi) rational 
durch die resp. y in der Form 

(3) ysÄ)=9>fc, h, ysw 

ausdrücken. 

Die Beziehungen zwischen den Integralg ranzen lassen sich je- 
doch noch vereinfachen, und die folgende Reduetion des Problems 
führt zn einem Ergebniss, welches weitere Einsicht in die allgemeine 
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Transformatioiistheorie gestattet und mir für die Behandlung der 
Frage der Integralrechnung, welche hjpereiliptische Integrale irgend 
einer Ordnung auf solche von niederer Ordnung reducirbar sind, 
wesentlich zu sein scheint. 

Es lässfc sieh nämlich dadurch, dass in der Gleichung 
yi''dy, Hi '^dyz yläy„ __ F^(s,)ds, 

die Irrationalität 

— yrnj^} statt yE{B~^) 

gesetzt wird, durch Verbindung der so entstehenden Gleichung 

ni^Vi . Vi^ii , , vl'i'na ^k i^i) ^ H 

mit der vorigen mit Hülfe unmittelbarer Anwendung des Aburschen 

Theorems nachweisen, 

dass sich äas oben aufgestellte System hyperelliptisck^ Differm- 
Ualgkidmngen in allen Ftülm dnrt^ das folgende: 
äY, dr, ^ dY„ aF„{i,)dü, 

"1 jToTv"; ' ' 



Y, dY, Yid Y, Y„dY„ e F, (a,) d 

l/jidY,) ^ VB,(Y^) ^ y-ä,{Y„) V'BiUi) 



Y?-^dY. Y^-'^dY, Y^-^dY„ 2F, ,{^t)dZi 

^ ' u _^ — ? !-■■.-! -^^ _ - = - -° -i-- — ! 

yB^(Y,) ^ VB,{Y^) ^ ^ VS,<.y;) VUiz,) 

ersetzen lässt, in welchem 

r„ i\, ■ ■■ Yo 

die Losungen einer algebraischen Gleichung darstellen, deren 
Coeffidenten rationale Functionen von s^ sind, und 

ysjfT), VWX), ■ ■ ■ vsjji 

sich als rationale Functionen der mgeh'örigen Y-Grössen und 
Zi ausdrücken lassen, mtdtiplicirt mit '^iJ(%) , 
ein Satz, der auch aus der Transformation der d'-Funetionen der 
hyperelliptischen Integrale hergeleitet werden kann. 

Wie die eben besprochene Vereinfachung des Transfurmations- 
problems zur Herstellung beliebig vieler hyperelliptischer Integrale 
verwendet werden kann, die auf ebensolche Integrale niederer 
Ordnung reducirt werden können, ist leicht einzusehen; ich referirte 
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im vorigen Heft« des Reperfcoriums über eine Untersuchuug, in 
welcher ich eine Anwendung des obigen Satzes auf die Ermittelung 
von hjp erelliptischen Integralen gab, welche auf elliptische Integrale 
zurüclrföhrbar sind. 

Wien. Leo Koenigsberger. 



F. Klein: lieber die Transformation der elliptischen Functionen 
und die Anflösung der Gleichungen fünften Grades. 
(Math. Ann. Bd, XIV. p. 111 ff.) 
Durch meine „UntetiHihmtgeib iibct das Ik^saeder" (Math. Ann. 
Sil) und Gordans ei^ damit zusammenhangende Arbeit „lieber 
die Auflösungen der Gleiokungen, 5 Gradpb ' (ebenda , Bd. XIII), sind 
zvmächst nur die a^eftmiscÄe« Methoden, dettjn man hei Behandlung 
der allgemeinen Gleichungen fünften Grades bedarf, in neuer Klar- 
heit dargelegt und weiter entwickelt worden. Ich wünschte in ähn- 
lich anschaulicher Weise die Rolle zu kennzeichnen, welche die 
dlipUschen FuncUonen in dieser Theorie spielen, und so ist die Ab- 
handlung entstanden. Über welche ich heute zu berichten habe. Zu- 
nächst bestimmt, meine früheren Untersuchen über Gleichungen 
fünften Grades ztt vervollatändigen, soll sie zugleich den Zugang zu 
umfassenderen Fragen eröffnen und also eine Vorarbeit für weitere 
Untersuchungen sein. Ich darf iu dieser Beziehung anführen, dass 
ich in den Brianger Berichten (März und Mai 1878) bereits zwei 
Noten über diejenigen Gleichungen si^enten Grades veröffentlichte, 
welche die Gruppe der Modulargleichung haben. 

Mein Ausgangspunkt ist der, dass ich die fuuctionentheoretische 

Abhängigkeit zwischen dem Periodenverhältniss « = — i- des elÜpti- 

der binären biquadratischen Form f{si) in geometrisch anschaulicher 
Weise erfasse. Durchläuft J seine positive, oder negative Halb- 
ebene, so bewegt sich eo über ein Kreisbogendreieck, das Winke! 
= -^, ^ , besitzt, welche J'= 0, 1, oo entsprechen. Derartiger 
Dreiecke legen sich in der ra-Ebene unbogranzt viele nach dem 
Principe der Symmetrie lückenlos und einfach nebeneinander, wie 
es neuerdings auch von Hiti. Dedekind in seinem Aufsatze über 



tischen Integrals / ^i.-. - und der absoluten Invariante J = 
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Modulfunctionen (Borcliardt's Journal, Bd. 83) nachgewiesen ist, — und 
nun ist mein Grundgedanke, diese „Dreiecksfigur" in ähnlicher Weise, 
zunächst für die Transformationatheorie, zu benutzen, wie man es seit 
lamger Zeit in der Theorie der doppeltperiodischen Functionen mit den' 
aneinander gereihten Parallelogrammen macht. Es sei J' die Invariante 
eines elliptischen Integrals, welches aus dem ursprünghchen durch 
Transformation «'" Ordnung hervorgeht, wo n eine Primzahl bedeuten 
mag. Dann ist J' mit J, wie bekannt, durch eine Gleichung 
{n -\- 1)**", Grades verbunden. Um sie zu gewinnen, studire ich vor 
allen Dingen, mit Hülfe der Dreiecksfigur, die Verziceigung, welche 
J' als Function von J besitzt. Dabei erweist sich das Geschlecht 
jp der betreffenden Riemann sehen Flache gleich Hüll für p = 2, 3, 
5, 1, 13, und man kann aUn m diesen Fällen J und J' als rationale 
Functionen eines Parameterb x aufstellen. Nun sind diese rationalen 
Functionen, wie sich zeigt, duich die Vielfachheit gewisser Faetoren 
völlig bestimmt — und es hegt also hiei ein neuer Weg zur Aufstellung 
dieser Transformationsgleichungen vor, der ebensowohl von der Inte- 
gration s variablen des elliptischen Integrals als auch von den Reihenent- 
wickelungen absieht, welche J mit ra verknapfen. Ich stelle hier 
meine Formeln für n = 5, 7, 13 zusammen. Der Symmetrie wegen 
sind J und J' jedesmal durch zwei Grossen t und r' in durchaus 
gleicher Weise rational ausgedrückt, und dann die Relation zwischen 
T und z' angegeben.*) 

1) Transformation fünfter Ordmmg. 
|J:J—l:l=(rä-10ir+5y:(T*-22r+125}(ir^—4T~l/:— 1728t, 
(l)lj"' ebenso in r', 

I irT'= 125 

2) Transformation siebenter Ordnung. 
/ : J- 1 : 1 = (i^ + ISir + 49) (f + bx+ If 
: if + 14r'+ 63t^ + 70r — 7)^ 
(2)^ : 1728t, 

J' ebenso in t', 

tt' = 49 



*) Eben diose Formeln thoilte ioli am 10, Mai 1878 dor London Matlie- 
matical Society mit. 
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F. Klein. 
3) Transformation dreizehnter Oränung. 
>:/-!: l=(Tä+5ir+13){T*+7tr^+20r^+19i+l}ä 

: 1728ir, 
J' ebenso in r', 

tx' = 13. 
Will man r auf tranacendeutem Wege, als Function von 
= e""", berechnen, so ergibt eich für 1), 2), 3) bezüglich: 
Tr = 125JlfS 49Jf% 13ilf, 



Die Frage, die ich nun vor Allem ins Auge fasse, ist diese: 
Was haben die Jakobischen Gldchtmgen sechsten Grades, was Jmt 
weiterhin die Jkosaedergleiefmng mit der für » = 5 gewomteneii Trcms- 
formationsglei/ikimg (1) m thun? 

Der Uebergang zu den Jakobisehen Gleichungen sechsten 
Grades wird am einfachsten durch die Formel angegeben. Man 
setze in (1) x = 125 M'' = ä^ So kommt: 

je - lOä^ + 12 ^V-- -3 + = 

und dieas ist ohne Weiteres die Jakobische Gleichung mit „^ = 0", 
welche Kronecker bei seiner Auflösung der Gleichungen fünften 
Grades benutzte. Sie erscheint bei ihm nur desshalb unter etwas 
complicirterer Form, weil er sich statt der rationalen Invarianten 
^2j ^ des Moduls h^ bediente. 

Die ITcosaedergleidmng aber erweist sich als einfachste Form, 
dermale Galois'sche Besolvente der TransformaUonsgleichung (1) fähig 
ist. Auch hier wieder untersuche ich zunächst, wie die Wurzel der 
Galois'schen Resolvente als Function von J verzweigt ist. Man er- 
hält eine 60-bIättrige Fläche, deren Blätter bei J^ zu je 3, bei 
J= 1 zu je 2, bei J^ oo zu je 5 zusammenhängen. In Folge 
dessen ist wieder ^^0, und man wird also die Galois'sche Re- 
solvente in einfachster Form gewinnen, wenn man diejenige Func- 
tion ■>} als Unbekannte einführt, welche in der Riemann'sehen 
Fläche jeden Werth nur einmal annimmt. Das aber liefert genau 
, die Ikosaederglei^ung: 
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J: J- 1 : 1 = 1728 H\->i') = tV ^^V) ■■fHv) , 
wo /', homogen gesehrieben, = i?i'?2(iJi'"+ H^i^^^^ — tj^^") ist und 
Haie Hesse'sche Form von f, T die Functionaldeterminante beider 
bedeutet. — Durch die Symmetrieebenen des Ikosaeders wird die 
Kugeloberfläche in 120 Dreiecke mit den Winkeln — , -j, -^ zer- 
legt. Die Beziehung zwischen »j und ta ist dann, geometrisch aus- 
gesprochen, einfach die, dass sich rf über eins der 120 Dreiecke 
bewegt, wenn ra ein Dreieck der zu Eingang beschriebenen Art 
durchwandert. Analytisch aber erhält man; 

^ _ -I — l+g"'+9"'— ä'"'+-- 

Ist SO die Bedeutung, welche die Ikosaedergleichnng für die 
Transformation fünfter Ordnung (oder diese für jene) besitzt, scharf 
gekennzeichnet, so wende ich mich zum Schlüsse dazu, diejenigen 
Formeln, welche Hermite und Brioschi bei der Auflösung der 
Crleiehungen fünften Grades durch elliptische Functionen benutzen, 
vom Ikosaeder aus abzuleiten. Ich bedarf dabei des Nachweises, 
dass für die IkosaederirrationalitSt Modtüargleichungeii bestehen und 
dass diese in den einfachsten Fällen auf Grund der Gordan'schen 
Untersuchungen (s. o.) ohne Weiteres hervorgehen. Sind J und J' 
durch Transformation w**' Ordnung verknüpft, wo n eine von 5 ver- 
schiedene Primzahl ist, so besteht zwischen den zugehörigen Ikosaeder- 
itrationalitäten f\, i\ eine Gleichung vom (n-f 1)*™ Grade. Nimmt 
man insbesondere w = 2 , so kommt eine Gleichung dritten Grades, 
und eben diese ist es, deren man beim Uebergang zur Jcrrard'sehen 
Form bedarf. 

Wegen der näheren Ausführung und mannigfacher sich an- 
knüpfender Fragestellungen muss ich auf die Arbeit selbst verweisen. 

München, den 5. Juli 1878. F. Klein. 



M. Noether: Zur Theorie der Tlietafunetionen von vier Argu- 
menten. (Mathem. Annal. XIV.) 
Ich löse in dieser Abhandlung die Aufgabe, das Ädditions- 
theorem für die allgemeinen ■»-Functionen von vier Argumenten 
in expliciter Form aufzustellen. Man kennt bisher das Theorem 



y Google 



254 M. NOKTHEH. 

für die hypereUiptisciieii d'-l'unctioiien, uaeli Weierstrass (Königs- 
berger, IVansformatioii der Aberechen Functionen, Borch. J. 64), 
und für die allgemeinen ^-Functionen von drei Argumenten durch 
Weber (Theorie der Äbel'sehen Functionen vom Geschlecht 3). Es 
hat sich nun darum gehandelt, die Theorie der Gruppirung der 
Charakteristiken der verschiedenen &- Functionen, welche in 
beiden Fällen zur Ooefficientenhestimmung in dem Theorem geführt 
hat, weiter auszubilden. 

Herr Weber hat die Charakteristiken 

wo die »fl und «*„ nur die Werthe oder 1 annehmen, in Systeme 
von 7 geordnet, von folgenden Eigenschaften: Die Summe von 
irgend 3 oder 7 des Systems soll gerade, jede und die Summe von 
irgend 5 ungerade sein. Dabei ist unter Summe zweier Charakte- 
ristiken eine solche verstanden, deren Elemente die Summen ent- 
sprechender Elemente der beiden (raod. 2) sind, und (a) ist gerade 
oder ungerade, je nachdem 27 «„ ma gerade oder ungerade ist. 

Ich erkenne nun überhaupt diesen Charakter des Geraden oder 
Ungeraden für die Summe irgend einer ungeraden Anzahl von 
Charakteristiken als die wesentliche Eigenschaft aller Charakteristiken- 
systeme. Hierdurch werde ich dazu geführt, 7-Systeme und 8-Sy- 
:■ vierreihiger Charakteristiken 






zu betrachten, welche genau dieselben Eigenschaften haben, wie die 
ebengenannten 7-Systeme dreireihiger Charakteristiken. Für Suramen 
einer geraden Anzahl von Charakteristiken ist nur eine gewisse 
Gruppenbeaiehung zwischen zwei solchen Summen wesentlich; 
und man kommt hierbei zu — ~ — Systemen von je 28 ungeraden 
Charakteristiken, welche alle in ihren Grnppirungen völlig identisch 
sind mit deiyenigen der 28 überhaupt esistirenden ungeraden drei- 
reihigen Charakteristiken. Von den genannten 8 -Systemen existiren 
255 ■64 .36 Systeme, die in 255 Gruppen, jede von 36 Klassen, 
jede dieser wieder von 64 Systemen zerfallen; und um alle Cha- 
rakteristiken auszudrücken, genügte es, ein 8-System zu kennen, 
was von 3 Gleichungen der Grade 255, 36, 64 die Aufsuchung je 
einer Wurzel und die Lösung einer Gleichung S"" Grades verfangt. 
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Unter Zugrundelegung von 9- - Functionen , deren Indices mit 
diesen 8 -Systemen zusammenhängen, nimmt nmi das Additions- 
theorem eine sehr einfache Gestalt an. Man erhält 

*(« + ?; + Ml) &{u — v) 
linear ausgedrückt durch 16 -S-Producte 

»,(« + »)■»,(•), 

mit Coefficienten von der Form 

B ■ &^(v + w) »fl{v-) + ■ ^,(v + w) &y{v) , 
während die B, C nur von w abhängen. Durch Specialisirung von 
to kann man auch alle 16 Coefficienten eingliedrig machen, wo- 
durch dann die Analogie mit den früher bekannten Theoremen voll- 
ständig wird. Für die 8-fach periodischen Functionen 

»lu + V) 
kann mau dagegen diese Eingliedrigkeit nicht mehr für alle Coeffi- 
cienten iß Zähler und Neuner erzielen, wenn der Nenner der Aus- 
drücke für alle 256 Indices (a) derselbe sein soll. 

Von besonderen Formeln, welche die allgemeine Theorie ergibt, 
sind besonders die Relationen zwischen vier Thetaproducten für 
die Argumente hervorzuheben. Sie zeigen z. B., dass das Ver- 
schwinden von irgend drei geraden S'-Funetionen mit Nullargu- 
menten, für welche die Summe der drei Charakteristiken ungerade 
ist, schon das Verschwinden von 7 weiteren solchen Functionen 
bewirkt, also hinreichend ist, dass die ■9--Functionen hjperellip- 
tische werden. 

Es seheint mir noch der Beachtung werth, dass der Hinweis 
auf die Gruppirungen unter den Charakteristiken, durch die allein 
die Aufstellung der Ädditionstheoreme der ^--Functionen ermöglicht 
ist, durchaus von algebraischer Seite her erfolgt ist. Zunächst 
durch die BerOlirungsprob lerne von Glebsch (vgl. 0. Jordan's „traite 
des substitutions", p. 229 flF.); die 7 -Systeme iür p = 5 durch die 
7 -Systeme von Doppeltangehten bei Curven 4**' Ordnung, die Aron- 
hold (Monatsber. d. Berl. Äkad. 1864) gefunden hat; die Systeme 
4-reihiger Charakteristiken endlich durch algebraische Untersuchungen 
an speeiellen Curven vom Geschlecht 4, die ich zum Theil schon 
in einer Note (Erlanger Berichte, vom Januar 1878) mitgetheilt 
habe, auf die ich aber erst bei einer anderen Gelegenheit zurück- 
kommen werde. 

Erlangen. M. Noether. 
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August Weiler: Nachträge au meinen Abhandlungen über In- 
tegration partieller Differentialgleichungen der ersten Ord- 
nung. (Zeitschrift füc Mabh. und Physik. 1877. S. 100 — 135.) 

1. Die Integration der partiellen Diiferentialgleiehung erster Ord- 
nung habe icli auf Betrachtungen gegründet, welche zum Theil 
verschieden sind von den Jaeobi'schen. Zwei wichtige Resultate, 
zu welchen ich gelangt bin, liegen der Jaeobi'schen Methode fern. 
Ich habe dieselben in diesem Repertorium Bd. I, S. 293 — 298 mit- 
getheilt. Es sind aber unterdessen Urtheile über meine Methode 
laut geworden, welche einen weniger günstigen Eindruck machen, 
und haben mich dieselben veranlasst, die oben erwähnten Nach- 
träge KU sehreiben. 

Dem Leser des Repertoriums ist es bekannt, was Herr Mayer 
Bd. I, 8. 75 über meine Methode gesagt hat. In seinem umfäng- 
lichen Werke über partielle Differentialgleichungen beabsichtigt 
Herr Mansion einen vollständigen Bericht über die bekannten Me- 
thoden zu geben. Der Verfasser kennt aber meine Methode nur 
aus der von Clebsch gegebenen Darstellung. Er würde dieser Dar- 
stellung sonst nicht ein so grosses Lob ertheilt haben (vgl. Reper- 
torium Bd. I, S. 38, femer 1875 §. 6). Auch anderseits ist es als 
ein Mangel erkannt worden, dass Herr Mansion meine Methode 
nicht in ihrer wahren Gestalt gegeben hat, und darf ich auf die 
Hist. lit. Abth. der Zeitsehr. für Math, und Physik 1877, S. 41 ver- 
weisen. In seiner neuesten Abhandlung über partielle Differential- 
gleichungen bedauert Herr Sophus Lie, dass ihm meine Darstellung 
der Methode unzugänglich gewesen sei (Math. Annalen Bd. XI, 
S. 532). 

Ich meinerseits bin der Ansicht, dass meine Methode einfach 
und auch leichtverständlich ist. Es liegen also Meinungsverschieden- 
heiten vor, und ich will annehmen, dass es für den Leser eine 
nicht leichte Aufgabe sei, ein selbständiges Urtheil über das zu 
bilden, was die Berichterstatter schwerverständlich und unzugänglich 
genannt haben. Ich habe neulich Resultate mitgetheilt; es möge 
mir gestattet sein, diesmal die Methode zu besprechen. 

2. Die partielle Differentialgleichung 

worin fp eine gesuchte Function, und die Coefficienten A^^ A^--- Ä^ 
gegebene Functionen der n unabhängigen Veränderlichen x^x^x^--- x„ 
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sind, liat bekaüiitlieli n ^ 1 verschiedene Lösungen. Hat man eine 
zweite partielle Difterentialgleichung 

so kann es gemeinsame Losungen geben. Die Anzahl der gemein- 
samen Lösungen ist aber höchstens w ^ 2. Wenn es ra — 2 ge- 
meinsame Lösungen gibt, so nennt man das System der 2 partiellen 
Differentialgleichungen ein vollständiges. Wenn m derartige partielle 
Differentialgleichungen vorliegen, so bilden dieselben ein vollstän- 
diges .System für den Fall, dass n — m gemeinsame Lösungen vor- 
handen sind. 

Wenn m partielle Differentialgleichungen ein vollständiges System 
bilden, so darf man dasselbe durch eben so viele lineare Verbin- 
dungen ersetzen. Die nenen Differentialgleichungen bilden gleich- 
falls ein vollständiges System. Denn sie haben n — m gemeinsame 
Lösungen. Man kann aber nicht behaupten, dass irgend i dieser m 
partiellen Differentialgleichungen fnr sich genommen ein vollständiges 
System bilden. Sie müssten dann n — i gemeinsame Lösungen haben; 
aber man weiss nur, dass deren n — m vorhanden sind. 

Wenn m partielle Differentialgleichungen von der obigen Form 
ein vollständiges System bilden, so entsteht durch die Elimination 
des Differential quotieuten ^- ein System von m — 1 partiellen 
Differentialgleichungen, welches gleichfalls ein vollständiges ist. Es 
steht mir frei, die Grösse Zi als Veränderliche mitzuzählen, also 
anzunehmen, dass auch das neue System die n unabhängigen Ver- 
änderlichen «1 «ä *3 ■ ■ ■ ^1 tabe. Das neue System hat die Lösung 
y = a^i, welche nicht eine Losung des ursprünglichen Systems ist. 
Es hat ausserdem die n ~ m Lösungen des ursprünglichen Systems. 
Es ist ein vollständiges, weil es n — m + 1 Lösungen hat. Eli- 
minirt man die i partiellen Differential quotienten j— , ^ ■ ■ ■ -^ des 
ursprünglichen Systems, so erhält man ein System von m — «par- 
tiellen Differentialgleichungen, welches gleichfalls ein vollständiges 
ist. Denndas neueSystem hat dieLösungen q)^a!i, q>^x^---^ = Xi, 
welche nicht Lösungen des ursprünglichen Systems sind. Ausserdem 
hat es die n — m Lösungen des ursprünglichen Systems. Es ist 
ein vollständiges, weil es n — m -{- i Lösungen hat. 

3. Die Integration der allgemeinen partiellen Differential- 
gleichung g;i(ga:,a;ä-'-a:„ft ßa'"i''')'^0' ^*''*^" i*'"^;" ist, lässt sich 
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auf die Integration vollständiger Systeme partieller Differential- 
gleichungea von linearer Form zurückführen. Bei der Integration 
des vollständigen Systems setzt Jacobi eine Eigenschaft voraus, 
welche nicht jedes vollständige System hat. Ich habe das voll- 
ständige System unabhängig von dieser besonderen Form integrirt, 
und dies hat mich in den Stand gesetzt, die Integration der all- 
gemeinen partiellen Differentialgleichung g:"! = erfolgreicher durch- 
zuführen, als es Jacobi moglieh gewesen ist. Ich werde nun aus 
den oben aufgestellten Grundeigenschaften des vollständigen Systems 
einige Folgerungen ziehen, welche dem vorliegenden Zwecke dien- 
lich sind. 

Die Lösung des vollständigen Systems der Gleichungen 1 und 
2 welche wir nun abkürzend A(q}) = 0, S{ip) = schreiben, ist 
zunächst aU eine Function der n Veränderlichen x^a:.^ ■ • • x^ zu be- 
tiachten Wenn aber die M— 1 Lösungen der Gleichung B(g)) = 
bekannt sind, so ist sie eine Function von nur n — 1 veränderlichen 
Grossen Man föhre die w — 1 Lösungen 93 == ft, gj = |3a ■ ■ - 9) = (3„_i 
der 'Tleichung S(<p) = als unabhängige Veränderliche in die 
Gleichung Ä{^) = ein, und es entsteht die transformirte Gleichung; 

Ä(ß,) Ü + A(ß,) f-l + A(ß.) fl + - + Ä(ß.^O r'^-0- 

Man theile nun durch A(ßi), damit der Coefficieut von jö- zur Ein- 
heit werde. Alle übrigen Coefficienten gehen dann über in Functionen 
der M — 1 Veränderlichen ßi ßi ■ • • ßn~i- Eliminirt mau vermittelst 
der Gleichungen gj = (?^, tp = ß^ ■ ■ ■ cp ■= ß„-^i die ursprünglichen 
Veränderlichen XiX^- ■ ■ x„—i aus den Coefficienten, so fällt auch die 
Veränderliche x^ aus denselben hinaus. Wenn nur 2 Lösungen 
(p = ßj^, fp = ßi der Gleichung B{<p) = gegeben sind, so ist der 
Quotient der diesen 2 Veränderlichen entsprechenden Coefficienten 
der traasformirten Gleichung, welcher sieh Ä{ßs) : A(ß,) schreibt, 
eine Function der n — 1 Veränderlichen ft (Sg - ■ ■ /3„_i und daher auch eine 
Lösung der Gleichung Ii{(p) = 0. Auf diesem Wege gelange ich, 
wenn 2 Lösungen der Gleichung ß(g)) = gegeben sind, zu weiteren 
Lösungen dieser Gleichung, Ich erhalte, wenn nicht alle w — 1, 
jedenfalls doch so viele Lösungen der Gleichung S(q>') ^ 0, als 
nöthig sind, um die Lösung des Systems als Function davon dar- 
stellen zu können (Zeitsehr. für Math. u. Ph. 1875 S. 87). 

Die Lösung des vollständigen Systems von i ~\- 1 partiellen 
Differentialgleichungen ^(g;) = 0, B(<p) = ■ ■ ■ K(fp) = ist zu- 
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nächst wieder als eine Function der n Ver'änderlicJien Xi x^--- x^ zu 
betrachten. Wenn aber die n ^ i gemeinsamen Lösungen der 
Gleichungen B (9) = ■ ■ ■ ^(qs) = bekannt sind, von welcliea 
wir Torans setzen , dass sie ein vollständiges System bilden, so ist f 
eine Function von nur n — i veränderlichen Grössen, Man führe 
die n — i gemeinsamen Lösungen 9 = A, ?> = j5a ■ ■ ■ 90 = ^n~i der 
Gleichungen Ji{<f) = ■ ■ ■ K{^) = ais unabhängige Veränderliche 
in die Gleichung A{tf) = ^ ein, und man erhält die transformirte 
Gleichung : 

Man theile nun wieder durch A{^^, um den Coefficienten von -^ 
auf die Einheit zu bringen. Alle übrigen Coefficienten gehen dann 
über in Functionen der « — i Veränderlichen ßi ß^ ■ • • ßn—i- Eli- 
minirt man vermittelst der Gleichungen f^^ßi, ip^ ß^ ■■■ <p = ßn—i 
die ursprünglichen Veränderlichen x^x^--- Xn-i aus den Coefficienten, 
so fallen auch die Veränderliehen a:„_,^-i • • ■ Xn aus denselben hinaus. 
Wenn nur 2 Lösungen tp == ßu ?> = A bekannt sind, so ist der 
Quotient der diesen 2 V er an der liehen entsprechenden Coefficienten 
der transformirten Gleichung, welcher sieh ^{ß^) : Ä{ßj) schreibt, 
eine Function der n — i Veränderlichen ß^ß^--- ß^-i, und daher auch eine 
gemeinsame Lösung der i Gleichungen S{(p) = 0-- ■K((p) = 0. Auf 
diesem Wege gelange ich, wenn 2 Lösungen des vollständigen Systems 
der Gleiehyngen S(<p) = ■ ■ ■ -£"(9)) = bekannt sind, zu weiteren 
Lösungen dieses Systems. 

4. Es wird nun verlangt, dass man ein vollständiges Integral 
der Gleichung <p,{s Xi x^ • ■ ■ x^ pj^ p^ • • ■ j)„) ^ aufstelle. Lagrange 
hat dies für den Fall n='2, oder für die Gleichung fißxypq) =^ 
sehr einfach zu Stande gebracht. Als das Ziel der Unternehmung 
habe ich mir hier eine Methode gedacht, welche für den Fall 
K = 2 die von Lagrange gegebene Losung wiedergibt. Es aollen 
die partiellen Differentialquotienten ft ft ■ ■ • pn als Functionen der 
« -|- 1 Veränderlichen si x^ x^ ■ • ■ x„ und von n — 1 willkürlichen 
Beständigen in solcher Weise bestimmt werden, dass die Gleichung 

ds =p^ äXi -{■ p^dx^ H -\-p^dx„ 

ein vollständiges Differential ist, In dieser Absicht sucht man neben 
der Gleichung 9^ = noch n^l andere Gleichungen 9>ä=. C21 
?P3 =- C3 ■ ■ ■ q'» =" ''n ^uf , in welchen 95^ V'a ' ■ • 9*« bestimmte Functionen 
der 2n~{-l Veränderlichen ;s x^x.^ '" ^«PiPs '" Pii ferner c^ c^--- Cn 
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willkürliche Beständige sind. Die algebraische Auflosung dieser 
n Gleiehungeu gibt die verlangten Werfclie der partiellen DiEFerential- 
quotienteu. 

Zur Bestimmung der n — 1 Functionen tp^tp^- • ■ f^ finde ieb 
n ■ — 1 partielle Difi'erentialgleicliiingen von der Form: 

wo ich zum Behuf der Abkürzung 

/'^'Pk\ _^n i^J ß^\ _ ^ „ _!_ <?^ 

\dx.j~ d^ ^''^ dXf' \dxj de^'~^'d:e^ 

gesetzt habe, femer g)* eine gegebene und g> die gesuchte Function ist. 
Zum Behuf der weiteren Abkürzung sehreibe ich diese Gleichungen auch 
f qrjj g>j =^ , und es ist erforderlich , dass jede der gesuchten Functionen 
eine gemeinsame Lösung einiger Gleichungen darstelle. Man erhält 
die gesuchten Functionen, wenn mau die Forderung stellt, dass 
y ^= ^2 si"^ Lösung der Gleichung (ip^ y) = sei, dass ?> = 9)3 
eine gemeinsame Lösung der Gleichungen (ip^ tp) ^ 0, (fa tp") = 0, 
und fp = ipijj-i eine gemeinsame Lösung der Gleichungen (y^ g;) = 0, 
(% 9) = ■ • ■ i9i+^y} = sei. (vgl. 1875 § 1.) 

Die Art, wie ich diese Gleichungen hergeleitet habe, kann 
keinerlei Bedenken erregen. Aber die Art, wie ich bewiesen habe, 
dass die erwähnten Systeme zugleich vollständige sind, ist von der 
Jacobi'schen Methode sehr abweichend. Ich habe den Beweis aus 
dem Umstände hergeleitet, dass diese Systeme nicht bloss ein voll- 
ständiges Integral der Gleichung gsj ■= geben, sondern auch 
dem allgemeinen Integral dieser Gleichung entsprechen. Die Be- 
ziehung auf diesen umstand ist gewiss nicht eine weit hergeholte. 
Denn eigentlich ist es ja das allgemeine Integral der Gleichung 
95j = 0, was bestimmt werden soll. Die Untersuchung ist aber 
sehr vereinfacht durch jenen längst bekannten merkwürdigen Satz, 
wonach man das allgemeiüe Integral der Gleichimg 9), = aus 
einem vollständigen Integral ableitet. Auf demselben Satze beruht 
der von mir gegebene Beweis, dass die obigen Systeme vollständige 
sind. Ich habe erwähnt, dass das vollständige Integral der Gleichung 
qoj = 0, welches wir in der Form 9j,-|-i = c„-|-i schreiben wollen, 
aus einer vollständigen Differentialgleichung gefunden wird, nach- 
dem man die Functionen 91g qsg ■ ■ ■ 9« aufgestellt hat. Wenn man 
zu jenen n — 1 partiellen Differentialgleichungen (ipk (p) = 0, aus 
welchen diese Functionen folgen, noch die Gleichung (y, 90) ^ 



y Google 



A. Weile». 261 

hinzufügt, so findet man auf demaelben Wege, tlass (p = (pn+i eine 
Lösung (Jea Tollständigen Systems der n Gleichungen {<p^ (p) ^ 0, 
(g)^ ^) = . . ■ {9)„ y) = ist {vgl. 1875 § 3.) 

5. Es erflbrigt noch, die Anwendung des Vorausgehenden auf 
die Integration der vorliegenden Systeme zu machen. Zur Be- 
stimmung der Functionen f^i <Ps ■ ■ ■ fn liegen die w — 1 partiellen 
Differentialgleichungen (^j <p) ==0, (9)3 9) = ■ ■ ■ (ipn-i) = vor. 
Die Ooefficienten der Gleichung (<p^ 9)) == sind als Function der 
2 w -f- 1 Veränderliehen .s Xj 3^ — XnPip2' ' ' Pn gegeben. Nachdem 
man aber vermittelst (pi ^ die Veränderliche p^ eliminirt hat, 
kommen nur noch 2 W Veränderliche vor, und man darf annehmen, 
dass alle Lösungen der Gleichung (<p^ 9)) = unabhängig von p^ 

sind. Man darf also 3 — = setzen, wenn it> 1 ist. Daraus folgt, 
dass auch jedes der zu iniegrirenden Systeme nur 2 w Veränderliche 
hat. Aus der Gleichung -3 — =0 folgt auch, dass in allen Gleichungen 
(qif 95) = 0, in welchen Ä: > 1 ist, der Differentialquotient j— nicht 
vorkommt, dass also jede dieser Gleichungen die Lösung ^ = x^ 
hat. Wir bemerken noch, dass sich die Elimination vonj)^ aus den 
Ooefficienten von ((p^ <p) '^0 von selbst bewerlistelligt, nachdem man 
der Gleichung (pj = die geeignete Form gegeben hat. Aus qj^ = 
folgt Pj == f(s X-^ x^ • ■ ■ Xa Pi ■ ■ ■ Pn)- Wir sehreiben daher die 
Gleichung g^^ = identisch mit Pi ^ f =^ 0. Es ist dann ~ == 1 , 
und alle übrigen partiellen Differentialquotienten von (pi sind gleich- 
falls unabhängig von p^. 

Nachdem man eine Losung q) = ip^ der Gleichung (<p^ 9») ^ 
bestimmt hat, liegt zur Bestimmung der übrigen Functionen jedes- 
mal ein System von partiellen Differentialgleichungen vor. Die erste 
Gleichung des Systems hat eine Ausnahmsstellung, und wir sagen daher, 
dass gj = (pi-\-2, worin i> gedacht wird, eine gemeinsame Lösung sei 
der Gleichung (gi^ ip) =^ und des vollständigen Systems Si, welches 
letztere aus den i Gleichungen (fpifp)=^0, (g)gg)) = 0"-(g),_]_i9D) = be- 
steht, DasSystGmS'fhatdieLosungg) = a:j, weil der Differential quotient 
■jp- nicht vorkommt. Ich nehme an, es sei eine zweite Lösung des 
Systems Si gegeben, und finde die übrigen Lösungen des Systems 
nach der in 3. aufgestellten Regel, Ich setze alle Lösungen des 
Systems ßt als neue Veränderliche in die Gleichung ((p, gi) = ein, 
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und erhalte durch die Integration der transforniirten Gleichung die 
Fuuctiou <pi+s. Das System Si besteht aus «Gleichungen, und hat 
daher 2 w — i L&sungen. Wenn man die Veränderlichen der traaa- 
formirten Gleichung zählt, so müssen von jenen 2« — i Lösungen 
die i Lösungen tp =^ (p^, cp =^ cp^- • ■ rp ^ 9'i+i i^^ Abrechnung ge- 
bracht werden, weil sie zugleich Lösungen von (gj, 90) = sind. 
Daraus folgt, dass die transformirte Gleichung 2n — 2i Veränder- 
liche hat. 

Ich zeige noch, dass zur Auffindung einer Lösung des Systems 
i5,- nicht mehr als eine Integration erforderlich ist. Für das System 
Sj , welches aus der einen Gleichung (y^ y) = besteht, ist dies 
selbstverständlich. Die zu integrirende Gleichung wird in diesem 
Falle auf eine mit 2 w — 2 Veränderlichen zurückgeführt, weil 
2 Lösungen dieser Gleichung 95 = gj^ ^^^ p = x^ bekannt sind. 
Das System S; besteht, wenn !> 1 ist, aus dem System Si—i und 
der Gleichung (9,-1-1 g>) = 0. Nachdem man die Function <Pi+i als , 
gemeinsame Lösung des Systems iS,_i und der Gleichung (g>j95) = 
bestimmt hat, darf man die Lösungen des Systems Si—x als ge- 
geben betrachten. Ich setze dieselben als neue Veränderliche in 
die Gleichung (yj-j-i gi) = ein, und ünde durch die Integration 
der transformirten Gleichung eine Lösung des Systems Si. Man 
kann leicht sehen, dass die transformirte Gleichung wieder 2n—2i 
Veränderliche hat. Denn das System Si—i_ hat 2 w — i + 1 Lösungen. 
Davon sind die i Lösungen (p = g?g, qs = gig . . . g) = gi;-)-i zugleich 
Lösungen von {(pt+i <p} ^ 0. Die gleiche Bemerkung ist in Betreff 
der Lösung rp = x^ zu machen. Die Zahl der Veränderlichen ist 
daher 2n — 2i. (vgl, Nachträge § 5.) 

6. Diese Auseinandersetzungen sind ausreichend, um meine 
Methode verstehen zu können. Aber ich muss nun fragen: was 
ist daran schwerverständlich, was ist unzugänglich? Als Clebsch 
es unternahm, die von mir gefundenen Resultate mit der Jacohi'achen 
Methode in Einklang zu bringen, ist er in Verwicklungen gerathen, 
welche meiner Methode fremd sind. Dem ungeachtet sind weitere 
Bemühungen gemacht worden, zur Erläuterung derselben von der 
Jacobi' sehen A uffassungs weise auszugehen. Diese wenig erfolgreichen 
Versuche haben zu der Bemerkung geführt, dass meine Methode schwer 
verständlich sei. Ich sehe mich veranlasst, dem Berichte über 
meine Methode die Erklärung beizufügen, dass dieselbe zu ihrer 
Klarstellung der Jacobi'schen Hilfsmittel nicht bedarf, dass aber, 
wenn die letzteren doch herangezogen werden, das Verständniss nicht 
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gefördert wird^ weil die von mir gebrauchten Hilfsmittel einfacher 
-und elementarer sind als die Jacobi' sehen. 

7. Meine Absicht ist, den Leser in den Stand En aetzeUj sich 
selbst ein Urtheil bilden zu können. Ich muss daher, nachdem ich 
vorstehend die Methode mitgetheilt habe, in dem Weiteren auf die 
Beschaffenheit der Resultate wieder eingehen. Ich erwähne zunächst, 
dass ich das System S/, bestehend aus i partiellen Differential- 
gleichungen durch eine einzige partielle Differentialgleichung ersetzt 
liabe, was bei Jacobi nicht geschieht. -Aber man wendet mir ein, 
dass dieses Ziel auch auf einem auderen Wege erreicht werde. Soll 
eine Lösung des vollständigen Systems partieller Diiferentialgleichungen 
bestimmt werden, so ist nach dem Mayer'schen Theorem in allen 
Fällen die Integration einer einzigen partiellen Differentialgleichung 
ausreichend. Li der Reduction auf nur eine Integration stimmen 
die beiderseitigen Resultate überein. Bei der genauem Betrachtung 
aber zeigen sich Verschiedenheiten. 

Die Lösung des Systems Ä ist von vornherein als eine Function 
der 2 n Veränderlichen Xi X2 ■ ■ ■ x„ p.^ ■ ■ ■ pi^ zu betrachten. Zum 
Behuf der Integration darf man die 2 )»— i + 1 Losungen des 
Systems Sj-i als bekannt voraussetzen. Man fuhrt dieselben als neue 
Veränderliche in die Gleichung (q>i^i(p) = ein. Wenn man damit von 
den 2 )» ursprünglichen Veränderlichen 2n^i-^l eliminirt, so fallen 
auch die Übrigen i — 1 Veränderlichen aus denCoefficienten der Gleichung 
hinaus. Die gesuchte Function ist daher nicht mehr von 2w, sondern 
nur von 2tt — * -|- ^ Veränderlichen abhängig, und hat also eine 
einfachere Gestalt angenommen. Ich betrachte diese Vereinfachung 
der gesuchten Function als einen wesentlichen Fortsehritt der Inte- 
gration, und dieser Fortsehritt ist nicht ein bloss gelegentlicher, 
sondern ein für alle Fälle erzielter. Eine derartige Vereinfachung 
der gesuchten Function findet nicht statt, wenn die Integration des 
Systems Si nach dem Mayer'schen Theorem ausgeführt wird. Denn 
die eine zu integrirende Gleichung ist hier Nichts Anderes, als die nach 
einer bestimmten Regel gebildete lineare Verbindung der Gleichungen 
des Systems. Die gesuchte Function ist daher nach wie vor von 
den 2w Veränderhchen des Systems abhängig, (vgl. 1875 § 7, ferner 
Nachträge § 6, und anderseits Math. Ann. Bd. IS, S. 365 — 366.) 

Man kann von dem Mayer'schen Theorem eigentlich nicht 
sagen, dass es das System S, durch eine einzige partielle Differential- 
gleichung ersetae. Denn es bestehen neben der einen zu integrireuden 
die übrigen partiellen Differentialgleichungen fort. Es sind so zu 
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sagen alle Integrationsschwierigkeiten auf die eine Gleichung über- 
tragen. Nachdem man eine Losung dieser Gleichung durch Inte- 
gration bestimmt hat, bedarf es noch gewisser Differentiationen und 
Eliminationen, um zu einer Lösung des Systems zu gelangen. 
Wäre die Integration einer partiellen Differentialgleichung eine be- 
stimmt abgemessene Arbeit, so dürfte clie ßeduction auf nur eine 
Integration in allen Fällen als eine Abkürzung der Integrations- 
schwierigkeiten angesehen werden. Die Schwierigkeiten der Inte- 
gration bemessen sieh aber hauptsächlich nach der Beschaffenheit 
der Differentialgleichung, Man niuss daher an den möglichen Fall 
denken, dass die Integration der nach dem Mayer'schen Theorem 
gebildeten linearen Verbinduug nicht gelingt, wiewohl sich andere 
lineare Verbindungen leicht integriren lassen. Wie merkwürdig die 
Majer'sche Beduction an und für sich auch ist, so darf mau doch 
nicht vergessen, dass dies ein Umstand ist, welcher ihr gegebenen 
Falles den Erfolg als Integrationsmethode verkümmert. In der 
von mir gegebenen Reduction kann der Uebelstand nicht eintreten, 
dass man nachträglich einen andern Weg vorziehen raüsste. Denn 
es sind neben der einen zu integrirenden andere Differentialgleiehimgen 
gar nicht vorhanden. Die i — 1 übrigen Gleichungen des Systems 
Si haben in der Elimination von eben so vielen Veränderlichen der 
gesuchten Function ihre Verwerthung gefunden. (Zeitschr. für Math. 
u. Phys. 1875, S. 92.) 

8. Ich muss nun auf einen besonderen Fall eingehen, in welchem 
die oben aufgezeichneten Hilfsmittel nicht mehr ausreichend sind, 
wo aber meine Methode demungeachtet fortbesteht. Bei der Inte- 
gration des Systems Si sind die Lösungen des Systems Si—i im All- 
gemeinen nicht vollzählig gegeljen, sondern in einer unbestimmt 
beschränkenden Anzahl. In dem Obigen sind zwei Lösungen des 
Systems St-i ausreichend, um eine Lösung des Systems St durch Inte- 
gration erhalten zu können. Wenn nur eine Lösung des Systems 
jS,— 1 gegeben ist, so sind weitere Hilfsmittel erforderlich. 

In seinen Untersuchungen über die Eigenschaften vollständiger 
Systeme ist Jacobi von der Voraussetzung ausgegangen, dass die 
Gleichungen die hier in Betracht gezogene Form; 



^~ ^ \\dx,)dpf dp. Ucs;, 



= 



haben. Für den Fall, dass die abhängige Veränderliehe 
System, nicht vorkommt, hat Jacobi gezeigt, dass man 
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Lösung der Gleichung (gj* tp) = weitere Lösungen dieser Gleichung 
herleiten kann. Wenn <p ^ ß, eine Lösung der Gleichung (93^ 95) ^ 
ist, so ist in dem erwähnten Falle auch cp = (9^3 ^j) eine Lösung 
dieser Gleichung. In den Bemühungen, auch hier die Jacohi'selien 
Hilfsmittel entbehren zu können, bin ich meineraeita gescheitert. 
Ich habe 1863 luid 1875 den erwähnten Satz zwar auf einem anderen 
Wege bewiesen; aber angenommen, dass derselbe fortbestehe, wenn 
auch die abhängige Veränderliche vorkommt. Das Letztere ist 
nicht richtig. Die . Jaeobi'schen Untersuchungen sind in der That 
unersetzlich, wenn es darauf ankommt, aus einer Losung der 
Gleichung {cpt 9;) =^ weitere Lösungen dieser Gleichung herzuleiten. 
Vermittelst jener Gleichung, welche man die Jacobi'sche Identität 
nennt, gelangt man auch in der allgemeinen Aufgabe, wo die An- 
wesenheit der abhängigen Veränderlichen vorausgesetzt ist, ohne 
Schwierigkeit zu diesem Ziel. Wenn ^ = ßi eine Lösung der 
Gleichung (ip^ ip) =0 ist, so findet man, dass auch 

9 = f p 

eine Lösung der Gleichung (9)3 9) = t (vgl Nacl trage 2 u. 3.) 
Den Anlass zu dieser Berieht guug ve lanke cl le Be p echung 
meiner Methode von Seiten des He m Yaye Es gehört iber zur 
Sache, wenn ich noch hinzufi„e dass n jener Besprechung von 
einer Berichtigung nicht die Rede t lass s ch v elmeh 1er Ver- 
fasser darauf beschränkt, im Hn es 1 f den e w ht ten Iirthum, 
meine Methode in der von mi vora ^esetztea AUgem nheit für 
falsch zu erklären (Math. Ann Bl I\ S ot9— o 0) Ich würde 
gerne die letztere Bemerkung unterdrückt haben, wenn sich nicht 
Herr Mayer bemüht hätte, diese übereilte Beurtheilung aufrecht zu 
erhalten (Report. Bd. I, S. 76). 

9. Ich komme zu dem zweiten Punkte, in welchem meine 
Methode der Jaeobi'schen voraus ist. Wenn die abhängige Ver- 
änderliche in der zu integrirenden Gleichung gjj = vorkommt, 
so setzt Jacobi an deren Stelle eine andere Gleichung, welche nicht 
w, sondern n -J- 1 unabhängige Veränderliche hat, worin aber die 
abhängige Veränderliche wieder fehlt. In Folge dessen ist bei 
Jacobi die Anzahl der zu integrirenden Systeme um die Einheit 
grösser als bei mir, und ebenso ist die Anzahl der unabhängigen 
Veränderlichen in jedem der Jaeobi'schen Systeme um die Einheit 
grösser als in dem gleichnamigen der von mir aufgestellten Systeme. 
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Um den Unterschied recht augenfällig zu machen, betrachte ich den 
Fall n = 2. l'Ür diesen Fall führt meine Methode unmittelbar zu 
der von Lagrange gegebenen Lösung der Aufgabe, wonach eine 
partielle Differentialgleichung mit 4 unabhängigen Veränderlichen 
zu integriren ist. Nach Jacobi ist die Aufgabe auf diejenige zurück- 
zuführen, welche dem Falle w = 3 entspricht, in welcher aber die 
abhängige Veränderliehe nicht vorkommt. Es ist daher eine partielle 
Differentialgleichung mit 5 unabhängigen Veränderliehen zu integriren, 
und noch ein System von 2 partiellen Differentialgleichungen mit 
je 3 unabhängigen Veränderlichen. Man muss sich vergegenwärtigen, 
dass es sehr einfache Betrachtungen sind, welche zu der von 
Lagrange gegebenen Lösung führen; dass man aber eine lange 
Kette von Gedanken verfolgt, bevor man zu der Losung jener andern 
Aufgabe gelangt, welche dem Falle n = 3 entspricht. 

Jacobi hat an die Stelle der schönen Lösung, welche man 
Lagrange verdankt, die Lösung jener andern Aufgabe gesetzt, weil 
er in seinen Bemühungen, die Losung der allgemeinen Aufgabe zu 
erhalten, wo n eine unbestimmte Zahl ist, einen andern Weg nicht 
gekannt hat. Sonderbarer Weise wollen nun die Herren A, Mayer 
und Sophus Lie diese Jacobi' sehe Methode aufrechterhalten. Ich 
sehe darin die Bestätigung meiner Ansicht, dass der von denselben 
eingenommene Standpunkt nicht geeignet ist, die von mir auf- 
gefundenen Resultate zu geben. 

Die Frage zu behandeln, welche von den bekannten Integrations- 
methoden etwa den Vorzug verdiene, was andererseits versucht 
worden ist, seheint mir eine undankbare Unternehmung zu sein, 
weil diese Methoden so geartet sind, dass sie sich gegenseitig er- 
gänzen. Aber ich kann behaupten, dass die von mir beschriebene 
Methode zwei werthvolle Resultate liefert, welche der Jacobi'schen 
Methode fern liegen, und welche keine andere der bekannten Me- 
thoden zu leisten im Stande ist, 

Berichtigungen zu meiner Mittheilung im ßepert. Bd. I, 
S. 394 Z. 4 V. u: aast, ipi ip., ■ ■ ■ lies; f^ ipg ■ ■ ■ 
S. 295 Z. 17 V. u. anst. unabhängigeti lies; abMngigeu, 
S. 296 S. 10 u. 19 V. u. zu Eti-eicheii das Wort je. 

Mannheim. Aug. Weiler. 
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A. Mayer: lieber dos allgemeinste Problem der Variations- 

reclmtmg bei einer einzigen unabhängigen Variabein. 

(Ber. d. Kgl. Sachs. Gesellsch. d. Wisseiisoli. Juni 187S.) 

Jede Aufgabe der Variationsrechnung, in der nur eine einzige 

unabhängige Variable auftritt, lässt sich auf die folgende Form 

bringen : 

A) Man soll die den m Differentialgleichungen 1. 0. 
yj = 0, ^s = 0, - • ■ 9„. = 0, (0 ^ m < n) 
unterworfenen Variabein y^, y^}''''!^'' ^^^ Functionen von 
X so bestimmen, dass das Integral: 



=/' 



ein Maximum oder Minimum werde. 

Dies Problem ist aber an sich noch kein völlig bestimmtes, 
man musa ihm vielmehr, um es zu einem bestimmten zu machen, 
noch gewisse Grenzbedingungen hinzufügen. In der Regel gestattet 
es nun die Stellung der Aufgabe, sämmtliche Grenzwerthe, zunächst 
wenigstens, als fest gegeben zii betrachten, und dann stellt sich 
dieselbe als ein specieller Fall desjenigen Problems dar, welches 
aus A entsteht, wenn man festsetzt: 

B) dass alle w Functionen j/j, y^, ■•■ j/„. in den beiden 
gegebenen Grenzen iC,, und x^ gegebene Werthe annehmen 
sollen. 

Für das hiermit vollständig determinirte Problem A habe ich 
unter der Voraussetzung, dass dasselbe bei festen, aber unbestimmten 
Grenzwerthen überhaupt lösbar sei, in Borchardts J, 69 die all- 
gemeinen Kriterien des Maxiraums und Minimums abgeleitet. 

Allein es giebt eine Klasse von Problemen, die eine solche 
Festlegung sämmtlicher Grenzwerthe nicht vertragen. Es sind dies 
diejenigen Probleme, als deren allgemeinster Ausdruck die folgende 
Aufgabe angesehen werden kann: 

C) Gegeben sind zwischen der unabhängigen Varia- 
bein X und den n unbekannten Functionen ^i, J/a, ■ ■ ■ J/« »» 
Differentialgleichungen 1. 0.: 

g>i ^ 0, qog ^ 0, ■ ■ ■ q^ffi = 0, (1 ^ m < n). 
Es handelt sich darum, diese Functionen so zu be- 
stimmen, dass, während den Functionen J/^, ■ ■ - */« für zwei 
gegebene Werthe a:^ und x^ von x gegebene Werthe vor- 
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geschrieben sind, die Function y^ für x ^ x^ einen ge- 
gebenen Wertii erhalte und für a; = ai^ ein Maximum oder 
Minimum werde. 

Hier ist es offenbar unmöglich, der Function j/, auch für x^x^ 
einen testen Wertb vorzuschreiben. Das Problem C lä&st sich also 
nicht dem Probleme A, B unterordnen, obgleich es, sobald man 
von den beiderseitigen Grenzbedingungen absieht, demjenigen be- 
sonderen Falle des Problems A entspricht, in welchem sich die 
Function f auf den Differentialquotienten y^' reducirt. Umgekehrt 
dagegen sieht man sofort, dass das Problem A, B nur ein speeieller 
Fall des Problems C ist 

Es ist daher nicht, wie ich früher glaubte, das Problem A, B, 
sondern das Problem C als das allgemeinste Problem der Variations- 
rechnung bei einer unabhängigen Variabein zu betrachten. Für 
dies allgemeinste Problem, von dem bisher wohl nur die erste 
Variation näher untersucht worden ist, auch die Kriterien des 
Maximums und Minimums aufzustellen und damit meiue früheren 
Arbeiten zu ergänzen, ist der Zweck des angezeigten Aufsatzes. 

Leipzig. A. Mayer. 



Ch, A. Vogler; Anleitung zum Entwerfen graphischer Tafeln 
und zu deren Gebrauch beim Sehne llreclinen sowie beim 
Schnellciuotiren mit Aneroid und Taohymeter, für In- 
genieure, Topographen und Alpenfreunde. Mit 6 Licht- 
druoktiifeln und vielen in den Text eingedruckten Holzschnitten. 
Berlin 1877, Emat & Korn,, 
Numerische Tafeln mit doppeltem Flingange sind weniger über- 
sichtlich und weniger leicht zu interpoliren als graphische. Diese 
verdienen daher fiberall den Vorzug, wo kleine Correetionsglieder 
s, welche man nur auf drei Stellen genau zu kennen braucht, aus 
zwei. Argumenten x und y zu berechnen sind. Die Gleichung 
Z ^ f{x,y) stellt, für s ^ Constaute, über rechtwinkeligen Ooordi- 
naten eine bestimmte Ourve (Isoplethe) dar, und wenn man dem 
z Werfche beilegt, welche von Stufe zu Stufe wachsen, eine Iso- 
plethenschaar. Wird das Coordinatennetz mit geeigneter Masehen- 
weite wirklich ausgezogen und werden die Isoplethen mit den zu- 
gehörigen Werthen von S beschrieben, so kann an jedem Coordi- 
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nateii schnitte [x, y) der entsprechende Werth g = f(x, y) unmittelbar 
oder durch Interpolation abgelesen werden. 

Die Gonstruction der Isoplethentafel ist am leichtesten und 
genauesten ausführbar, wenn die Isoplethen Gerade oder Kreise 
sind.' Ist aber F(ti, v,w) = für iv = Constante die Gleichung 
einer anderen Curve, so kann dennoch in einer ganzen Reihe von 
Fällen durch die Substitution von Werthen u, v, w aus 

eine lineare Gleichling 5 =f /'(«, y) gebildet werden. Indem man s 
alle Werthe beilegt, welche es bei stufenweise wachsendem w er- 
hält, entsteht wieder eine geradlinige Isoplethenschaar mit den 
laufenden Coordinaten x und y. Das Coordi Datennetz wird jetzt 
aber nicht mehr mit gleich massigen Maschen entworfen, sondern 
durch Punkte gezogen, welche auf der Abaciasen- und Ordinaten- 
achse vermöge x^<p{ii} und j/ = i^(ü) für stufenweise wachsende 
u und V festgelegt und nach u und v beziifert werden. Die Ab- 
lesung der Isoplethen an den Coordinaten schnitten gibt tf) aus den 
Argumenten tt und v. 

Dieses „Ausstrecken der Isoplethen" lässt sich nicht auf alle 
Functionen von zwei unabhängig Variabein, namentlich nicht auf 
diejenigen ausdehnen, deren mathematiacher Bau unbekannt ist 
Falls aber s ^ f(x, y) eine lineare Gleichung, so kann das Coordi- 
natennetz doch für die Punktreihen auf den Coordinatenachsen: 

x = (p(u), y = il){v) 
ausgezogen werden, wenn auch die Beziehungen des x zu ii und des 
j/ zu w nur durch Beobachtung ohne Kennfcniss ihrer mathematischen 
Form festgestellt wären. 

In allen Fällen wird die Brauchbarkeit von Isoplethen tafeln 
dadurch wesentlich gefördert, dass man sie in grossem Massstabe 
entwirft und photographisch verkleinert, Die 6 Tafeln, welche 
meiner Schrift beigegeben sind und nebst Gebrauchsanweisung auch 
abgesondert bezogen werden können, wurden auf solche Weise her- 
gestellt und durch Lichtdruck vervielfältigt. Es findet sich darunter 
auch eine Tafel für blos ein Argument, welche in bekannter Weise 
aus zwei nebeneinander hinlaufenden Scalen besteht und bei be- 
deutendem Zahlenumfange nur geringen Raum einnimmt. 

Das Buch zerfällt in drei Abschnitte. Im ersten werden die 
Fälle betrachtet, in welchen i^(M,«,Z[') = durch eine geradlinige Iso- 
plethentafel darstellbar ist; sodann wird ein Vergleich gezogen zwischen 
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den Diagrammen nii<J den gebräuchlichsten Werkzeugen der mecha- 
nischen Rechnung, dem Gunter'schen logarithmischen Rechenschieber 
und der Thomas'schen R«ehenmasehine ; endlich die Genauigkeit 
untersucht, deren Ipsolethentafeln und Rechenschieber fähig sind. 
Die eingestreuten Beispiele graphischer Tafeln sind meist im Hin- 
blick auf den Inhalt des zweiten und dritten Abschnittes gewählt. 
Eine Ausnahme macht, ihres Interesses wegen und weil sie als 
Muster zu ähnlichen dient, unter andern die logarithmische Rechen- 
tafel Laianne's, des mehrfach preisgekrönten ersten Erfinders der 
Methode, Isoplethensehaaren auszustrecken. Obwohl sein Urheber- 
recht in der Vorrede meines Buches, der historischen Uebersicht 
und an mehreren andern hervorragenden Stellen deutlieh gewahrt 
ist, hat Laianne doch gegenüber der vorerwähnten Sonderausgabe 
meiner 6 Tafeln eine Prioritätsklage erhoben (Comptes rendus, 26. Nov. 
1877) und auch, nachdem er mein Buch kennen gelernt hatte, 
theiiweiae aufrecht erhalten in einer Schrift, welche für das Publicum 
der Pariser Weltausstellung bestimmt ist. (Methodes graphiques etc. 
par M. Leon Laianne, extrait des notiees relatives aux travaux des 
ponts et chaussees, publiees a l'oecasion de l'exposition de- 1878.) 
Dieser neue Angriff beruht nothwendig, wie der erste, auf Miss- 
verständnis, wie einige gewaltsam verknöpfte und sinnwidrig über- 
setzte Citate aas meinem Buche hinreichend beweisen. Wenn so- 
dann Herr Laianne behauptet, dasa in meinem Buche nichts Wesent^ 
liebes enthalten sei, was man nicht auch in seinen preisgekrönten 
Schriften finde, so vertraue ich vielmehr darauf, dass auch schon 
bei oberflächlichem, aber unbefangenem Vergleiche der Unterschied 
in die Augen springe, welcher in der Anlage der beiderseitigen 
Schriften besteht. Es handelte sich bei mir nicht um Aufzählung 
einer möglichst grossen Anzahl mathematischer Formeln, welche 
durch Isopletbehtafeln dargestellt werden konneu, sondern um die 
Verwerthung solcher Tafeln in der Messkunde und um den Nach- 
weis, dass ihre Genauigkeit in sehr vielen Fällen ausreicht, um 
numerische Reductiona tafeln zu ersetzen, deren man sich beim 
Beobachten unatisgesetzt bedienen muss. Während daher Laianne 
eingehende Genauigkeitsbetrachtungen unterlassen konnte, widmet 
solchen schon der erste Abschnitt meines Buches ein ganzes Kapitel. 
Ebensowenig wie dieses ist der Stoff meiner beiden letzten Äb- 
schnitte von Laianne schon bearbeitet worden. 

Der zweite Abschnitt nämlich behandelt die Theorie und Praxis 
barometrischer Höhenmessung mit Aneroiden unter Anwendung von 
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Diagrammen an Stelle numerischer Tafeln; der dritt« Abschnitt 
beschäftigt sich mit der tachymetrischen Messung, hei ■welcher 
Isoplethentafeln ebenfalls vortheilhafte Verwendung finden können. 
Unter den barometrischen Tafeln möchte sich besonders diejenige 
der Seehöhen (II) in Verbindung mit III, welche die zugehörige 
Temperatur cor reetion liefert, zum Gebrauche eignen. 

Aachen. Oh. Ä. Vogler. 



Zur Olaseifleation der Flächen dritter Ordnung. Von Oarl 
E o d enb erg in Plauen im Vogtlande. {Mafchematiecho 
Annalen Bd. 14, pag. 4(5 iL) 

Die vorliegende Arbeit behandelt die Frage nach den ver- 
schiedenen Arten von Flächen dritter Ordnung, welche einem und 
demselben Pentaeder angehören. Es werden mit Herrn Klein') zu 
einer Art alle Flächen gerechnet, welche sich durch continuirliche 
Aenderung der Constanten in einander überführen lassen, ohne 
hierbei einen neuen oder höheren singuiären Punkt, als ihn die 
Fläche etwa schon besitzt, nothwendig zu machen, wozu als weitere 
Bedingung nun noch die Erhaltung des Pentaederjs kommt. 

Kleins Artbegriff stimmt für Flächen ohne Singularitäten voll- 
ständig mit dem Schläfli'schen^), welcher an die Realität der geraden 
Linien und Dreiecksebenen anlehnt, überein. Diese U eberein Stimmung 
ist wesentlich darin begründet, dass für dieselbe Anzahl reeller 
Linien und Ebenen der Zusammenhang der Fläche immer derselbe 
ist. Eben desswegen gelingt auch die Ableitung dieser Arten aus 
der Fläche mit vier Knoten so einfach mit Hülfe zweier als „Ver- 
binden" und „Trennen" bezeichneter Prozesse, welche die beiden 
möglichen Auflösungen eines Knotens vollziehen. Der Zusammen- 
hang gewährt jedoch kein ausreichendes Kriterium mehr, sobald 
einige Knoten erhalten bleiben, da die Aenderung eines oder mehrerer 
derselben durch die biplanare Form, welche für den Zusammenhang 
ohne Einfluss ist, zu einer neuen Art führen kann. Hr. Klein 
nimmt an, dass dieses stets der Fall sei, ich zeige, dass nur 
dann eine von der frühern verschiedene Art erhalten wird, wenn 



') TJeter Plächen dritter Ordnung. Math. Ann. Bd. VI, pag. 651 ff. 
^ Od the Diatribution of Surfaces of the third order etc. Pbilos. Transaet. 
186S, pag. 207 ff. 
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der Zusammenhang nicht grösaer als zu dem bezeichneten Vorgänge 
unbedingt nothwendig ist und eine ungerade Anzahl von Knoten 
von ihm betroffen wird. Bei Vornahme desselben muss von der 
Erhaltung des Pentaeders abgesehen werden, da dieses beim Auf- 
treten von biplanaren Knoten äusserst specieller Natur ist (s. unten). 
Im Uebrigen giebt die eingeführte Beschränkung nur bei den Flächen 
mit drei reellen Linien und sieben reellen Ebenen Veranlassung zur 
Bildung von zwei Unterarten. 

Das Pentaeder wird stets als gegeben angenommen und es knüpft 
dem gemäss die Untersuchung an die Gleichung 

^i + ^ + ^ + ^4 + ^5 ^^ 
an. Gerade diese Form gestattet eine ausserordentlich leichte Aus- 
führung des „Verbindens" und „Trennens". Die Bedingung für 
einen Knoten ist nämlich 

«, + «, + «,+ «, + «5 = 0, 

und diese lineare Form macht es möglich durch Abzahlungen 
zwischen den k die A.rt einer vorgelegten Fläche zu er- 
kennen. 

Unter den Flächen mit einem vollständig reellen Pentaeder 
finden sich alle Arten ohne Singularitäten oder mit reellen konischen 
Knoten, gepaart kommen solche mit imaginären Knoten jedoch nicht 
vor. und von letzteren giebt es höchstens zwei. Bei Pentaedern mit 
zwei conjugirt imaginären Ebenen fehlen, wie bekannt, die Flächen mit 
27 reellen Geraden, Sind endlich zwei Paare solcher Ebenen vor- 
handen, so fehlen ausser den genannten auch noch diejenigen mit 
3 reellen Linien und 15 reellen Dreieeksebenen und alle Flächen 
mit Knoten welche aus der mit vieren direct durch „Trennen" er- 
halten werden. Die Ableitung vorstehender Resultate bildet den 
Inhalt der §§ 1—6. 

In § 7 werden die getrennten Mannigfaltigkeiten aufgezählt, 
welche die verschiedenen Arten der Flächen eines Pentaeders con- 
stituiren und wird die Vertheilung der Knoten auf den Räum an- 
gegeben. Die isolirten Knoten erfüllen die 5 Räume, welche nur 
vier Ebenen zu ihrer Begrenzung erfordern, die nicht isolirten die 
Übrigen 10. Die weiteren Ahtheilungen werden durch Diagonal- 
ebenen des Pentaeders gebildet. Sofern mmdestens drei Pentaeder- 
ebenen reell sind, ist das Durchsetzen einer derselben mit einem 
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Knoten dessen Aendening durch die biplaiiare Form äquivalent 
(als Üebergangsfläche erhält man freilich eine dreifache Ebene), bei 
nur einer reellen Ebene ist ein Ueber schreiten derselben wirkungslos, 
da keine ihrer Seiten vor der andern ausgezeichnet ist. 

Die bis jetzt benutzte Gleichungsform setzt ein eigentliches 
Pentaeder voraus. Für die verschiedenen Fälle der vereinigten Lage 
von zweien oder mehr Ebenen lassen sieb jedoch, mit Hülfe eines 
in § 8 mitgetheilten Verfahrens Gleichungen aufstellen, welche der 
allgemeinen entsprechen. Mit der Untersuchung dieser Gattungen 
von Flächen befassen sieh die §§ 9—15. 

Das Auftreten einer zweifachen oder dreifachen Ebene genügt 
noch nicht zur Hervorrufung einer Singularität auf der Fläche, nur 
dass im letzten Falle der Schnittpunkt mit den beiden übrigen 
Ebenen Kreuzungspunkt von drei Geraden der Fläche ist. Erst 
das zweimalige Zusammenfallen von zwei Ebenen bewirkt das Auf- 
treten eines biplanaren Punktes Bg. Seine Ebenen sind harmonisch 
zu den Doppelebenen. Die Vereinigung letzterer zur vierfachen — 
die dann nothwendig eine Ebene des Knotens ist — ist von keiner 
wesentlichen Aenderung der Fläche begleitet; jedoch kann durch 
eine Specialisimng der Constanten, welche die Pentaederebenen nicht 
alterirt, wohl aber die Ecken unbestimmt werden lässt, ein zweiter 
JBg erzeugt werden. Eine dreifache und eine Doppelebene führen 
einen B^ mit sich, die dreifache Ebene ist Tangentenebene läi^s 
der Äxe. Eine fünffache Ebene giebt einen B^ berührende Ebene 
des Knotens. Sind in diesem Falle die Ecken unbestimmt, so 
hat man einen B,;. Drei Bg, sowie die übrigen Singularitäten 
verlangen unbestimmte Pentaeder; aber es giebt andererseits Flächen 
von letzterer Eigenschaft, welche ohne Knoten sind, z. B. die- 
jenigen mit einer völlig unbestimmten Ebene. Wir finden diese 
Art«n (I 17) unter, den etwas allgemeinern, deren Pentaeder vier 
Ebenen duireh einen Punkt besitzt. Wie Ecbardt^) nachgewiesen 
hat, geht von der ausgezeichneten Ecke ein osculirender Kegel an 
die Fläche, dessen Berührungscurve in der fünften Ebene liegt. 
Ein Doppelpunkt dieser Curve ist ein B^ der Fläche (konische 
Knoten sind unmöglich), es bedingt jedoch nur die Fläche mit drei 
solchen Punkten ein Pentaeder dieser Art. 

Im Allgemeinen haben die vorliegenden Flächen drei reelle 
Gerade und 7 reelle Ebenen. 

') Uebet diejenigen Flächen dritter Ordnuiig, auf svolchen sich drei gerade 
Linien in einem Pnukte schneiden. Math. Ann. Bd. X, pag. 22T tf. 
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Ein besonderer Fall iritt ein, wenn die Äronliold'sclie Invariante 
der Berülimngacurve verschwindet. Dann sind nur vier Kuben zur 
Darstellung der Fläche erforderlich, und zwar lasst sich diese 
Reduction nur einmal ausführen (§ 18). Läast man mehrere Ebenen 
des, den Flüchen hiernach zugeordneten, Tetraeders sich vereinigen, 
so erhält man bei 

einer Doppelebene eine Fläche mit f/g 
einer dreifachen Ebene eine Fläche mit U^ 
zwei Doppelebenen eins Begelfläehe mit getrennten Directrixeu 
einervierfacheuEbeneeine „ „ vereinigten „ 

Die beiden Flächen mit ü^ sind nicht die allgemeinsten mit 
dieser Singularität, letztere bilden den Gegenstand des § 19, Man 
kann ihrer Gleichung auf unendlich viele Arten die Form 

^4K + i^s + «3)^+ J^ + J-° + ^=0 
geben, Drei nicht völlig bestimmte Pentaederebenen x^, a^, x^ gehen 
durch den Knoten, die beiden übrigen liegen vereinigt mit der 
Ebene desselben. Für 

«, + «. + «,-0 
erhält man die Uebergangsfläche mit f/, zwischen den beiden Arten, 
welche es hinsichtlich der Realität der Geraden noch giebt. 

Plauen. Carl ßodenberg. 

Bewegung von n Ma,ssenpunkteu auf einer geraden IiJuie, welche 

um ein festes, i& iiix beflndlicbes , attrahirendes Centmm 

dreKbar ist. (Inauguraldisaertatioa zur Erlangung der Doctorwürde 

bei der pHlosophischen Tacultät der Rheinisohen Friedrich- Wilholms- 

Universität zu Bonn, eingereicht und mit den beigefügten Thesen 

vertheidigt am 8. Angust 1878 von Albrecht Emmerich ans Zell.) 

n Masaenpunkte mj,mg, ■■■»»„ seien gezwungen, auf einet in 

einem PunMe festen geraden Linie zu verbleiben, in Bezug aut 

ihre gegenseitige Bewegung dagegen duiiJiaus ungehindeit, dei 

feste Punkt sei der Sitz einer späterhin zu determmii enden C'ential 

kraft. Die Arbeit setzt sich den Zweck, die Bewegung der geraden 

Linie um den festen Punkt und die Bewegung der einzelnen Massen 

punkte auf der Geraden zu bestimmen, selbstveistandliLh untci 

"Voraussetzung eines gegebenen Anfangszustandes 

Zur Ortsbestimmung wird ein zm Räume festes rechtwinkeliges 
Co ordinalen System mit dem Anfangspunkte gewählt Da die 
Bedingungsgleiehungen, denen die Massenpunkte unterworfen smd, 
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beim Uebergajige zu Ktigelcooriäinaten r^, &, <p (welche sich von ge- 
wöhühchen Polarcoordinaten nur insofern unterscheiden, als ri positiv 
oder negativ ist, jen^Kdem mt sieh auf der einen = positiven oder 
anderen = negativen Hälfte der G-eraden befindet) identisch erfüllt 
werden, so gelangt man ziu: Darstellung der Differentialgleichungen 
des Problems vermittels der genannten Coordinaten. Als allgemeine 
Integrale des Systems von der (2«-|-4)'*° Ordnung bieten sich 
neben dem der lebendigen Kraft die drei Flächensätze dar, welche 
den Nachweis zu liefern gestatten, dasa die ganze Bewegung in 
einer Ebene verläuft. Durch Einführung des Drehungs winkeis der 
Geraden oj und die Darstellung von * und (p durch to vermindert 
sich die Ordnung des Systems um 2 Einheiten. Das reducirte System 
erweist sich integrabel unter Voraussetzung einer direct proportional 
der Entfernung abstossenden oder anziehenden Centralkraft. An die 
Darstellung von 27; M; r^ knüpft sich eine Discussion, welche den 
nicht stabilen resp. stabilen Charakter der Bewegung ersehlieast, 
jenachdem die Kraft abstossend oder anziehend wirkt. Mit Hülfe 
des Flächensatzes erhält man sodann die Bestimmung des Drehungs- 
winkels oj — «[,; bei repulaiver Kraftwirkung beschreibt die Gerade 
höchstens einen stumpfen Winkel d. h. lim (cj — rao)((=tc)< w, im 
Falle der Attraction dagegen dreht sie sieh unaufhörlich um das 
feste Centrum herum. Die Differentialgleichung II, Ordnung für r,- 
ist homogen in r; und »'/' und wird auf eine von der ersten Ord- 
nung zurückgeführt; von letzterer werden zwei partieuläre Integrale 
aufgesucht, aus denen sich deren allgemeines Integral linear zu- 
sammensetzt. Die endgültige Darstellung von r; findet mittels 
trigonometrischer Functionen eines Winkels statt, der sich von oj — (Oo 
um einen cons tauten Factor unterscheidet — Die Bahnen der 
Massenpunkte erweisen sich im Allgemeinen als transcendente und 
zwar sehr eomplicirte Curven; nur in einem speciellen Falle, der 
durch das Versehwinden einer Determinante bedingt ist und auch 
sonstiges Interesse gewahrt, hat öian es mit Hyperbelzweigen resp. 
Ellipsen zu thun. 

Die Modification, welche die Aufgabe erleidet, wenn in keine 
beschleunigende Kraft als wirkend vorausgesetzt wird, ist als eine 
Specialisirung anzusehen; dieses speciellere Problem, welches von 
der Universität Bonn für das nun verflossene Studienjahr 1877/78 
als Preisaufgabe aua gesehrieben war, gab den Änstoss zu der im 
Vorstehenden besprochenen Verallgemeinerung. 

Trier, den 21. Aug. 1878, Dr. A. Emmerich, 
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Dr. Oscar Kessler: Kaustische Linien in kinematischer Be- 
handlung. (Zeitsckrift für Mathem. u. Physik. XXHL Jahrg. 1878.) 

Die Eigenschaften der kaustischen Linien sind bisher fast aus- 
schliesslich mit den Hilfsmitteln der analytischen Geometrie unter- 
sucht worden. Die in ziemKeh complicirten Formen auftretenden 
Gleichungen, welche hierbei als Grundlagen für die weiteren Ent- 
wicklungen dienen, lassen sich in den meisten Fällen nur sehr um- 
ständlich behandeln. Maimichf altige Rechnungs Operationen sind 
allein zur Bestimmung der ausgezeichneten Punkte erforderlich; es 
ist deshalb sehr schwer, auf dem bisher betretenen Wege eine klare 
Vorstellung über die Gestalten der Brennlinien zu gewinnen. In 
der oben genannten Abhandlung sind die Principien der kinematischen 
Geometrie zur Untersuchung der kaustischen Linien, und zwar zunächst 
nur der durch Beflexion entstandenen, benutzt worden. Durch die 
gewählte Methode gelingt es, die verschiedenen Formen dieser Curven, 
ohne Benutzung der Gleichungen derselben, vollkommen übersichtlich 
darzustellen. 

Als Grundlage für die Entwickelungen dient der schon früher 
bekannte und anderweitig ausgesprochene Satz: Die zu einem ge- 
gebenen strahlenden Punkte F gehörige kaustische Linie einer Curve 
ist die, Evolute derjenigen Roulette, welche ein Punkt P, beschreibt, 
der mit einer zweiton, der gegebenen congruenten Curve in sym- 
metrischer Lage zu dem strahlenden Punkte F fest verbunden ist, 
während diese zweite auf der gegebenen so abrollt, dass sich beide 
Curven stets in entsprechenden Punkten berühren. Mit Hilfe der 
kinematischen Geometrie lassen sich die Eigenschaften der erzeugten 
Roulette und der Evolute derselben leicht aus denjenigen der rollenden 
und der festen Curve ableiten. 

Um die Anwendung der gewählten Methode zu zeigen, wurden 
zunächst die bekannten Eigenschaften der Brennlinien des Kreises 
für irgend eine Lage des strahlenden Punktes entwickelt. Hiemach 
folgt die Untersuchung der kaustischen Linien der Parabel; 
der strahlende Punkt F ist auf der Ase, in der Entfernung £ vom 
Scheitel der Parabel angenommen. Von den Resultaten der Ent- 
wickelungen mögen einige hier angeführt werden: 

Die einzelnen Punkte der Brennlinie findet man nach folgender 
Constructionsregel : Man zeichne im Einfalls punkte ^ der Parabel 
die Normale; dieselbe schneide die Leitlinie im Punkte 0; femer 
trage man die Strecke ^0 nach der entgegengesetzten Seite von ^ 
auf der Normale ab bis zu einem Punkte Oj, Durch den Schnitt- 
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punlit W der Verbindungslinie von P mit Oj und der in '^ auf 
P^ senkrecht errichteten Linie ziehe man zur Normale der Parabel 
eine Parallele, so schneidet diese den von ^ aus reflectirten Strahl 
in seinem Berührungspunkte mit der kaustischen Linie. 

Die Brennlinie der Parabel hat zwei, zur Axe symmetrisch 
liegende Asymptoten. Die Abseisse des Parabelpuuktes, aus welchem 
der von einem Punkte P der Axe einfallende Strahl als Asymptote 
der zu P gehörigen kaustischen Linie reflectirt wird, ist gleich 
einem Drittel des Abstandes des Punktos P vom Scheitel der Parabel. 
Die Lage des Schnittpunktes der beiden Asymptoten und der Winkel, 
den eine Asymptote mit der Parabelaxe bildet, sind in der Abhand- 
lung durch einfache Formeln bestimmt. Wenn der Abstand des 
strahlenden Punktes vom Scheitel der Parabel gleich dem 4^ fachen 
des Parameters ist, so fallen die beiden Asymptoten zu einer Geraden 
zusammen, welche auf der Axe senkrecht steht. 

Die kaustische Linie der Parabel hat drei Riicklcehrpunkte; die 
Tangenten in diesen Punkten sind diejenigen Strahlen, welche aus 
dem Scheitelpunkte der Parabel und andererseits aus den beiden 
Punkten derselben, welche mit dem strahlenden Punkte dieselbe 
Abscisse haben, reflectirt werden. Die Strecke zwischen dem Scheitel 
der Parabel und dem zugehörigen Krüramungsmittelpunkte wird 
durch den strahlenden Punkt und durch den ersten Eückkehrpunkt 
der Brennlinie harmonisch getheilt. Die beiden anderen Eückkehr- 
punkte findet man leicht durch folgende Consiruetion: Man errichte 
in dem strahlenden Punkte eine Senkrechte zur Axe, welche die 
Parabel in Q schneidet, im Punkte Q eine andere Senkrechte auf 
dem Radiusvector FQ bis zum Schnittpunkte H mit der Axe; 
verlängert man HQ über Q hinaus um die eigene Länge, so ist 
der Endpunkt / ein Eückkehrpunkt der Brennlinie und HI ist die 
zugehörige ßückkehrtangente. 

Die Abhandlung enthält nähere Bestimmungen der Curven, die 
Unterscheidung der objectiven und subjectiven Theile und die Recti- 
fication derselben; ferner eine durch Zeichnung erläuterte Uebersicht 
über die verschiedenen Gestalten, welche die kaustische Linie der 
Parabel allmählich annimmt, wenn der strahlende Punkt stetig fort- 
schreitend alle Punkte der Axe durchläuft. 

Hierauf folgt die Betrachtung der kaustischen Linien der 
Ellipse. Der strahlende Punkt liegt auf der grossen Axe in der 
Entfernung s vom Mittelpunkte. Die Brennlinie hat im Allgemeinen 
vier, in der Abhandlung nä.her bestimmte Asymptoten, von denen 
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je zwei symmetrisch zur grossen Axe liegen; ferner vier Rückkehr- 
punltte. Zwei dieser Punkte liegen auf der grossen Ase oder deren 
Verlängerung; die Strecken zwischen den Scheiteln der Ellipse und 
den zugehörigen Kriimmungsmittelp unkten werden durch den strah- 
lenden Punkt und durch je einen dieser beiden Riickkehrpunkte 
harmonisch getheilt. Die beiden anderen Bückkehrpunkte liegen 
symmetrisch zur grossen Axe; die Tangenten in diesen Punkten 
sind die reflectirten Strahlen, welche von den beiden Ellipsenpunkien 
ausgehen, deren Projectiou auf die grosse Axe der strahlende Punkt ist. 
Die Gestalt der Brennlinie ist abhängig von den Verhältnissen 
der Entfernung des strahlenden Punktes vom Mittelpunkte, s, und 
der linearen Excentricität c zur grossen Axe 2 a der Ellipse. Es 
lassen sieh folgende Fälle unterscheiden. 1) Wenn der Abstand z 
kleiner als — 1/2 c^ — a^ ist, so hat die kaustische Linie vier reelle 

Asymptoten; sie besteht aus zwei getrennten subjectiven und zwei 
ebenfalls getrennten objectiven Zweigen, welche je einen Bückkehr- 
punkt enthalten. 2) Ist g gleich —'l/2c^ — a^, so hat die Curve 

zwei Asymptoten, welche durch den Mittelpunkt der Ellipse gehen 
und diese in zwei Punkten schneiden, deren Verbindungslinie senk- 
recht zur grossen Axe steht und den strahlenden Punkt enthält. 
Zwei Rückkehrpunkte liegen in diesem Falle unendhch fern. 3) Ist 
, aber kleiner als -J'--, so ist die kausti- 
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sehe Linie eine geschlossene Curve mit vier Rückkehrpunkten und 
durchweg objectiv. 4) Ist ^ gleich " J" ■■ - , so hat die Brennlinie nur 
eine reelle Asymptote, welche mit der grossen Ajse zusammenfällt; 
der eine der beiden zur Axe gehörigen Rückkehrpunkte Hegt jetzt 
unendlich fem. 5) Ist s grosser als J~ und kleioer als a, so hat 
die Brennlinie wieder zwei reelle Asymptoten. Die Abhandlung 
enthält Untersuchungen und nähere Bestimmungen der verschiedenen 
Curven und die durch eine Zeichnung unterstützte Darstellung des 
Ueberganges der einzelnen Formen ineinander bei stetigem Fort- 
rücken des strahlenden Punktes in der grossen Axe. 

Görlitz. Dr. 0. Kessler. 
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Louis Huebner: Behandlung der Bewegung der Knoten der 
Planetenbahnen für drei Planeten durch Einführung 
elliptischer Functionen nebst Einleitung des allgemeinen 
Problems. (Inauguraldissertation Königsberg 1878.) 
Die vorgenannte Arbeit scWiesst sich an die Abhandlung von 
Lagrange: sur le mouvements des noueds des orbitea planetaires, 
memoires de Tacademie de Berlin, 1774. In dieser stützt sich 
liagrange auf die im 2*"° Bande seiner mecanique analjtique aus 
der allgemeinen Störnngs Function durch Vernachlässigung der höheren 
Potenzen der Exeentricität gefolgerte Annahme, dass, wenn ich die 
Ebene eines Planeten festhalte, sich die eines andern darauf bei 
gleichbleibender Neigung mit constanter Geschwindigkeit fortbewegt, 
und behandelt hiermit die Bewegung des Knotens zweier Planeten- 
bahnen vollständig durch trigonometrische Functionen. Sodann leitet 
er daa Problem für di'ei Planetenbahnen ein, stösst aber wegen 
seiner Unkenntniss der elliptischen Functionen sofort auf unüber- 
windliche Schwierigkeiten, und begnügt sieh daher mit einer praktisch 
sehr brauchbaren Näherungsrechnung, die in gleicher Weise auch 
auf n Planetenbahnen anwendbar ist, aber auf der von ihm nicht 
bewiesenen Voraussetzung der ewig fortdauernden Kleinheit der 
Neigungswinkel der Planetenbahnen zu einander basirt. Wenn 
Lagrange schliesslich aus den gewonnenen Formeln die stetige Klein- 
heit derselben folgert, so macht er einen Zirkelschluas. Ich habe 
nun das Problem zunächst für drei Planeten nochmals in folgender 
Weise angegriffen. Sind P, Q, B drei grösste Kugelkreise, ent- 
sprechend den Ebenen der Planetenbahnen, so sind dieselben be- 
stimmt durch ihre Neigungen |, »j, £ gegen einen festen Kreis und 
durch die Entfernungen ihrer Schnittpunkte mit diesem von einem 
festen Punkte auf ihm (x, y, s). Statt letzterer kann ich auch 
I', 71, ^, die Neigungen gegen einen zweiten mit ersterem einen 
rechten Winkel bildenden Kreis substituiren, woraus au folgern, 
dass durch Lösung von Differentialgleichungen, in welchen g, i), % 
allein vorkommen, auch das ganze Problem gelöst ist — In Nr, [ 
meiner Arbeit werden nun die 6 simultanen Differentialgleichungen 
für X, y, s, Si 'Ji t i° neuer Form aufgestellt, in Nr. 11 sodann 
aus denselben die von Lagrange unmittelbarer gefundenen folgenden 
Differentialgleichungen für a, ß, y, die Neigungen der drei Planeten- 
bahnen gegen einander, abgeleitet: 
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wo u = /(l — eos^K — cos^/3 — cos^y -^ 2 cos kcosjS ■ cos y), 
auf welche, wie ich eben da zeige, auch folgende Differential- 
gleichungen zuniekführbaT sind: 

In Nr, III gewinne ich durch umfangreiche Rechnungen aus 
den Gleichungen von Nr. I drei Differentialgleichungen für cos |, 
cos ij, cos £ von der Form: 

I) - 'v,a^ = Äj cos '^ ^ A^ cos ij -\- A^ cos £ , 

ehonso II) und III) fni- ij, g; worin die Coefflcienten A u. s. f. 
= j3 ■ eoa ß -f- 2 ■ cos ß -\- r ■ cos y -}- s, wenn p, q, r, s gegebene 
Constante sind. In Nr. IV entwickele ich zunächst eine Eeihe 
interessanter Relationen zwischen den Winkeln, welche 4 sich schnei- 
dende grösste Kugelkreise bilden, wie die Determinantengleichung: 
cos g cos fj cos § ; 
8 I 1 cos y cos ß 
cos ij cos y 1 cos a 
. £ cosjJ cosa 1 I 
nnd benutze diese dann zur Ableitung von linearen Differential- 
gleichungen erster Ordnung für cos §, cos ij, cos f von der Form: 

^1 - ä: cos I + A; cos , + A; cos 5, 

wo die A aber compiicirtere Ausdrücke in den Variabein cos «, 
cos ßf cos y sind. Letztere für mich nicht integrirbare Differential- 
gleichungen werden später nothwendig gebraucht zur Bestimmung 
der sechs willkührlichen Constanten der obigen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung durch den Anfangsznstand, da nur ^q, j^h, ^„ ge- 
geben sind, 

fd^\ (dn\ (dl \ 

\ dt J^> y dt J^' \ dt J^' 

also durch diese ausgedrückt werden müssen. 

In Nr. V werden in einfacher Weise bei den Differential- 
gleichungen für cos K, cos ß, cos y zwei dieser Variabein eliminirt 
und die Zeit als elliptisches Integral der dritten ausgedrückt. Die 
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eingehende Discussion des vorkommendeu Ausdrucks S**" Grades 

zeigt dann schon, dass das sphärische Dreieck, dessen Winkel «, ß, y 

sind, zwischen zwei Grenz zuständen periodisch hin- und herschwankt, 

bei welchen es in einen Punkt zusammengezogen erseheint. — Die 

Umformung und Umkehrung des Integrals führt dann auf die Lösung: 

cos K = cos ß + (cos ß — cos ß ) sin^am — 

K y— 26c(S— cos«,) , f j> «r 1 - 

wo -^ = — -^ und cos «1, coB ß^^, § die Wurzeln jener 

kubischen Gleichung sind. In Nr. VI werden dieselben Differential- 
gleichungen in symmetrischer Form behandelt, indem /«di = a;, 
wenn u ^ "^(1 — cos^ß — cos^^ — cos^y + ^cosBcos^cosy) als neue 
Variabele eingeführt wird und daran ausser Anderem ein vollständig 
exacter Beweis angeschlossen, dass, wenn die Neigungswinkel «, 
ß,y einmal kleine Grössen sind, sie es immer bleiben. — In Nr. VII 
zeigt sich, wie durch Lösung der eben erwähnten simultanen drei 
Differenz! algleichun gen auch folgende Differenz ialgleichung 3"*' Ord- 
nung mitgelöst ist: 

u ■ -TT^ ■ —n- • ^7ä- = '-'Onst. jr, 

dt^ dt dt' ' 

die nach einmaliger Integration auf die physikalisch wichtige 

Gleichung: 

führt, auf die dann weiter die Lösung der physikalisch gleichfalls 
verwendbaren und von Lame bereits verwandten Gleichung: 

-TTT = ** {^ + 3 ■ Sil^ ^°l (^^! ^) } 

zurückgeführt ist, — Nr. VIII führt den Nachweis, dass die oben 
erwähnte Determinanten gleichung ein partieuläres Integral der 
Differentialgleichung für g, ?;, t ist. — Nr. IX bringt endlich die 
Integration dei Diäerentialgleichung für |, jj, £. Es werden zu- 
nächst für cos ß, cos ß, cos y ihre vorhin gewonnenen Darstellungen 
als Functionen dei Zeit eingesetzt und dann sieht man sogleich, 
dass, wenn jene kubische Gleichung zwei gleiche Würzein hat, für 
cos 5, cos rj, cos £ hneare Differentialgleichungen 2*"' Ordnung mit 
Constanten Coefticienten folgen, welche bekanntlich exact trigono- 
metrisch lösbar sind. — Führe ich dann für sin^ am -jr die Iteihen- 
entwickelung nach Cosinus der Vielfachen ein, so zeigen sieh, wenn 

ich bereits die erste Potenz des hier sehr kleinen q = e vcr- 
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nachlässige, wieder Gleichungen der eben erwähnten Form für 
cos I, cos 1), cos i;. Von der beliannten Lösung solcher Differential- 
gleieliungen aus kann ich dann bei Berücksichtigung höherer Po- 
tenzen von g durch die Methode der Variation der Constanten schnell 
zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit fortschreiten. — Nr. X 
zeigt noch, wie weit es mir bisher gelungen, bei n Planeten analoge 
Differentialgleichungen aufzustellen, Integrationsversuche dürften 
schon bei 4 Planeten auf unüberwindliche Schwierigkeiten stosscn. 
Königsberg. Louis Huebner. 



A. Pavaro; Notiaie storieo-oriticlie Bulla eostruzione delle ecLua- 

zioni. {Memorie deUa E. Accademia tU Scienze, Letteve cd Arti di 

Modena. Tomo XTIII.) Modena, 1878. 

L'applicazione dei metodi eostruttivi o grafiei ai calcoli d'indole 

piü elevata va facendo progressi continui, e, particolarmente in 

queati ultimi tempi si vennero proponcndo d'ogni parte procedi- 

menti atti a rappresentare mediante costr'uzioni geonietriche le for- 

mule spesso le piü ardue dell' analisi. 

Facendo astrazione dal singulare favore in che sono oggidi gli 
sfcudi geometriei, e che in altra circostanza l'Autore ha eercato 
di mcttere in evidenza, vi sono due cause, le quaü giustificano 
appieno e razionalmente questa manifesta tendenza. La prima si 
e che . pr es so che sempre una eostruzione parla agii occhi un linguaggio 
assai piü chiaro che non una formula, per qaanto semplice; la se- 
conda, ehe, quando col sussidio di simboli e di cifre si b compiuta 
la ricerca d'ima soluzione matematica, ne rimangono traceie molto 
piü difficili a seguirsi che non quando la soluzione stessa venne 
trovata merce costruzioni, le quali dipendono le une dalle altre in 
un ordine iiecesaario di successione. Le formule analitiche coati- 
tuiscono indubbiamente mezzi potenti di investigazione: esse con- 
vengono in modo mirabile, allorquando si tratti di calcolace un ri- 
sultato con un determinato grado di esattezza, anzi questa esattezza 
poträ, in generale, apingersi per tat via quanto si voglia, ma le 
costruzioni geometriche, d'ordinario assai piü soUeeite, presentano 
un requisito ehe le formule non possiedono se non teorieamente, 
quelle ciofe della continuitä: i punti di una linea si succedono aenza 
interruzioni; i risultati numerici ealcolati col mezzo della formula 
che rappresenta la steesa linea, sono necessariamente discontiuui. 
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I procedimeiiti costrnttivi, e d'uopo riconoacerlo, non permet- 
tono di raggiimgere l'eeattezza, alla quäle si puö pervenire merce i 
calcoli numeriei, ma per« forniscono una approsaimazione piü ehe 
suffieiente per i bisogni della pratiea. 

Nel presente lavoro, pur prendendo principalinente di mira lo 
sviluppo storico della costruzione delle equazioni, l'Autore non traacurö 
diporre in evidenza quanto in tale indagine gli ai offerse di interessante 
eosi intorno all' uso dei metodi grafici in generale, come anehe in- 
torno a certe questioni di analisi geometrica che gli sembrarono 
pin o meno strettamente legate all' argomento che egli si era pro- 
posto di svolgere, 

Era dapprima intenzione dell' Äutore di eatendere le sue inda- 
gini a questo proposito dai tempi piü antichi fino ai nostri giorai. 
Gli sembrava infatti che, atteso lo straordinario favore in che sono 
venuti in questi ultimi tempi i meiodi eostnittiyij non fosse senza 
qualcbe intereaae il raecogliere sotto la forma modesta di iuventario 
quanto fiiiora ■ venne fatto — anche per eyitare, ciocehe troppo 
sovente aecade oggidi perfino a coloro che vanno per la maggiore, 
di ripetere, piü o meno scientemente, quanto venne giä fatto per lo 
pasaato e talvolta anche meglio che non si faccia oggidi. Senonehe 
preoccupazioiii diverse avendo impedito all' Autore di compiere il 
programma che s'era preatabilito, giudicÖ opportuno di pubblicare 
per intanto la prima parte del suo lavoro, che condotta aecondo 
l'ordine cronologieo, guinge flno a Vieta. 

Qneata prima parte venne dall' Autore divisa in quattro capitoH. 

Nel primo egli ei fa a studiare le prime traccio dei metodi 
costruttivi nella aritmetica pitagorica, neUe varie soluzioni grafiche 
e meccauiche dei due famosi problemi della dnplicazione del cubo 
e della trisezione dell' angolo, negli Elementi e nei Dati di Euclide, 
nei commentarii di Eutoeio al Traüato della sfera e del älindro di 
Arehimede, nell' uso che delle coniche fece Äpollonio, nelle regole 
immaginate da Pitagora e da Piatone per ottenere eistemi indeter- 
minati di triangoli rettangoli, i cui lati sieno espressi mediajite nu- 
meri interi ed in Diofanto. 

H aecondo eapitolo e particolarmente dedieato all' India ed ai 
materiali che per la coatruzione delle equazioni offrono in ispedal 
modo gli seritti di Brahmegupta e di Bhaacara. 

II terzo eapitolo mette in evidenza i materiali che per lo sviluppo 
storico deir argomento vengono otferti dagli ecritti dei matematici 
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arabi pervenuti fino a noi e con tauta erudizione e profonditä illu- 
strati dal Eosen e dal Woepcke. 

n quarto finalmente segne lo sviluppo dei mefcodi coatruttivi in 
Italia per opera di Leonardo Pisano, di frate Luca PacioK, di Tar- 
taglia, di CardaJio e di Giovanni Battista Benedetti. 

Onde raggiungere pertanto quel piü lato scopo ehe da prin- 
cipio l'Autore erasi prefisaato, aveva egli avufco cura di incominciare 
giä a raecogliere quel materiale, che era neceasario a proseguire il 
lavoro flno ai giorni nostri. Questa parte di materiale, ehe flnora 
era riuscito a raecogliere, pose egli sotto forma di appendice ed a 
tale aggiunta fu indotto nella luainga che delle indieazioni da lui 
formte possa giovarsi qualehe altro il quäle trovi Targomento ab- 
bastanza intereasante da meritare di spendervi le proprie fatiche. 
A proposito di questi materiali, l'Aiitore fa appello a quelli fra i 
auoi Colleghi di studio che vi getteranno gli occhi, affinche col 
segnalargli le eventuali lacune, vogliauo concorrere a faeilitargli il 
compimento della seconda parte del auo lavoro, quando egli poträ 
di nuoTO rivolgervi la aua attenzione. 

Nella disposizione di questi materiali, l'Autore serbö Tordine 
cronologico della pubblieazione, meno per quei casi nei quali queato 
foaae in notoria ed evidente oppoaizione coli' ordine cronologico 
della produzione, che in lavori d'tndole atorica non deve esaere 
trascurato. I brevi sehiarimenti aggiunti si propongono di porgere 
una idea sommaria del eontenuto dei singoli lavori, partieolarmente 
nel caso in cui il titolo dello scritto non lo dichiari abbastanza 
eaplicitamente: tutte le volte pertanto in cni gli fu poasibile, ai 
suoi personali apprezzamenti l'Autore sostitui o quelli dell' autore 
dello acritto o quelli di altri scrittori che in qualehe oecasione 
avevano esternato eventuaimente il loro parere intorno al valore od 
al contenuto degli scritfci citati. 



A. Favaro: Conaiderazioni intorno ad una statietica degli scien- 

ziati vissuti nei due Ultimi secoli. (Sivista Pci'iodioa della 

R. Äücademiadi ScienzB, Letteve cd Arti m Padova. Volume XX VIII.) 

Padova, 1878. 

Nel preaente acritto l'Autore si e proposto di analizzare le 

conclusioni alle quali pervenne il signor Älfonso de Candolie nella 

ben nota sua opera: Hütoire des Sdmces et des Savants äepuis deux 
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sieclßs, ehe realmente iion e se non liüa statistica illustrata dei pift 
valenti seien ziati che appartennero alle tre principali Accademie 
scientifiche, vale a dire all' Accademia delle Scienze di Parigi, alla 
Soeietä Reale di Londra ed alla Äccademia di Berlino. 



A. Favaro: Intorno alla pixblDlicazione fatta dal Dr. Carlo Ma- 
lagola di alouni doeumenti relativ! a Wiceolö Copernico e 
ad altri astronomi e matematiei dei Seeoli XV e XVI, 
(Biilletino di Bibliografia c di Stovia delle Scienze Matematiolie o 
Fisiche. Tomo SL) Roma, 1878, 

La pubbljcazione deila quäle qui si occupa l'Autore venne giä 
annimciata due or aono all' ineirca da questo medesimo periodico 
(Erster Band, 8. 185—186). .11 presente scritto fcuttavia non e un 
analisi dei volume pubblicato dal signor Malagola, ma bensi uno 
studio di tutto quanto nel detto volume si contiene di interessante 
per la Storia delle Matematiche, Quest' ultimo argomento per veritä 
non entra se non per incidenza nel volume in diseorso e vi ai lega 
soltanto perche, come tutto porta a credere, Niccolö Copernico tu 
scolaro di Antonio Urceo detto Codro, al quäle l'opera dei signor 
Malagola e precipuamente dedicata. 

Ed infatti i documenti i qnali interessano la Storia delle Mate- 
matiche abbondano nel volume medesimo: l'Autore della pubbli- 
cazione della quäle ai ö riferito il titolo li analizza tutti e ei giova 
di easi e di altre notizie raccolte in tale occasione per flssare alcuni 
punti ancora non bene definiti o per rettificare ateune inesattezze, 
nelle quali scrittori precedenti erano caduti. 

Padova. A. Favaro. 



L. Koenigaberger: XJeber die Beziehimg der eomplesen Multi- 
plieation der elliptischen Integrale zur Keduetion gewisser 
Klassen Abel'soher Integrale auf elliptische. (Tiorchai-dt's 
Journal für Mathematik,) 
Nachdem von denjenigen Mathematikern des vorigen Jahr- 
hunderts, welche, durch die Untersuchungen von Fagnano dazu 
veranlasst, sich mit dem Additions- und Multiplicationatlieorem der 
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elliptisclieti Integrale und gewisser Integrale von Functionen höherer 
Irrationalität beschäftigten, einzelne Integrale algebraischer Functionen 
aaf elliptische Integrale zurückgeführt worden, war Legendre der 
erste, welcher in seinem „ti'aite des fonctiona elliptiques" zwei 
Klassen solcher rcducirbaror Integrale aufstellte, nämlich: 



(a) J fiß, \^a, "+ ß.^ + a.,d' + a,^^) 



und 

(b) J f{^, t/«7+ fM +"«.^^ + %^' + «4^) d^- 

Die späteren Untersuchungen von Riemann und Clebsch 
hiben das Pioblem von einer anderen und allgemeineren Seite auf- 
gefa=!st, indem die algebraischen Gleichungen, welche den Äbel'- 
•ichen Integralen zu Grunde gelegt wurden, durch ihre Geschlechts- 
zihl p chaiaktensirt wurden, und als Abel'sche Integrale, welche 
luf elliptische reducirt werden können, solche bezeichnet wurden, 
für welche jj = 1 ist Davon verschieden ist jedoch die Frage 
nach den einzelnen Integralen, welche auf elliptische Integrale re- 
ducirbii "ein können, ohne dass die Geschlechtszahl fi = 1 zu sein 
braucht, und gerade diese Frage ist in der Integralrechnung von 
giossei Wichtigkeit und spielt in den Anwendungen eine wesent- 
liche Rolle 

Ueber eine von mir angestellte Untersuchung über die Re- 
duction hyp er elliptischer Integrale auf elliptische habe ich im zweiten 
Hefte dieses Bandes referirt und bei Gelegenheit dieser Untersuchung 
kam ich naturgemäss auf die Frage der ßeduction auf elliptische 
Integrale für die nächst höhere Gattung Abel'acher Integrale 

Jf(:, f^ ».)-. (ß ~ .,)■". rrr^j^ji^) ,„ , 

für welche mir nur der Fall der Legendre' sehen Integrale be- 
kannt war, und für diesen Fall ein von Roethig (Crelie's Journal 
B. 56) gefundenes, eigenthümliches Resultat, dass sieh die Integrale 
von der Form (a) auf elhptische Integrale zurückführen lassen, 
deren Modul ^ ¥2 + ]/3 ist, die Integrale von der Form (b) auf 
elliptische Integrale mit dem Modul yl". Dieses letztere Resultat 
von Roethig war die Veranlassung zu der Arbeit, über die ich 
jetzt kurz referiren will. 

Aus meinen früheren Arbeiten folgt der Satz, dass, wenn eine 
Gleichung von der Form 
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+J'f^ (^ , VVÄXJ) ^« + M + A log «1 + ■ ■ ■ + ^v 'Og Vr 

beatebt, worin 

ist, dann atwh mr Irrationalität yii(s) gehörige Integrale ersteh' 
Gattung exisUren, welche auf je ein mt den dli^Uschen Integralen der 
rechten Seite gehöriges Integral erster Gattimg redudrbar sind. 

Ea folgt sodann die Darstellung der Integrale erster Gattung, 
welche zu Y^B («) gehören, und es wird die allgemeine Frage darauf 
zurückgefiilirfc, diejenigen Fmida/mentdlvntegrdte erster Gattung zu 
cliarakterisiren, für welche 

J V W (Vü «)' <!' + J V. (2) CVJi iß))- Äo -/-|7=|-^ 

ist. 

Nachdem für die erste Klasse zu den bekannten Integralen noch 
die Beziehung 



liV^^T^'J V/.^ 



^(i" + («'-»)o) 
veru ^e i]pr Sul &tit t üli 

+ 21 +c _# 
1 nz fjff j,t workn wird der &atz bewiesen, 

da b dn 3Io M des ellipti hen Integrales, auf welches ein 

ibel sches Fa ida»^ talmi gral der obigen Art reducirTjar 

ist em Modvl der complexen Multiplication sein rmiss. 

Nach einer Darstellung des Abel aeben Satzes, dass der Multi- 

jlieator der eomplexen M Itiphcatiou von der Form A ~\- i YS sein 

muas wonn 4 uni B latomle /allen bedeuten, von denen die 

letztere wesentlich i ositiv ist wud gezeigt, dass gleiche Multiplica- 

toren nur dann zwei verschiedenen Moduln der complexen Multi- 

plication zugehÖren können, wenn die Moduln ineinander trans- 
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formirbar sind, und dass ferner die verschiedenen Multiplicatoren, 
welche demselben complexen Multiplicationamodul angehören, in 
ganzer linearer Beziehung von einander abhängen, also die Form 
haben 

(( = p -}- iQYR und «' = P' + iQ'YB. 

Aus diesen Sätzen wird durch einfache Schlüsse gefolgert, 
dass ein ÄbeVsches Fundamentalmtegral der Form 



Jt{4iVB(i))'di 



nur dann aufem elUptisehes Integral redueirbar seinicann, 
wenn n = 3, 3, 4, 6 ist. 
Diesen vier Fällen entsprechen die Gleichungen 
drj dy 

y^ ~" )/^(^ 

V'pi.v) V- ^ ^ / Vi'iy) 
dit „ ■ '^^ 

von denen die erste uns hier nicht intereasirf, während aus den 
beiden andern mit Hülfe der vorher entwickelten Sätze sieh das 
folgende Theorem ergiebt: 

W&nn ein Ähel'sckes Xntegral erster Gattung von der Form 



2 auf ein elliptisches . 
mn dies mir fv/r n = 
haben die elliptischen fr 
de 



worin « > 2 auf ein elliptisches Integral reditcirhar sein 
soU, so hmn dies mir fv/r n = 3, 4, 6 der Fall sein, 
und swar haben die elliptischen Integrale, auf tveldie s«cA 
die Integrale 



^y2-i-y'3 oder einen a/us diesem transforrmrten, während 
die eüiptisdwn Integrale, aufweiche die Äbel'schen Integrale 



J*{e)(VB{ß))'i, 



mrü(^fiikrhar sein können, den complexen MuUiplicatiims- 
mödul yf oder einen aus diesem trartsformiH&n besiteen. 
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Für den Fall der Reduction der Summe mehrerer Fundamental- 
integrale auf ein elliptisches Integral wird zuerst das Beispiel auf- 
gestellt 

2 / " dx 

1 /' ds /^ dg 

worin 

Ä = -^— , « + 2ÖS + (,■/ = — J.^ 

ist, und für die allgemein zu untersuchende Gleichung 

^.,(^) [ywßjY'd^ + ^j/) {v^(ß)y^d^ +■■■ + i^rjß) {VR(ß)y'ä^, 

wenn a^e " gesetzt wird, die Bedingung gegeben 





1 1 1 ■■• 1 


dy 








Vf{y:) 




(„) 


^ir, ^2r, ^2^, _ _ ^ 




— 0, 










um aus derselben Folgerungen i'ür 


df-n Modul der elliptischen In 


tegrale abzuleiten. 

Es wird gezeigt, dass, wenn 


P = n — \, die Bedingungs 


gleichung die Form annimmt 




d 
W 






v.-i 



und dass sich hieraus Eigenschaften der Moduln der elliptischen 
Integrale nicht ableiten lassen; ist jedoch r <ra — 1, so wird erst 
an einem Beispiele gezeigt, wie man wieder Folgerungen für den 
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Modul der Integrale ableiten kann, und sodann der Fall v = 2 ali- 
gemein untersucht, welcher der Gleichung 

„,.+.. j^ _ („-, + „-.) ^?iL_ _|_ i», . _ 

entapricM; für den Fall, dass r^ -\-r^ = ti, echliessfc man, dasa die 
einzig möglichen Fälle mit Anwendung unmittelbar verständlicher 
Abkürzungen 

(vm, vm), (Vm, cyiw)'), (t^w, (v^))'), 
(VW), (vm)') 

sind; für den Fall, dass »"i + »'s == Y' "ä" ' ^°^§^^ ^^^ einzig mög- 
Hehe Fälle 

[vwij. (vmf), ((vmy, (vmf), (vm, ivmr), 
{(ym7)fAvmr), {'ni),('vw)f), (cvmrA'Vwr), 

wofür die elliptischen Integrale die coraplexe Multiplication besitzen, 
und zwar mit den für je zwei aufeinanderfolgende gültigen resp. 
Multiplicatoren 

iyw, iyf, i 

und somit auf Integrale mit den Moduln 
reducirt werden kcinnen, wofür das Beispiel 

V^+iy^ {yx*(x+iy') -i/(i_r^^)(i_.jr.s) 

entwickelt wird. 

Ist nun «'■'+''> nicht reell, so ist die folgende Methode der 
Untersuchung anzuwenden, die zugleich für den allgemeinen Fall 
v < M — 1 ausgeführt ist; es wird gezeigt, dass aus der Gleichung 
(m) oder aus 

dy dy, d'u^_, dy., 

worin die A aus dem Potenzeu der m'™ Einheitswurzel « zusammen- 
gesetzt sind, mit Hülfe eines Ähel'schen Satzes die Gleichung folgt 

Ad -{- m^A^ -\'iyhA H h m,Ay = 0, 

worin S eine positive ganze Zahl, *w„, wenn es reell ist, ebenfalls 
eine ganze Zahl bedeutet, wenn es imaginär ist, die Form hat 
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worin Ao und (i^ ganze Zahlen vorstellen, von denen die letztere 
wesentlich positiv ist, und es fragt sich, ob aus dieser Gleichung 
weitere Folgerungen abgeleitet werden können. 
Für V •== 2 geht diese Gleichung in 

ÖKA+'-.— jHj (ft^-i 4- ß'-i.) + m^ = 

über, und es wird an diesem Falle der Gang der weiteren Unter- 
suchung skizzirt und gezeigt, in welcher Verbindung diese Fragen 
mit der Kreistheilung stehen. 

Wien. Leo Koenigaberger. 



L. Koenigsberger: Ueber die Erweiterung des Jaeobi'sohen 
Tr ansf ormationaprincip s . 

Bekanntlieh hat Jaeobi in seinen ersten Arbeiten über die 
Theorie der elliptischen Functionen nachgewiesen, dass, was auch 
p für eine positive ganze Zahl sein mag, stets eine Substitution 
von der Form 



ä _^ ^ lif)^. 



bestimmt werden könne, 



überfuhrt, und zwar wird der Beweis auf rein algebraischem Wege 
geführt durch Abzahlung der Constanten und Aufsuchung der für 
dieselben bestehenden Bedingungsgleichungen, Wie Richelot in 
der ersten seiner beiden ausgezeichneten Arbeiten über die Trans- 
formation der Abel'schen Functionen nachgewiesen hat, ist es un- 
möglich für Polynome von höherem Grade als dem vierten eine 
solche rationale Transformation eines hyperelliptischen Integrales 
erster Gattung in ein anderes zu einem Polynome gleichen Grades 
gehöriges derselben Gattung herzustellen, und es war wieder Jaeobi, 
welcher Richelot auf die Untersuchung irrationaler, durch qua- 
dratische Gleichungen definirter Substitutionen für die hjp erelliptischen 
Integrale erster Ordnung führte, welche das Analogen zur Landen'- 
schen Transformation der ei lip tischen Integrale bildeten. Diese 
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Untersuchungen wurden in keiner Weise weitergeführt, da die Me- 
thoden nur für jene speeielle Suhstitution anwendhar waren, bis 
Hermite im Jahre 1855 diese Frage von einer ganz andern Seite 
her beleuchtete, indem er sich die Aufgabe der Transformation 
der zu den hyperelliptischen Integralen erster Ordnung gehörigen 
fl'-Functionen stellte und die Fundamental s ätze dieser Theorie ent- 
wiclielto. Von dieser Arbeit Hermite's ausgehend habe ich selbst 
in einer Reihe früherer Arbeiten genauere Untersuchungen über die 
Transformation zweiten und dritten Grades angestellt und auch ge- 
zeigt, wie man von den Transformationsformeln der ^--Functionen 
aus KU den von Richelot auf rein algebraischem Wege ge- 
fundenen llesuitaten für eine Transformation zweiten Grades ge- 
langen kann. 

Dass jedoch die algebraische Behandlung des Transformations- 
problems oder die Erweiterung des von Jacobi für die Trans- 
formation der elliptischen Integrale angewandte» Principa bisher 
noch nicht versucht worden, liegt unzweifelhaft darin, dass man 
erst das Analogen zu dem von Abel für elliptische Integrale auf- 
gestellten Satze haben musste, welcher zeigte, dass jede algebraische 
Transformation eines elliptischen Integrales durch eine rationale er- 
setzt werden könne. Nun habe ich in der siebenten Vorlesung 
meiner „Theorie der hyperelliptiachen Integrale" nachgewiesen , tlass, 
wenn eine Beziehung von der Form besteht 

worin B (s) = (s - a,) {2 _ «^) . . . {^ _ «,^,_, , ) 

Ji,{0,) = (.,-Ä) (%-^.) ■ ■ ■ (ß\~ßu + ^ ) 
ist, daraus die Beziehung hervorgeht 



r.ar, _^ 


VM,{i',} 


yiuY^) 




rM,{r,> ^ 


n^r,) 


- vm 


ys,(r,> + 


Y^^dY^ 


y^-Uy^ 

'Ts7(y;) 


'-',"> •'' 




miß} 
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ganze Functionen dos p — V^ Grades, 

r, , r, , . . . 3'j, 
Lösungen der algebraischen Gleichung 

y + 1, (2) 7'-' + 1,{') y-' + ■ ■ ■ + iW - 

sind, deren Goefficienten rationale Functionen von s sind, und für 

welche 

VXPT). ViiXY^), ■ ■ ■ VM^P) 
sieh als rationale Functionen der zugehörigen F- Grossen und s 
ausdrücken lassen mnltiplicirt mit "|/ß(2); es wird auch weiter die 
TJmkehrung dieses Satzes bewiesen. 

Wird nun dieser Satz zu Grunde gelegt, so ist die Unter- 
suchung der Transformation der hyperelliptischen Integrale darauf 
zurückgeführt, in der Gleichung 

9, Wr' + 9, (»)!''-•+ ■■■ +9>,-i(^)I'+<f,«-0 
die unbestimmten Coefficienten der ganzen Functionen 

so zu bestimmen, dass der Quotient der Irrationalitäten 

auf der die Grösse Y als Function von s darstellenden Riemann'- 
Bchen Fläche eindeutig, also wie Y verzweigt ist, und somit nach 
einem bekannten Riemann'schen Satz;e als rationale Function von 
z und Y dargestellt werden kann. 

Die Untersuchung wird für gerade und ungerade p mit Hülfe 
der Reihen ent Wickelungen um die Verzweigungspunkte herum an- 
gestellt und durch Abzahlung der zur Verfugung stehenden Con- 
stanten und der durch das Problem gelieferten Bedingungen der 

dass das allgemeine Transformationsproblem in dem von 
Jacohi aufgestellten Sinne hei beliebig gewählten Losungen 
des Polynoms R{e) nur für die elliptischen Integrale und 
die hyperelUptisdien Integrale erster Ordnung möglich ist, 
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und durch den Gang der Untersnehung auch die Methode angegeben, 
ivie man für die hyperelliptischen Integrale erster Ordnung die 
Transformation auf rein algebraisch era Wege ausführen und somit 
ähnliche Unter suchnngen anstellen kann, wie sie von Jacobi für 
elliptische Integrale in der algebraischen Herleitung der Trans- 
formationsausdrücke nnd der Bildung der Modulargleichungen ge- 
geben worden. 

Wien. Leo Koenigstoerger. 
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J. Hoüel: Cours de calciü infinit^sttnal. (Tome premier. Pavi« 1876.) 

Ce Traite est en grande partie la reproduciion <Je mes Le^ons 
autographiees, qui ont ete publiees en 1871 et 1872, et tirees ä un 
petifc nombre d'exemplaires, Ce tirage, ayant ete prompteraent 
epuise, j'ai pense quune edition plus complete, mise au courant 
des nouveaux programmes de l'Enseignement superieur, pourrait 
rendre quelques Services aux aspiraoits ä la licence es Sciences ma- 
th^matiques, et j'ai preßte du bienveillant concours que M. Gauthier- 
Villars s'est empresse de m'aecorder pour cette publication. 

L'Ouvrage est divise en six Livres, pr^c^des d'une Introduction, 
dans laquelle j'espoae diverses notione preliminaires, utiles ou meme 
iiecoasaires pour la lecture de ee qui suit. 

Le premier des trois Chapiti'es qui composent cette Introduction 
eontient les principes generaux du Oalcul des Operations eonside- 
riies au point de vue le plus abstrait, independamment de leur 
iiature intrinseque et de celle des quantites qui leur sont soumises, 
et en ajant egard uuiquement ä leurs proprietes combhmtoircs. 
Ces notions, que l'yn peut d'ailleurs laisser de c6t^ dans une pre- 
niiere lecture de l'Ouvrage, m'ont paru indispensables pour le lec- 
teur qui veut se famiKariser avec les considerationa, d'un degre 
d'abstraction de plus en plus elev^, qu'exigent les progres de 1' Ana- 
lyse, ä mesure que l'objet de ses recherchee devient de plus en plus 
complique. 

La methode que j'ai adoptee est celle qu'a snivie Hankel dans 
ses Vorlesungen über complexe ZeMen. J'ai seulenieat remplace les 
notations de cet auteur par celles dont Grassmaun a fait «sage dans 
ses ouvragea, et qui ont l'avantage de se preter facilement ä la 
generalisation, parce qu'elles ne rappellent par leur forme aucune 
des notations usuelles, tont en permettant de conserver aux calculs 
La disposition a laquelle on est babitue. 

Ces notions sont eclaircies par l'applieation que j'en faia, dans 
le Chapitre suivant, ä la generalisation de l'idee de quaiitite, con- 
s quantites arühmetiques aux quantites 
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n^atwes et aux quantites imaginaires ou complexes. On est amene 
ä la consid^ration de ces quantites par la resolotion des Äquations 
du Premier et du second degre, lorsqu'on veut etendre ä tous les 
cas les proprietes reconnues dans lee cbs oü ces equations aont 
arithmetiqu erneut resolublea; on reeonnait ensuite que les mgmes 
symboles suffiseat pour la resolufcion generale des equations alge- 
briques de toua les degrös. Les Operations auxquellee ces symboles 
doivent etre soumis ne different en neu par leurs proprietes*) des 
Operations analogues relatives aux quantites arithmetiques, et l'ad- 
mission de ces symboles ne pouvant amener ä aucune consequence 
contradictoire, le calcul de ces quantites, considereea au point de 
vue purement abstrait, est assis d^s lora sur des basee certaines, 
et ne peut conduire qu'ä des resultats absolument vrais. 

Mais, si les exigencee de la Science pure se trouvent ainsi com- 
t satisfaites, il en. est tout autrement des besoins de Ijen- 
Pour se classer dana l'esprit des commen^ants, les idees 
abstraites ne peuvent guere se passer d'une representation par des 
Images physiques, sans laquelle il serait hien difficile d'en eom- 
prendre la signification et l'utilite. Jusqu'ä ee que Descartes eüt 
represente geometriquement les raeines negatives des equations, on 
les appela racmes fatisses. Jusqu'au jour oö les travaux d'Argand 
et de Gauss ont deeouvert la traduetion geometrique des quantites 
complexes, elies n'ont cessß d'Stre regardees comme des symboles 



L'objet du Chapitre II est d'etablir la possibilite de cetie re- 
presentation. Aprös avoir rappele la tbeorie connue des quantites 
negatives, je demontre que les Operations sur le signe representatif 
d'un point du plan ont des proprietes identiquea ä celles qu'il faut 
attribuer, en Algebre, aux Operations portant sur le aymbole 
a -{-'b y— 1. n en resulte que ce aymbole peut gtre pris comme 
representation d'un point du plan, et ainsi les calcula sur les ima- 
ginaires trouvent maintenant leur realisation geomötrique. Cette 
interpretation a pour effet de guider et de rassurer l'esprit peu 
familier encore avec le nwnde de l'abstraetion, et qui n'accepterait 
pas sans defiance l'usage que i'on ferait de symboles mysterieux et 
d'apparence contradictoire, pour servir de lien entre des notions 
reelles et palpables. 



*) Sauf en ce qui cöncerue Vunifonnite des Operations inverses de l'öläva- 
Q aux puissauces. 
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Le Chapitre IIT de rJütroducfcion avait ete redige ä une epoque 
oü la thcorie des determinants n'avait paa eiicore acquis droit de 
bourgeoiaie dans notre enseignement elementaire. J'ai cru devoir 
le conserver iei, pensant qu'il aerait commode pour le leeteur 
d'avoir sous la main uii resume succinct de toufces les propositions 
de cette theorie qui eeront iiivoquees <3ans la suite de ce Traite. 

Le premier Livre traite des principes du Calcul infinitesimal. 
Comme l'indique le titre meme de l'Ouvrage, j'ai renonce, suivant 
i'exeinple dejä donn^ dans d'exceUents Traitös, ä la diviaion de 
l'Änalyse superieure en Calcul differentiel et Calcul integral; cette 
diviaion ne in'a pas paru fondee sur le degre de difficulte de l'etude 
de ces deux branclies, dont le point de depart est le meme, et eile 
presentc Tinconvenient de priver du secours mutuel que se pretent 
des le debut les deux Operations, inverses l'une de l'autre, de la 
di£ferentiation et de rintßgration, Enfin l'etude simultanee dea 
Premiers elements des deux calculs permet ä Tetudiant d'arriver 
plus vite ä s'exereer aur lea applicationa les plus variees du calcul 
a la Geometrie ou a la Mecanique. 

En ee qui toucbe la methode d'exposition des principea du 
Calcul infinitesimalj il n'y avait pas, en realite, de ehoix ä faire; 
il n'existe qu'une seule metbode rigoureuse, de quelque forme 
qu'on la revfete et quelque nom qn'on lui donne, qu'on l'appelle 
methode des infiniment jKÜts ou mdthode des limites: c'est la metbode 
de Cauchy et de Dnbamel, que l'on peut exposer de bien des ma- 
nifei-ea differentes, en mettant plus ou moius en relief ]e principe 
sur lequel on s'appuie, en deguiaant plus ou moina le röle que 
l'on fait jouer aux infiniment petits, en confondant meme quelque- 
fois la timidite du langage avec la rigueur du raiaonnement.*) 

On doit ä Duhamel d'avoir, le premier, formule nettement le 
principe qui identifie ces methodes, si diverses qu'elles soient en 
apparence. Le but du Calcul infinitesimal est generalement la de- 
termination dea limites de rapporta ou de sommes de eertaines 
variablea auxiliaires, appelees qumtütes infiniment ^etiles, et le plus 
souvent ce but ne peut §tre atteint qu'en rempla^ant cea variables 
par d'autres quantitös susceptibles d'une expresaion plus aimple, et 
conduisant au mSme resultat final. Le principe de Duhamel, que 
l'on peut nommer le jwiwcjpe de stibsUttiUon des infiniment petits, 

*) Dans un des TraitÖB de Calcul diffirentiel lea plna jastement estimös; 
la dijferenUelU d'uoe fonctton n'est döfinie qa'au deriiier Chtipiti'e. 
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consiste en ce que, dans les deux cas cites, oii peut remplacer un 
infiniment petit par un autre infiniment petit dout le rapport au 
premier ait poiir limite l'unite. En ne perdant jamais de vue ce 
principe, on pourra se serrir en tonte securite du langage et de la 
notation des infiniment petits, qui a sur eelui de la methode dite 
des limites rimmense avantage de la concision et de la simplieite, 
et qui seul permet au geometre de se laisser guider, comme moyeii 
d'induction, par le sentiment de i'evidence tire de la consideration 
des grandeurs flniea. 

Mais, pour pouvoir appliquer ce principe, il faut etre en mesure 
de reconnaitre l'ordre de grandeur relative de deux infiniment petits, 
et de d^cider dans quels cas Yvca d'eux peut 6tre neglige, comme 
ötant une fraction infiniment petite de i'aufcre. Cette question de 
limite de rapport se ramene ä la recherche des derivees, par l'e- 
tude desquelles il est necessaire de commencer Tesposition de l'Äna- 
lyse des infiniment petits. Je rae suis efforce d'introduire dans 
cette etude toute la rigueur que l'on rencontre dans les recents 
travaux sur ce sujet, et en particulier dajis le Traite de M, J.-A. 
Serret. Je suis hautemeiit redevable, pour cette partie, aux pre- 
cieux conseils de MM. Darboux et H.-A. Schwarz. 

Les bases de 1' Analyse infinitesimale etant ainsi posecs, on peut 
alors introduire dans le calcul les aceroissements infiniment petits 
eux-m§mes ou les differenUelles , sans passer par la consideration 
etrangere des aceroissements finis, et sans etre oblige de substituer 
ä Ja notion si simple de t'aecroissemenfc infinitesimal des conceptions 
artificielles, ayant pour seul but de donner aux equations entre 
quantites infiniment petites (ou infiniment grandes) une exactitude 
abaolue, qu'ü n'est pas dans leur nature de presenter, et qui n'aurait 
aucune influence sur le resultat final. Ces artifices, qui pouvaient 
aToir leur raison d'etre ä une epoque oü l'on mettait encore en 
doute la legitimite de la methode infinitesimale, sont aujourd'hui 
devenus superflus. Ils ont meme Tinconvenient de ne pas concorder 
en apparence avec le langage des infiniment petits, employe de tout 
temps dans les applications pratiques, et qui preaente alors, aux 
yeux des commen^ants, l'aspect d'un simple procede d'approximation. 

Oes consid erat Jons m'out fait revenir ä la notation adoptee par 
Duhamel dans la premiere edition de son Cows d'Analyse. La 
differentielle d'une fonction y = f{x) est definie comme l'accrois- 
sement infiniment petit de cette fonction, correspondant ä Tac- 
croissement ijifiniment petit dx de la variable ind^pendante. Mais, 
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ai cefc aceroissemcnt doit figurer dans la reeherche d'ime limite de 
rapporfc ou de somme, on peut, sans ehanger le resultat cherche, 
alterer la quantite dy d'une fraction d'elle-meme iufiniment petite, 
et considerer en 
les accroissemeiits eux- 



eral les differentielles comme representant, soit 
meines des variables, soit des quantit^s quel- 
eonques differant de ces accroissements respectifs de fractions d'elles- 
memes iufiniment petites. II m'a donc semble superflu de designer 
ces quantites tour ä tour par deux caracteristiques differentes ^ et 
rf; cette double notation ne pouvant avoir pour effet que d'obacurcir 
dans l'esprit des commen^aiits la vraie notion de l'infiniment petit. 

Dans l'exposition des prineipes, j'ai fa.it uii continuel usage de 
la representation geometrique, qui donne aux raisonnemeiits abstraits 
une forme intuitive plus facile ä suivre. Maia il faudrait bien se 
garder de confondre cet usage des notations geom^triques avec une 
methode de demonstratiou qui serait fondee sur les prineipes propres 
:i la Geometrie pure. Dans nos raisouneraents analytiques, la conrbe 
qui represente une fonction n'existe qu'en vertu des proprietes de 
la relation aaalytique abatraite qui definit cette fonctiou, et c'est 
comme consequence de ces proprietes que l'on peut concevoir une 
auite de points auaai rapprochös que l'on voudra, et tels que la 
droite qiii Joint un de ces points ä uu point voisin tende vers une 
direction determinee, Les prineipes de la Geometrie pure nous 
fournissent seulement des conatruetions qui, jouissant des memea 
proprietes que les Operations abstraites, peuvent servir ä les re- 
preseiiter, et ä remplacer ainai l'emploi des formulea. 

Apres avoir defini les differentieltes dans les cas d'uue ou de 
plusieurs variablea independantes, j'etablis la notion des integrales 
tant definies qu' indefiuties. J'expoae ensuite les metliodes les plus 
simples de differentiation et d'integration, et j'en fais l'apptication 
aux diverses fonetions el^mentaires. 

Je developpe avec quelque etendue l'importante question du 
ealcul direct dea derivees d'ordre quelconque; puis je passe ä la 
representation de ces derivees au moyen des diff^rentielles des 
ordres correspondants. Je traite enauite du changement de va- 
riables dans les expressions differentielles, des proprietes les plus 
simples des determinanta fonctionnela , et du theorcme d'Euler sur 
les fonetions homogenes. 

Le Livre P"^, comme tous les suivants, est terniine par un 
recueil d'exercices faeilea sur les divers sujets qui y ont ete ex- 
poses. 
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Le Livre II est consacce aux applications analytiques du Calcul 
iofinitesimal. 

Le Premier Ohapitre traite du d^veloppemeut des fonctions eii 
series, et se termine par un eomplement aux eleraeiite de la theorie 
des quautites complexes, oü soiit definies les fonctions esponentiellua 
et circulaires de ces quaatites. 

Le Ohapitre 11 a pour objet les applications analytiqnes de la 
differentiation: Determination des vraies valeurs; maxima et mi- 
nima; decomposition des fonctions rationnelles en fractions Riraj)les. 

Le Ohapitre III contient le developpement et Vapplication des 
methodes d'integration indiquees dans le Livre P"; l'etude des cas 
singuliers des integrales definies; la differentiation et l'integration 
souB le signe /, avec l'emploi de ces Operations dans le calcnl des 
integrales definies speciales; le changement de variables dans les 
integrales multiples; les proprietes leg plus simples des integrales 
euleriennes, et la formule de Maclaurin pour le caleul approch^ des 
integrales definies. 

Les deux volnraes suivants contiendroat les quatre demiers 
Livres, qui traiteront successivemeut des applications de l'Änalyse 
infinitesimale ä la Geometrie, des ^quations differentielles ordinaires, 
des equations aux derivees partielles, des fonctions d'une variable 
complexe, et des elements de la tlieorie des fonctions elliptiques, Le 
tome II est sous presse, 

Bordeaux. J. Hoiiel. 



J. Wlllard G-ibbs: On the Eguilibrimn of Heterogeneous Sub- 
Btanees. (Transactions of thc Connecticut Academy of Arts and 
Sciences, vol. TU, pp. 108 — 248 and 343 — 524. 1876 — 1878.) 
It is an inferenee naturally suggested by the general increase 
of entropy which aecompanies the chaiiges occurring in any isolated 
material System that when the entropy of the system has reached 
a niaximum, the System will be in a State of equilibrium. Älthough 
thia principle has by no means escaped tJie attention of physicists, 
its importance does not appear to have been duly appreciated. Little 
has lieen done to develop the principle as a foundation for the ge- 
neral theory of thermodynamic equilibrium. 
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r} respectively, the criterion of equilibrium laay be expressed by 

either of the formulte 

(1) (äi).<o, 

(2) {«.),äO. 

Agaiii, if we assume that tiie temperature of the systera is 
imiforin, and denote its absolute temperatuve by (, and set 

(3) 7p = E~tri, 

tbe remaining conditions of equüibrium may be expressed by the 
formula 

(4) {8ij),>0, 

the suffixed letter, as in the preceding cases, indicating that the 
quantity which it representa is constant. This condition, in con- 
nection with that of uniform temperatiu'e, may be shown to be 
äquivalent fco (1) or (2). The difierence of fche values of ^ for two 
different statea of the system which have the same temperature re- 
presents the work which would be expended in bringing the system 
from one state to the other by a reversible proeess and without 
chauge of temperature. 

If the System is incapable of thermal ehangesj like the Sy- 
stems eonsidered in theoretical mechaiiics, we may regard the eu- 
tropy as having the constant value zero. Conditions (2) and (4) 
may then by written 

and are obviously identical in signiflcation, since in this case ip = s. 

Conditions (2) and (4), as criteria of equilibrium, may tbere- 

fore both be regarded as extensions of the criterion employed in 

ordinary atatics to the more general case of a therm odynamic sy- 
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stem. In fact, eaeli of the quantities — s and — ip (relating to a 
System without sensible motion) may by regardod as a kind of 
force-function for tbe System, ■ — the former as the force-function 
for constant mtropy {'}. e,, wlien only such statea of the system are 
considered as have the same entropy), and the latter as the force- 
ftmctiou for constant temperature (i. e,, when only such states of the 
System are considered as have the same uniform temperature). 

In the deduction of the parfciciilar condition of equilibrium for 
any System, the general formuia (4) has an evident advantage over 
(1) or (2) with respeet to the brevity of the processes of reduction, 
since the limitafcion of constant temperature appliea to every pari 
of the System taken separately, and diminishes by one the number 
of independent variations in the state of these parts which we have 
to consider. Moreover, the- transition from the Systems considered 
in ordinary mechanics to thermodynamic Systems is most naturally 
made by this formuia, since it has always been customary to apply 
the principles of theoretical mcchauica to real Systems on the sup- 
position (more or less distinctly conceived and expressed) that the 
temperature of the system remains constant, the meehanical pro- 
perties of a thermodynamic syafcem maintained at a constant tem- 
pei-ature being such as might be imagined to belong to a purely 
meehanical system, and admitting of representation by a force- 
function, as follows directly from the fundamental laws of thermo- 
dynamies. 

Notwithstanding these considerations, the author has preferred 
in general to use condition (2) as the criterion of equiiibrium, be- 
lieviiig that it would be useful to exhibit the conditions of equi- 
iibrium of thermodynamic Systems in eonnection with those quan- 
tities which are most simple and most general in their definitions, 
and which appear most important in the general theory of such 
Systems. The slightly different form in which the suhject would 
develop itself, if condition (4) had been chosen as a point of de- 
parture instead of (2), is occasionally indieated. 

EgmUbrium of niasses m contact. — The first problem to which 
the criterion is applied is the determination of the conditions of 
equiiibrium for different massea in contact, when uninfluenced by 
gravity, electricity, distortion of the solid masses, or capillary 
tensions. Tbe statement of the result is facilitated by the following 
deflnition. 

If to any homogeneous mass in a state of hydrostatic stress 
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we Slippose an infinitesimal quairtity of any substance co be added, 
the mass remainiag bomogeneous and its entropy and volume re- 
maining imcbanged, the increase of the energy of the mass divided 
by the quantity of the subatance added ig the potenUal for that 
subatance in the mass considered. 

In addition to equality of temperature and preasure in the 
masses in contact, it is necessary for equilibriuoi that the potential 
for every substaace which is an independently variable coinponent 
of any of the different masses shall have the aame value in all of 
whieh it is such a component, ao far as they are in contact with 
one anoiher. But if a substance, without being an actual com- 
ponent of a certain mass in the given state of the systera, is capable 
of being absorbed by it, it is sufficient if the yalue of the potential 
for that substance in that maas is not less than in any contiguous 
mass of which the substance is an actual eomponent. We may 
regard these conditions as sufficient for equiiibrium with respect to 
infinitesimal variations in the composition and thermodynamic state 
of the different masses in contact. There are certain other con- 
ditions which relate to the possible formation of masses entirely 
different in composition or state from any initially existing. These 
conditions are best regarded as deterraining the stability of the 
System, and will he mentioned under that head. ' 

Änything which restricts the free movement of the eompo- 
nent substanceSj or of the masses as such, may diminish the iium- 
ber of conditions which are necessary for eqnilibtimn. 

Equüibrüim of osniotic forees. — If we suppose two fluid masses 
to be separated by a diaphragm which is permeable to some of 
the eomponent substances and not to others, of the conditions 
of equUibrium which have just been mentioned, those will still 
subsiat which relate to temperature and the potentials for the 
substances to which the diaphragm is permeable, but those relating 
to the Potentials for the substances to which the diaphragm is im- 
permeable will no longer be necessary, Whether the preasure must 
be the same in the two fluids will depend upon the rigidity of 
the diaphragm. Even when the diaphragm is permeable to all the 
eomponents without restriction, equality of pressure in the two 
fluids is not always necessary for equiiibrium. 

Effect of gravity. ^ In a aystem subjeet to the action of 
gravity, the potential for each substance, instead of having a uni- 
form value throughout tJie system, so far as the subatance actualiy 
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oeeurs as an indopendeiitly variable component, will decrease uiii- 
formly with increasitig height, the difference of ifcs valuea at diffe- 
rent levels being equal to the difference of level multiplied by tlie 
force of gravitj. 

Fundammtal egittdiom. — Let s, ij, v, t and p denote respect- 
ively tiie energy, entropy, volume, (absolute) temperature , and 
pressure of a homogeneoue mass, whieh may be eitlier fluid or 
solid, provided that it is subject only to hydrostatic pressure s, 
and let m,, m^, . . . m„ denote the quantities of its independeiitly 
variable components, and (tj, (%, , , , ft, the potentials for these 
eomponents, It is easily shown that £ is a function of ij, v, m^, 
»%, ... Waj and that the eomplete value of de is giren by the 
cquation, 

(5) (?£ = tdfj — pdv -}- [i^dm^ 4* C'iäm^ ■ ■ ■ + {i;idm„. 

New if E is known in terms of ij, v, m^, . , , )k„, wo can obtain 
by differentiation (, p, ftj, . . . fi^ in t^rms of the same variables. 
This will make w -|- 3 independent known relations between the 
2n -\- 5 variables, e, jj, v, m,, »ij, . . . )M„, t, p, ft^, (I2, • ■ ■ (*«■ 
These are all that exist, for of these variables, n + 2 are evidently 
iadependent. Now upon these relations depend a very large elass 
of the properties of the Compound considered, — we may say in 
general, all its thermal, mechanical, and chemica! properties, so far 
aa acUve tendendes are concemed, in cases in whieh the form of 
the mass does not require consideration. Ä single equation from 
whieh all these relations may be deduced may be called a funda- 
mental equation. An equation between a, tj, v, m^, »%, . . . m„ is 
a fundamental equation. But there are other equations wliich pos- 
sess the same property. 

If we suppose the quantitj 1^ to . be deterniined for such a 
mass as we are considering by equation (3), we may obtain by 
differentiation and eomparison with (5) 

(6) dij) = — rjdt — pdv -\- fLidm^ -\- rn^dm^ + ■ ■ • + f^^f^Wa. 

Ifj then, p is known as a function of (, v, m,, ni^, . . . m^, we 
can find ij, p, fi^, ji^, ... ,«n in terms of the same variables. Tf 
we then Substitute for ii in our original equation its value taken 
fi-om equation (3) we shall have agaiu ra + 3 independent relations 
between the same 2n -{- 5 variables as before, 
Let 

(7) S=6-(7J+2)P, 
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then, by (5), 

(8) di = — tjdt + vdp + ix,dm, + i^idm^ . . . -|- n^dm„. 

If, then, g is knowB as a function of t, p, »%, tn^ . . . m,, 
wen can find rj, v, jt^, ftj, ... ;i„ in terms of the same variables. 
By eliminating §, we maj obtain again w -|- 3 independent rela- 
tions between tlie same 2w + 5 variables as at first.*) 

If we integrate (5), (6) and (8), aupposing the quantity of 
the Compound substance considered to vary from zero to any 
finite value, its nature and state remaining unchanged, we obtain. 

(9) B = t'Tj — pV -\- (tim-j + ^Mäg + ■ ■ ■ + ^nWi„ 

(10) 1^ == — j)B + ^jWi + fij*Ms, H h ^m„, 

(11) i = ftiJKi + ii^m^ H -j- (i„»J„ . 

If we differentiat« (9) in the most general manner, and com- 
pare the result witb (5), we obtain 

(12) — vdp -j- Tjdt + niidfij^ -\- m^dfi^ _]-..._]„ m„dii^ = 0, 
or 

(13) di>'^^dt-\-^dti.i + ^d(ii-\ 1-"'" <?ft, = 0. 

Hence, tliere is a relation between the n + 2 quantities t, p, 
(*ii ."sf ■■■ (*'ii which, if known, will enable us to find in terms 
of tbese quantities all the ratios of tbe Ji + 2 quantities rj, v, m^, 
JWg, ■ ■ ■ Mn. With (9), this will make w + 3 independent relations 
between the same 2w -(- 5 variables as at. first, 

Any equation, therefore, between the quantities 
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is a fundamental equation, an<l any such is entirely eqiiivalent to 
any otber. 

Coexistei t pkases — T on denng tl e diffe e t 1 omogeneous 
bod es wl ch can be to n ed u t f an'v et t p nt sub- 

sta e t convement to have a term wb 1 sl all refer olely 
to tl e comj o t on and thern odynan e täte ot ny a cl body 
th t garl to ta s ze or form fle w rd ^J*«^ haa leen 
cl osen t r th 5 pose S ch 1 od es a dfler n eom^o&to or 
atate a e alle ! d fterei t j 1 a es of the n att ons le ed all l odies 

hl d fle only n s ze ad form 1 e u^ regar le 1 a 1 fferent 

ex ple of the me f ! ase PI a e wl ch c n ex t togetl e the 

d V d ng s face be n^, j la n n an e i 1 br m vh ch does not 

lejeal jo jasve es stances to lange ae callel te t 

The nu 1 er of n lep ndent v at ons f wl h a sy tem of 

o atent pl ae s ajalle -|- 2 ^ wl ere r d not the 

nber f pha e a d m tl e uuml e of depe dently 1 cvble 

compouent n tl e wbole system Fo tl e svatem f j 1 a s ia 

ompietel> je he 1 !> tl e tempe at e tl e i a re an 1 the n 
potentiala, and between tlieae n -\- 2 quantitiea there are r indepen- 
dent relationa (one for each phase), which characterize the system 
of phases. 

When the number of pbaaea exceeda the number of compo- 
nenta by unity, the system is capable of a aingle Variation of 
phase. The pressure and all the potentiala may be regarded as 
i'ünctions of the temperature. The determination of these fime- 
tions depends upon the eliminatiou of the proper quantities from 
tlie fundamental equationa in p, t, fti, ji^, etc. for the seyeral 
members of the system. But without a kuowledge of these funda- 
mental equations, the valuea of the differential co-efficients such as 
—~- may be expressed in terms of the entropies and volumoa of 
the different bodies and the quantitiea of their several components. 
For thia end we have only to eliminate the difPerentiala of the po- 
tentials from the different equations of the form (12) relating to 
the different bodies. In the simplest caae, when there is but one 
component, we obtain the weüknown formula 

dp ^ n — v" _Q 

dt v —v" ~tin" —V} > 

in which v, v", tj', r(' , denote the volumes and entropies of a 
given quantity of fcho aubstance in the two phases, and § the 
heat which it abeorbs in passing from one phase to the other. 
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It la easily shown thit if the temperature ol two coesistent 
phi^iCs of two Lomponents 11 mamtamed conatant, the pressure is 
m f^euera! a maximum or minimuni wken the composition of the 
phases is identiual In hke mannei, if the pieisme of the phases 
15 mamtimed constint, the tpmperatui e i& m gcneril a masimum 
or nimiumm wheD the composition of the phases is identical. The 
seiies ol 'JlIIlultaTleo^^'! values of t and p foi which the composition 
of two cotsi^tent phases is identicJ separates thosp simultaneous 
values of t and p for which no eoexistenfc phases are possible from 
those for which there are two pairs of coexrstent phases. 

If the temperature of three coexistent phases of three compo- 
nents is maintained constant, the pressure is in general a maxi- 
mum or miniraum when the composition of one of the phases is 
such as can be produeed hy combining the other two. If the 
pressure is maintained constant, the temperature is in general a 
maximum or minimum when the same condition in regard to the 
composition of the phases is fnlfilled. 

StaMlity of fluids. — A criterion of the stahihty of a homoge- 
neous fluid, or of a system of coexistent fluid phases, is afforded 
by the expressim 

(14) 6 — (')j + p'v — (t/wsi — ^/«*s f*«»»" 

in which the values of the accented letters are to be determined 
by the phase or system of phases of which the stability is in 
question, and the values of the unaecented letters by any other 
phase of the same components, the possible formation of which 
is in queation. We may call the former constants, and the latter 
variables. Now if the value of the expression, thus determined, 
is always positive for any possible values of the variables, the 
phase or system of phases wiU be stähle with respect to the for- 
mation of any new phases of its components, But if the ex- 
pression is capable of a negative value, the phase or system is at 
least practically unstable. By this is meant that, although, strictly 
speaking, an infinitely small disturbanee or change may not he 
sufficieut to destroy the equilibrium, yet a very small change in 
the initial state will be sufficient to do so. The presenee of a 
small portion of matter in a phase for which the above expression 
has a negative value will in general he sufflcient to produce this 
result. In the case of a system of phases, it is of course supposed 
that their contiguity is such that the formation of the new phase 
does not involve any transportation of matter through fiuite distances. 
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rhe pieceJiüg Liitciiun aüoitis i uon^ eiiient j ojiit jf dcpirturL 
111 the discusaion ot the stability of li inLt,eiieous> flunK Ol the otl ei 
tormsi m whicli Üie ciitenou maj be e\pre&->edj the ioUoviiig is 
perhaps the most useful 

If t}ie ptessuie of a fluni ib gieatet than thaf of any otJier plune 
of lis tndepmdent variable components which hos the sametempeiatme 
and potmüaL, the flmd is stähle wüh le^pect to the fojmatton of any 
othet phase of thebe uymponents, iui %f itb pressure is not as grmt as 
fhai of bome such phobe, tf will be ptacticaUy wnstable 

'^talnhiy of ßvidb mfh tespecf to continutUb cliangob vf phase — 
In t,oii&ideiing tlie (,liaiij,es wliich may tike place m any mas'. we 
hive often to distingai'-h between infinite '.imal i-lianges in esisting 
phases, and the foiniation of entirely new phases Ä phase of d 
fluid maj be otible ivith respect to the tormei kmd ol change, and 
imsfcable with lespect to the latter In thia caee, it miy be cipable 
ot tontinued p\istence m virtne of piopertie=( which prevent the 
commencement ot diiscontinuoua changes But a phT-e which is un 
atable with lespect to Lontmuous changes is evidently mcapable ot 
permanent existence on a large scale except in consequence of 
passive resistances to chauge. To obtain the eonditions of stability 
with respect to continuous changes, we have only to limit the appli- 
eation of the variables in (14) to phases adjacent to the given 
phase. We obtain results of the following nature. 

The stability of any phaae with respect to continuous changes 
depends upon the same eonditions with respect to the second and 
h^her differential coeffleients of the density of energy regarded as 
a function of the density of entropy and the densities of the several 
components, which would make the density of energy a minimum, 
if the necessary eonditions with respect to the first differential 
coeffieienta were fulfllled. 

Again, it is necessary and sufficient for the stability with re- 
spect to continuous changes of all the phases within any given li- 
mits, that within those limits the same eonditions should be ful- 
fllled with respect to the second and higher differential coeffleients 
of the pressure regarded as a function of the temperature and the 
several potentials, which would make the pressure a minimum, if 
the neeeasary eonditions with respect to the first differential coeffi- 
eienta were fulfllled. 

The equation of the limits of stability with respect to conti- 
nuous changes may be written 
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= 0, 



(15) (T-) =0, orf^^ 

where y„ denotes tlie density of the component specified or m„-'.-v. 
It is in general imniaterial to what component the suffix „ is re- 
garded aa relating, 

Critkal phases. — The variations of two coexistent phases are 
sometimes limited by the vanishing of the difference between them. 
Phases at which this occura are called criUcal phases. A critieal phase, 
üke any other, is capable ot n-\-\ iadependent variations, n denoüug 
the number of independently vaiiable components. But when subjeet to 
the eondition of lemamuig a entical phase, it is capable of only n^l 
independent variations Theie aie therefore two independent equations 
which charaeterize ciitical phases. These iiia,y be written 

('«) {wj,, „._.-"■ (äirO,,,.,,. 

It will be observed that the first of these equations indent identical 
with the equafcion of the liniit of stability with respect to conti- 
nuous changes. In fact, stabile critieal phases are situated at that 
limit. They are also situated at the limit of stability with respect 
to disconfcinuoias changes. These limits are in general distinct, but 
toTieh each other at critieal phasea, 

Geomel/rical iÜustrations. — In an earlier paper,*) the author 
has described a method of repreeenting the thermodynamic proper- 
ties of substaneea of invariable eomposition by meana of surfaces. 
The volume, entropy, aad energy of a constant quantity of the 
substance are represented by rectangular coördinatea. This method 
corresponds to thö firat kind of fundamental equation deacribed 
above. Any other kind of fmidamental equation for a substance of 
invariable eomposition will suggest an analogous geometricai me- 
thod. In the present paper, the method in which the coordinates 
represent temperature, pressure, and the potential, is briefly consi- 
dered. But when the eomposition of the body in variable, the fun- 
damental equation caunot be completely represented by any surface 
or flnite number of surfaces. In the case of three components, if 
we regard the temperature and pressure as constant, as well as the 
total quantity of matter, the relations between ^, m^, m^, m^ may 
be represented hj a surface in which the distances of a point from 
the three sidea of a triangulär prism represent the quantities m^, 



*) Tranaactions of tlio Coiuiöcticut Academy, vol. ii, pait 2, 
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m^, m^, and tlie distance of tlie point from the base of the prism 
representa the quantitj £. In the case of two compoiients, analo- 
gous relations may be represented hy a plane curve. Such methods 
are especially useful for illustratiiig the combinationa and separa- 
tiona of the eomponents, and the changes in states of aggregation, 
which täte place when the substances are exposed in varying pro- 
portions to the temperature and pressure considered. 

Fundammtal equatiom of ideal gases and gas-mixtures. — From 
the physical properties which we attribute to ideal gases, it is easy 
to deduce their fundamental equations. The fundamental equation 
in B, 7j, V, and m for an ideal gas ie 

(1"?) e log '~^^"' = -^ — if + (« log ™ : 

that in ip, t, v, and m is 

(18) i} ^ Em -\- mtic — H — c\o'^t -\- alüg"^^:. 
that in p, t-, and fi is 

(19) jf)=:aß " t " e " , 

where e denotes the base of the Naperian System of logarithms, 
As for the other constanta, c denotea the specific heat of the gas 
at constant voiume, a denotes the constant value of pv -i- mt, E 
and H depend upon the zeros of energy and entropy. The two last 
equations may bo abbreTiated by the uae of different constanta. 
The properties of fundamental equations mentioned above may eaaiiy 
be veriiied in each caae by differentiation. 

The law of Dalton respecting a raixture of different gases aftbrds 
a point of deparfcure for the discusaion of auch mixtures and the 
eatablishment of their fundamental equations, It is found convenient 
to give the law the following form: 

The pressure in a mixture of different gases is egual to the swm 
of Üie pressures of the different gases as existmg each hy itself at the 
satne temperatwe and with the same value of its potmOal. 

A mixture of ideal gases which satisfies this law is called an 
iäe^ gas-mixture. Its fundamental equation in p, t, (i^, (i^, etc. is 
evidently of the form 

(20) i) = S\a^e "' t "' e "'' ), 

where ^^ denotes summation with respect to the different eompo- 
nents of the mixture. From this may be deduced other fundamental 
equations for ideal gaa-mixtures. That in ip, t, v, m„ m^, etc. is 
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(21) ^ = S (/-,,«, + mj(r^ -B,-c, iog f + a, 1. g^)) 

Phasi'i of dis'ijpnted ene>gi/ of läfoi ja'' mithoe'i — W hen thö 
prosimate component=i ot \ ga,'* mixtuie are 90 lelated that some of 
them can be toimed out ot othera üthough not ueces&anly in the 
gas-mistuie itself at the temperatures conaideied, there ate ceitain 
phases of the gas misture which deserve espeuil attention These 
are the phases of dissjpatn/ enexm i e, those pba^es in which the 
energy of the raasa has the leist value consistent with its eotiop^ 
and volume An atmosphfre ot such a phase could not furnish i 
souree of mechanical jower to -rny machme oi chtmical engme 
working withm it d,^ othei phases ot the sime mattei might do 
Nor can such phises be affected by any eatalytic agent Ä j)af<.ct 
catalyUe ageiif wouhl reducp any othei phase oi the gas mixt ire to 
a phase of dissipated eiiergy. The condition which will make the 
energy a miniiiium is tbat the potentiala for the proximate compo- 
nents shall satisfj an equation similar to that which expresses the 
relation between the uiiits of weight of these eomponents. For 
example, if the eomponents were hydrogen, oxygen, and water, aince 
one gram of hydrogen with eight grams of oxygen are chemically 
equivalent to nine grams of water, the potentials for these snb- 
stances in a phase of dissipated onergy muat aatisfy the relation 
ftff -j- Sfio =9fiH'. 
Gas-mixtures with convertibk eomponents. — The theory of the 
phases of dissipated energy of an ideal gas-mixture derives an espe- 
cial interest from its possible application to the case of those gas- 
mixturea in which the chemical compoaition and resolution of the 
eomponents can take place in the gas-niixture itself, and actually 
does take place, so that the quantitiea of the ' proximate eom- 
ponents are entirely determincd by the quantities of a a mall er 
number of ultimate eomponents, with the temperature and pressure. 
These may be caiied gas-mixhtres toiik eonverUble eomponents. If the 
general laws of ideal gas-mixtures apply in any such case, it may 
easily be shown that the phases of dissipated energy are the on!y 
phases which can exisfc. We can form a fundamental equation which 
shall relate solely to these phases, For this end, we first form the 
equation in p, t, fi^, fi^, etc. for the gas-misture, regarding its pro- 
ximate eomponents as not convertible. This equation will contain a 
Potential for every proximate component of the gas mixture, We 
then elirainate one (or more) of these potentials by means of the 
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relations which exist betweeii them in virtue of the convertibility 
of the components to which they relate, leaving the poteotials which 
relate to those suhstances which naturally express the nltimate 
compoBition of the gas-mixture. 

The vahdity of the results thus obtained depends upoii the 
applicability of the laws of ideal gas-mixtures to cases in which 
chemical action takes place. Some of these laws are generally re- 
garded as capable of such applieation, others are üot ao regarded. 
But it may be shown that in the very important case in which the 
components of a gas are convertihle at eertain temperatures, and 
not at others, the theory proposed may be established without othec 
assumptions than such as are generally admitted. 

It is, however, only by experiments upon gas-mixtures with 
convertihle components, that the validity of any theorie concerning 
thcm can be satisfactorily established. 

The vapor of the peroxide of nitrogen appears to be a raixture 
of two different vapors, of one of which the moleeulai- formula is 
double that of the other. If we suppose that the vapor conforms 
to the laws of an ideal gas-mixture in a state of dissipated energy, 
we may obtain an equation between the temperature, pressure, and 
density of the vapor, which exhihits a somewhat atriking agreeraent 
with the results of experiment, 

EquiUhrium of stressed soUds. — The second paper commenees 
with a diseussion of the conditions of internal and extemal equili- 
brium for solids in contact with fluids with regard to all possible 
states of strain of the solids. These conditions are deduced by 
analytical processes from the general condition of equilibrium (2). 
The condition of equilibrium which relates to the dissolving of the 
solid at a snrface where it nieets a fluid may be expressed by the 
equation 
(22) p.- '"';+'" , 

where s, jj, v, and m^ denotc respeetively the energy, entropy, vo- 
lume, and maas of the solid, if it is homogeneous in nature and atate 
of strain, — otherwise, of any small portion which may be treated 
aa thus homogeneous, — /ij the poteatial in the fluid for the sub- 
stance of which the solid consists , p the pressure in the fluid and 
therefore one of the principal pressures in the solid, and t the tem- 
perature. It will be obaerved that when the pressure in the solid 
is Isotropie, the second member of this equation will repreaent the 
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Potential in the solid for the substance of which Jt consists [see (9)], 
and the condition reduces to the equality of the potontial in the 
two masaeSj just as if it were a case of two fluids, But if the stresses 
in the sohd ai:e not isotropic, the value of the seeond niember of 
the equation is not entirely determined by the nature and atate of 
the solid, but has in general three different values (for tlie same 
salid at the same temperature, and in the same state of strain) 
eorresponding to the three principal pressures in the sohd. If a 
solid in the form of a right paralleiopiped ia subject to different 
pressurea on its three pairs of opposite sides bj fluids in which it 
is soluble, it is in general necessary for equilibrium that the com- 
position of the fluids shalt be different. 

The fundamental eguations which have been described above 
are limited, in their application to solids, to the case in whieh the 
stresses in the solid are isotropic. An example of a more general 
form of fundamental equation for a solid, is afforded by an epuation 
between the energy and entropy of a given quantity of the solid, 
and the quantities which expresa its state of strain, or by an equa- 
tion between ij) [see (3)] aa determined for a given quantity of the 
solid, the temperature, and the quantities which expressed the state 
of strain. 

Capülarity. — The Solution of the problems which precede may 
be regarded as a first approximation, in which the peeuliar state of 
thermodynamic equilibrium about the surfaces of discontinuity is 
negleeted. To take account of the condition of things at theae sur- 
faees, the following method is used. Let us suppose that two ho- 
mogeneous fluid masses are aeparated by a surface of discontinuity, 
i. e., by a very thin non-homogeneoos film. Now rae may imagine 
a state of things in which each of the homogcneous maases extends 
without Variation of the densitios of its several components, or of 
the densities of energy and entropy, quite up to a geometrical sur- 
face (to be ealled the dividing surface) at which the masses meet. 
We may suppose this aurfaee to be sensibly coincident with the 
physieal surface of discontinuity. Now if we compare the aetual 
atate of things with the supposed state, there will be in the forraer 
in the vieinity of the surface a certain (positive or negative) excesa 
of energy, of entropy, and of each of the component substances. 
These quantities are denoted by f , ?j , m^, m^, etc. and are treated 
as belonging to the surface. The ® is used simply as a distin- 
guishing mark, and must not be taken for an algebraic exponent. 
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It is shown that the conditioiis of equilibriom alreaily obtaincd 
relatiiig to the temperature and the potentials of the homogeiieo\;s 
masses, are not affected by the surfaces of discoiitinuity, and that 
the eomplete value of de''' ia given by the equation 

(23) .*£*= tötj^ + ads + ii.dml + (i^Sml + etc. 

in which s denotes the area of the surface considered, t the tem- 
perature, fi^, fig, etc. the Potentials for the varioua components in 
the adjacent masses, It raaj be, however, that some of the compo- 
nents are found only at the aurfaee of discontinuity, in which case 
the letter p with the suffix relating to such a substance denotes, 
as the equation ahows, the rate of increase of energy at the aur- 
faee per unit of the substance added, wben the entropy, the area 
of the surfaee, and the quantities of the other components are un- 
changed. The quantity ff we may regard as defined by the equation 
itself, or by the following, which is obtained by integration: 

(24) / '= tr/^ + öS + fii'Wi + (^a^a + ^**- 

There are terms relating to variations of the curvatures of the 
surfaee which might be added, but it is shown that we caa give 
the dividing surfaee such a position aa to make these terms vanish, 
and it is found convenient to regard its position aa thus determined, 
It is always seüsibly coincident with the physieal surfaee of dis- 
continuity. (Yet in treating of plane surfaces, this supposition in 
regard to the position of the dividing aurface is unnecessary, and 
it is sometimes convenient to suppose that its position is deter- 
mined by other eonsiderations.) 

With the aid of (23), the remaining condition of equiübrium 
for contigooua homogeneous masses is found, viz: 
(26) «(«. + 0,) -/ -p", 

where p, p" denote the preasurea in the two maasea, and c,, c^ the 
principal curvatures of the surfaee. Since this equation has the 
same form aa if a tenaion equal to 6 resided at the aurface, the 
quantity e ia calied (as ia usual) the superficial tension, and the 
dividing aurface in the particular position above mentioned is calied 
the surfaee of tensioji. 

By differentiation of (24) and comparison with (23), we obtain 
(26) dß = — ■Tj^dt — r^d(i, — r^dii^ — etc., 

wliere i;^, jT^, P^, etc., are written for , L, L, etc., and du- 
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not« the superficial densities of enfcropy and of tlie various sub- 
ataiices. We may regard e as a function of t, ji, , n^, etc., from 
which if iinown r/^, F^'; F^, etc. may be determined in terms of the 
same variables. An equation between ö, t, (i,, (i^, etc. may tbece- 
fore be called a ftmdamenial equaHon for the surface of discOnti- 
nuity. The same, may be said of an equation between c^, ij^, s, 
)»f , m^, etc. 

It is necessary for the stability of a surface of diecontinuity 
that its tension shall be as small as that of any other surface 
which can exist between the same homogeneous masses wiih the 
same temperature and potentials. Beside this condition, which 
relates to the nature of the surface of diacontinuity, there are other 
conditiona of stabihty, whieh relate to the possible motion of such 
aurfaces. One of these is that the tension aball be positive. The 
others are of a less simple nature, depending upon the extent and 
form of the surface of discontinuity, and in general upon the whole 
System of which it is a part. The most simple case of a System 
with a surface of discontinuity is that of two coexistent phases 
separated by a spherieal surface, the outer mass being of indefinite 
extent. When the interior mass and the surface of discontinuity are 
formed entirely of substances which are eomponents of the sur- 
vounding mass, the equilibrium is always unstable; in other eases, 
the equilibrium may be etable. Thua, the equilibrium of a drop of 
water in an atmosphere of vapor is unstable, but may be made 
stähle by the addition of a litÜe salt. The analytical conditions 
which determine the st-ability or iustabiüty of the syatem are easily 
found, when the temperature and potentials of the aystem are re- 
garded as known, as well as the fundamental equations for the 
interior mass and the surface of discontinuity. 

The study of surfaces of discontinuity throws considerable 
light upon the subject of the atability of such phases of fluids as 
have a less pressure thaii other phases of the aame eomponents 
with the aame temperature and potentials. Let the pressure of the 
phase of which the stability is in question be denoted by p , and 
that of the other phase of the same temperature and potentials by 
p'. A apherical masa of the second phase and of a radius deter- 
mined by the equation 
(27) 26=(f -p)r, 

would be in equilibrium with a surrounding mass of the firat phase. 
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This equilibrium, as we have jnst seen, is instable, wheii tLe 
surrouuding mass is indefinitely extended, A spherical mass a littlo 
larger would tend to iuerease indefinitely, The work required to 
form such a spherical mass, by a reversible process, in the interior 
of an infinite mass of the other phase, is given hy the equation 

(28) W^-as-ip'-p'jv". 

The term ös representa the work spent in forming the eurface, and 
the term ip"~ p)i>" ^^ work gained in forming the interior mass. 
The second of these quantities is always equal to two-thirds of the 
first. The value of W is therefore positive, and the phase is in 
strictness stable, the quantity W affording a kind of measure of its 
stahility. We may easily express the value of TF in a form which 
does not involve any geometrical magnitudes, viz: 

(29) W = 



3 (?"-/)' ' 

where p", p' and a may be regarded as functions of the tempe- 
rature and potentials. It will be seen tbat the stability, thus 
measnred, is infinite for an infinitesimal diflTerence of prcssures, 
but decreases very rapidly as the difference of pressures increaaes. 
These conclusions are all, however, practieally limited to the 
case in which the value of r, as determined by eqnation (27) is of 
sensible magnitude. 

With respect to the somewhat similar problem of the stabil- 
ity of the surfa«e of contact of two phases with respect to the 
formation of a uew phase, the foUowing resnlte ai'e obtaiiied, Let 
the phases (supposed to have the same teraperature and potentials) 
be denoted by A, JB and C; their pressures by pa, Pb and pc; and 
the tensions of the three possible surfaces ff^a, «Tbci ^J-c- If pc is 
less than 

«büPa + «ACPJ) 

"bo+'^ac ' 
there will be no teudency toward the formation of the iiew phase 
at the surface between A and S. K the temperature or potentials 
are now varied nntil pc is equal to the above expression, there are 
two cases to be distinguished, The tension ö^b will be either equal 
to 0AB + ffßc or less. (A gteater value could only relate to an un- 
stable and therefore unusual surface.) If Gajs ^ Oac + 6^c, a farther 
Variation of the temperature or potentials, making pc greater than 
the above expression, would cause the phase C to be formed at 
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the surfacG between Ä and B. But if ö^m < ff,i(; + ijjsc, the sur- 
face between zl aiid B would reinain stable, but with rapidly di- 
miiiishing atability, after pc tas passed the limit mentioned. 

The conditions of stability for a line where several snrfaces 
of discontinuity meet, with respect to the poasible formation of a 
new surface, are capable of a verj simple expression. If the sur- 
faees A-B, S-C, C-D D-A, separating the maaaes A, B, G, B, 
meet along a Tino, it is necessary for equiübrium that their tensions 
and directions at any point of the line should be such that a qua- 
drilateral a, ß, y, S may be formed with sides representiug in 
direetion and length the normals and tensions of the successive 
surfaces. For the stability of the syatem with referenee to the 
poesible formation of surfaces between A and C, or between B and 
B, it is farther necessary that the tensions <f^c and aso should be 
greater than the dia^onala ccy and ßd respectively. The conditions 
of stabiKty are entirely analogous in the case of a greater number 
of surfaces. For the conditions of atability relating to the for- 
mation of a new phase at a line in which three surfaces of dis- 
continuity meet, or at a point where four different phases meet, 
the reader is referred to the original paper. 

lAqtiid films. — When a fluid exists in the form of a very 
thin film between other fluids, the great inequality of is exten- 
aion in different directions will give rise to certain peculiar pro- 
perties, even when ita thicknesa is sufficient for its inferior to have 
the properties of matter in masa. The most important case is 
where the film is liquid and the contiguous fiuids are gaseous. If 
we imagine the film to be divided into elements of the same order 
of raagnitude as its thiclniesa, each element extendiiig throngh the 
film from side to aide, it is evident that far less time will in 
general be required for the attainment of approximate equilibrium 
between the different parts of any such element and the contiguous 
gases than for the attainment of equilibrium between all the diffe- 
rent Clements of the film. 

There will accordingly be a time, commencing shortly after 
the formation of the film, in which ita aeparate elements may be 
regarded as aatisfying the oonditiona of internal equilibrium, and 
of equilibrium with the contiguoua gaaea, while they may not sa- 
tisfy all the conditions of equilibrium with eaeh other. It is when 
the changes due to this want of complete equilibrium lake place 
so slowly that the film appears to be at rest, except so far as it 
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accommodates ittself to anj change in the externa! coEditions to 
wbieh it is subjeeted, that the char acter iatic properties of the film 
are moet striking and most sharply defined. It is from thia point 
of view that these bodies are discussed. They ajre regarded as 
satisfying a certain welldefined class of conditions of- equilibrium, 
but as not satiafjing at all certain other conditions which would 
be necessary for complete equiübrium, in conseqnence of whicb tliey 
are subject to gradual cbanges, which ultimately deterinine their 
rupture. 

The elasticity of a film (i. e., the increase of its tensiou when 
extendad), is easily accounted for. Tt follows from the general re- 
lations given above that, when a film has more than one com- 
ponent, those components which diminish the tension will be found 
in greater proportion on the surfaces. When the film is exiended, 
there will not be enougb of these substances to keep up the sanie 
volnme- and surface-densities as before, and the deficiency will 
cause a certain increase of tension. It does not follow that a 
thinner film has always a greater tension than a thicker formed of 
the same liquid. When the phases within the films as well as 
withont are the same, and the surfaces of the films are also the 
same, there will be no difference of tension. Nor will the tension 
of the same film be altered, if a part of the interior drains away 
in the course of time, without aifecting the surfaces, If the thick- 
ness of the fihn is reduced by evaporation, its tension may be 
either mcreased or diminished, according to the relative Tolatility 
of its different components. 

Let ua now suppose that the thickness of the film is reduced 
uutil the limjt is reached at which the interior ceases to have the 
properties of matter in mass. The elasticity of the film, which 
determines its stability with respect to extension and contraction, 
does not vanish at this limit, But a certain kiud of instability will 
generally arise, in virtue of which inequalities in the thickness of 
the film will tend to increase through currenta in the interior of 
the film. This probably leads to the destruction of the film, in 
the case of moat liquids. In a film of soap-water, the kind of 
instability deacribed seems to be manifested in the breaking out of 
the black spots. But the sudden diminution in thickness which 
takea pla^e in parts of the film is arrested by some unknown cause, 
possibly by viscous or gelatinous properties, so that the rupture of 
the film doea not necessarily follow. 
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Eleciromotive force. — Tlie conditions of equilibrium may be 
modified bj electromotive force. Of such cases a galvaiiie or elee- 
troljfcic cell may be regarded as fche type. With respect to the 
Potentials for the ions and tlie eleetrical poteutial the foilowing re- 
lation may be noticed: 

WJim aU fhe condiUons of equilibrmm are fv,lßled in a galvanic 
or ekcbrolytic cell, the electromoUve force is equal to fhe difference in 
the vcäues of the potenUal for miy itm at the surfaces of the electrodes 
muUdplied hy the electro-chemiaü egttivalent of that ion, the greater 
Potential of an anion ieing at the same electroäe as the greater elee- 
trical potenUal , and the reverse heing true of a cation. 

The relation which exista between the electromotive foree of 
a perfect eUctro-chemical apparatus (i. e., a galvanic or electrolytic 
cell which satisfies the eondition of reversibility) , and the clianges 
in the cell which accompany the passage of electricity, may be 
expressed by the equation 

(30) cU = (V- V")de + tdi} -\. dW^ -\- dWp, 

in which de denotes the increment of the intrinsic energy iu the 
a]pparatu8, dr} tlie increment of entropy, de the quantity of electri- 
city which passes trough it, V and V" the eleetrical pote,ntials in 
pieces of the same kind of raetal connected with tlie anode and 
cathode respectively, d Wa the work done by gravity, and d Wp the work 
donc by the pressures which act on the extemal surface of the apparatus. 
The term d Wg may generally be neglected. The same is true of d Wp, 
when gases are not concemed. If no heat is aupplied or withdrawn 
the term td-t] will vanish. But in the calculation of electromotive 
forces, which is the most important appKcation of the equation, it 
is convenient aud customary to siippose that the 
maintained eonstant. Now this term tdtj, which . 
heat absorbed by the cell, is frequently neglected in the considera- 
tion of cells of which the temperature is supposed to i"emain eon- 
stant. In other words, it is frequently aasumed that neither heat 
or eold is produeed by the passage of an eleetrical current through 
a perfect electro-chemical apparatus (escept that heat which may 
be indefinitely diminished by increasing the time in which a given 
quantity of electricity passes), unless it be by processes of a se- 
condary nature, which aie not immediately or necessarily connected 
with the process of electrolysis. 

That this assumption is incorrect is ahowa by the electro- 
motive force of a gas battery charged with hydrogen and nitrogen, 
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by the currents caused by differenees in the coiicentration of the 
elecia-oly te , by electrodes of zinc and mercury in a Solution of sul- 
phate of zinc, by a priori considerations based on the phenomena 
exhibited in the direct combination of tbe elenients of water or of 
hydrochloric acid, by the absorption of heat which M, Favre has 
in many cases observed in a galvanic or electrolytic cell, and by 
the fa«t that the solid or liquid stato of an electrode (at its tem- 
perature of fusion) doea not affect the electromotive foree. 

J. W. Gibbs. 



Pappi Älexandrini oolleetionis quae aupersunt e libris manu 

soriptis edidit, Latina interpretatione et commentariis 

instriisit Fridericus Hultsoh. (Volumen I, enthaltend die 

Ueberaeste von Buch 2—5, Bei-lin, Weiclmaiinsclie Buchhandlung 

1876; Volumen 11, enthaltend Enct 6 und 7, 1877; Volurainis III 

tonius 1, enthaltend die Ueheneite des 8 Buches und veraohiedene 

Supplemente, tomua 11, enthaltend die Indiciö 1878. 

Die hohe Bedeutung, welche die mathematische Sammlung des 

Pappus von Alesaudria als Quellens eik auch fdi die neuere mathe- 

matiscbe Forschung hat, ist zu heinei Zeit seit dem Wiedererwachen 

der Wissenschaften verkannt worden. Nachdem Commandini im 

J. 1588 ') seine lateinische Uebersetzung nebst ausführliehen Com- 

mentaren veröffentlicht hatte, verbreitete sieh eine gewisse, freilich 

nur lückenhafte Kenntniss von dem Inhalte des Werlces bei den 

Forschern auf historisch- mathematischem Gebiete. Mehr als himdert 

Jahre waren seit dem Erscheinen der Commandinischen Bearbeitung 

vergangen, als die Erinnerung an Pappus von neuem wachgemfen 

und das Studium des Originaltextes zum erstenmale versucht wurde 

von Wallis und Halley.^ Insbesondere zeigte der letztere in seiner 

Ausgabe der Sectio rationis (löyov «jeoto^jJ) und der Conica des 

ApoUonius allenthalbeu, welche Wichtigkeit die Lemmen des Pappus 

für das Verständniss des Apollonius haben. Hierauf folgte die Re- 

1) Das Ja.hr 1588 ist aBgegeben auf der Vorderseite des letzten Blattes. 
Der Titel trägt die Jahreszahl 1.589. Bald darauf ist genau dieselbe Ausgabe 
unter anderem Titelblatt und mit der JahreaBabl 1602 znm Verkauf gestellt 
worden. Vergl. vol. I des hier besprochenen Werkes, Pvae&tio p. XVll. 

2) Vergl. vol. I praef. p. XIX. XXI f. 
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stitution anderer Bücher des Apollonius naeh Pappus Lemmen durch 
Simson (1749 und 1776), Horaley (1770), Camerer (1795) und andere. 
Die I'orismen dea Eukhd wurden un engen Äiischluss an den griechi- 
schen Text des Pappua zuerst von Simson (1776), dann in jOngster 
Zeit (1855—1860) von Breton, Vincent und Ohaslea behandelt. 

So wichtig auch für das Verständniss des Pappus die Arbeiten 
der genannten Gelehrten des 18. Jahrhunderts waren, so wurde durch 
dieselben das Bedtiriniss nach einer Gesammtausgabe des Original- 
textes eher bei Seite geschoben als befördert. Man schien ein still- 
schweigendes üebereinkommen dahin getroffen zu haben, dass alles, 
was in dem Sammelwerke des Pappns für die Gegenwart von 
"Wichtigkeit ist, nunmehr behandelt sei und als Gesammtaus gäbe die 
Bearbeitung Commandinis genüge. Allein andrerseits erhoben sich 
doch manche Stimmen für die vollständige VeröfFentlicbitng dea 
griechischen Textes, da nur auf diese Weise eine zuverlässige Be- 
urtheilung der bisher veröffentlichten Fragmente möglich sei. Denn 
wie konnte man mit Sicherheit über die Methode urtheilen, nach 
ivelcher die Lemmen des Pappus zur Wiederherstellung einer ver- 
loren gegangenen Schrift zu benutzen seien, wenn man nicht alle 
übrigen noch vorhandenen Theile des Sammelwerkes zur Vergleiehung 
herbeizog? Wie konnte man über so viele schwierige, dunkle und 
mehrdeutige Ausdrücke klar werden, wenn man nicht einen gut be- 
glaubigten Text vor sich hatte und mit Hülfe eines genauen lexi- 
calischen Nachweises für jeden einzelnen Fall alle ähnlichen Stellen 
zugleich in Betracht zu ziehen im Stande war? Die Beantwortung 
dieser Fragen wird für niemanden zweifelhaft sein, nachdem die 
vollständige Ausgabe vorliegt. 

Versuchen wir nun mit wenigen Worten darzustellen, nach 
welchen Seiten hin das Werk des Pappua für die gegenwärtige 
wissenschaftliche Forschung hauptsächlich von Wichtigkeit ist. 

Zunächst sei das literar-historische Interesse hervorgehoben. 
Einige bisher unbekannte Namen alexandrini scher Mathematiker sind 
ans Licht gezogen worden'), mehrere fast verschollene Werke ge- 



1) In dem Inde^ Scriptm-wm in Fappi niaÜiemaUca coUecftone laudatoruni, 
welchen Pahvicins Bibhotiieca Graeca Lib. V cap 22 giebt, fehlen die Namen. 
dor gelehrten Freunde des Pappue, Pandroaion und Megethion, welchen 
zwei BCtcher dev Sammlung gewidmet sind, ferner die auch anderv/eitig be- 
kannten alexandrinischen Mathematiker Diodorna und MenelauB. Ein zu 
Pappus Zeit namhafter alesimdrinischer Gelehrte hiess Hierins, nieM Hiero- 
njmus (wie bei Commandini und Fabrieiue). Ferner der Verfasser der Para- 
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langen nun wieder zu genauerer Kenntniss, eine Menge einzelner 
Fragen werden fortan durch Eindringen in den Originaltext (oft ist 
es ja nur eine Zeile, oft nur ein Wort, worin die Entscheidung 
Hegt) klarer sieh darstellen lassen. Auch das ist gewiss nicht ge- 
ring anzuschlagen, dass wir aus Pappus Sammlung einen über- 
raschenden Gesammtüberhliclt Über die Bliithe der mathematischen 
Studien in dem Zeitalter des Schriftstellers') erhalten; ja dieser 
TJeberblick erstreckt sich selbst noch auf die Zeit nach Pappus bis 
zum Ersterben der antiken Gultur in Aegypten, wenn anders unsere 
Vermuthung richtig ist, dass auch nach Pappus Tode seine Schule 
noch eine Zeit lang forthlühte, und dass die Sammlung, wie sie 
jetzt vorliegt, einige und zwar sachhch werthyolle Zusätze eines 
oder mehrerer späteren Bearbeiter enthält. 

Für die Geschichte der Entwickelung der griechischen 
Mathematik bietet kaum irgend ein anderes Quellenwerk so reich- 
liches und mannichfaltiges Material als die Sammlung des Pappus. 
Wenn von den Elementen der alten Mathematik gesprochen wird, 
so denkt man mit Kecht vorerst an Buklid, der ja schon im Alter- 
thume örotx*nottjg schlechthm genannt zu neiden pflegte ^J Doch 
cikannte man nicht mmdei bereits im Alteithume dass Euklids 
Buthei durch^us nicht Sdramtlnhe Ekmente lei Mathemitik um 
tiasen Es kitnn m dieoei Beziehung, vergleichsweise auf die von 
'simson und Spateren eiweiteiteu ausgaben des Euklid verwiesen 
weiden wekhe m England noch heutigen iaj,es dem mathtmiti 
sehen Unteriichte zu Uiund" gele^,! neiden^) Uanz ähnlich liesse 
sich ein giieuhiacher eiweitertei Euklid m der "Weise hersteUen 

doxa \selclie im dritten B iche Piopos 28 ii behandelt weide» Erycinum 
nicht Fiyoemia Dei Mitlieimtikei Charmiadei ist zwar von Fal nciu an 
geftlhit ei konnte iber n Ein angeluug einer gi!i,chiBcii''ii Test\otlagt> iicht 
m Papes Wöi-terbuch dm gnecliiSLhen Eigennimen (diitte Aufl beaib von 
Benselei) anfgenoramen weiden Änsseidem ergaLen sich ah Beitnge aua 
Pappua EU diesem Lexicon die kit noLh fehlen len Namen E^vxivag Tl/jjs 
d'iai TJavSpoB av 

11 In lei Praefatio vol III tom I p ^If ist als wahisoUeinln-h nach 
gi,\Mt3en noiden Ibbb Pappa« nicht wie man bishei annahm zn Lndt di, 

V Litei Jatih ndeits sondern um nahezu ein Tahihundert fcühei geblüht bah 

2) Mao vergleiche den Indes Gcaecitat a lutei ditsem Worte 

3) The Elpmtnts o( Euchd — also the book of Eudits Data Ij Pobert 
■^imaon Refeient hat benutzt die 11 Aufl London 1801 und die 24 Anfl 

V J 1834 Verkurate Schulausgaben dieser Simson sehen Beaibeitm g des 
Eukhd erscheinen unter verschiedenen Titeln und bei veraohiedenen Verlegern 
noch alljährlich in EngHnd 
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dass an den geeigneten Stellen diejenigen ergänzenden Elementar- 
sätze eingefügt würden, von denen sich nachweisen läast, dass sie 
von alten Mathematikern bereits angewendet worden sind. Und 
gerade bei Pappus findet sich eine grosse Zahl solcher Sätze aas- 
drücklich mitgetheilt, während andere von Commandini, Simsonund 
dem Herausgeber durch Vervollständigung der bei Pappus oft auf 
das änsserste abgekürzten Beweise restituirt worden sind. Aber 
selbst ein derartig erweiterter Euklid würde durchaus nicht alles 
enthalten, was die fortgeschrittene Mathematik des Alterthums unter 
dem Namen der Elemente zusammenfasste. Denn als aroi-x^ta im 
weiteren Sinne wurde eine Reihe grundlegender Werke, wie die 
Conica des Aristäus und vielleicht auch die des Äpollonius, die 
Phänomena Euklids, die Schrift des Apollonins über die ebenen 
Oerter und andere bezeichnet, im Gfegensatz zu welchen dann die 
Elemente Euklids ra itpära 0TOh%sla genannt wurden.^) 

Ferner sind für die Entwielfelungsge schichte der griechischen 
Mathematik von besonderem Interesse solche Partien bei Pappus, 
wo eine Einzelfrage der elementaren Geometrie nach allen Seiten 
hin erweitert und möglichst abschliessend behandelt wird. Offenbar 
wurde also schon im Alterthum ein Anlauf genommen, von der Be- 
handlung des einzelnen Falles, bei welchem allein die älteste Schule 
stehen geblieben war, überzugehen zur allgemeinen Betrachtung 
aller möglichen Fälle, und somit der neuem Methode sich zu nähern. 
So sind im fünften Buche die einzelnen Sätze, dass der Kreis grösser 
ist als ein isoperimetrisches Viereck, Fünfeck u. s, w., und dass ein 
reguläres Polygon grösser ist als ein isoperimetrisches irreguläres 
von derselben Seitenzahl, erweitert worden zu dem allgemeinen 
Satze, dass von allen Planfiguren und Volumen, welche gleichen 
Perimeter, bez. gleiche Oberfläche haben, der Kreis, bez. die Kugel 
die groasten sind, wobei nachweislich die Anschauung zu Grunde 
lag, dass der Kreia ala ein reguläres Polygon von unendlich vielen 
Seiten und die Kugel als ein entsprechender Polyeder betrachtet ' 
werden können. Zu bemerken ist noch, dass Pappua ünterauehung 
Über die isoperimetriachen Figuren, ausser im fünften Buche seiner 
Sammlung (wo eine derselben Frage gewidmete Special sehr ift Zenodors 
zu Grunde gelegt ist) noch in der Ueber arbeitung eines anonymen 
Schriftstellers vorliegt, welche im dritten Bande der Ausgabe des 
Pappus S. 1189 ff. publicirt worden ist. 

1) Der Dähere Nachweis Merüber ist aus den im Index Graecitatis unter 
<noi%siov aageführten Stellen zn entnehmen. 



y Google 



324 Paffi cor.r.ECTio 

Wegen der Methode in dor Behandlung ist in demselben fünften 
Buche noch Propos. 28 hervorzuheben, in welcher die einzelnen 
Sätze des Aiihimedes über die gekrümmte Obcrßäehe der Halb- 
kugel, sowie des grosseren und des kleineren Kugelsegmenta zu 
einem einzigen Saize zusammengefasat werden.^) 

Am fordeiluhstcn ist die Mithode der Zusammenfassung ge- 
wesen — und hieimit nähert sich unser Bericht mehr und mehr 
dem Gebiete dti neuem Mithematik ■ — bei den Sätzen analytischer 
Geometiie, welche in der ^ onede des siebenten Buches von Pappus 
aufgestellt woiden sind Als Beispiel mögen die bekannten Sätze 
von den Beruhiunj,Bn (\ol II ]> 644, 25 und 648, 3) angeführt 
werden „Wenn dei Iteihe nich diei Elemente, seien es nun Punkte 
oder Gerade odei Kieise, in dei selben Ebene beliebig der Lage nach 
gegeben sind, so ibt duich jeden der gegebenen Punkte (wenn näm- 
Kch Punkte gegeben bind) ein Kreis zu ziehen, welcher jede der 
gegebenen Linien beiühie," und ,Weun von den ebengenannten 
Elementen le zwei gegeben sind, so ist ein Kreis von gegebenem 
Halbme^sei zu be'ichreiben, welchei die gegebenen Punkte, Geraden 
oder Kreise berühre". Wie aus dieser allgemeinen Fassung die ein- 
zelnen möglichen Fälle mit Noth wendigkeit sich ergeben, deutet 
Pappus an den angeführten Stellen zwar nur kurz an, aber es 
haben diese wenigen Worte nicht nur ausgereicht die geometrischen 
Einzelbeweise zu reconstruiren, sondern sie hahen auch ein werth- 
volles Zeugniss dafür uns Überliefert, dass die Anfänge combina- 
torischer Betrachtungen den griechischen Mathematikern nicht 
fremd gewesen sind.^ 

Indem wir einer späteren Gelegenheit es vorbehalten, weiter 
über diejenigen Sätze des Pappus zu sprechen, welche auch für den 
heutigen Standpunkt der mathematischen Wissenschaft, insoweit 
dieselbe auf alter Geometrie fusst, noch von Interesse sind, schieben 
wir jetzt zunächst einige Mittheilungen ein aus einer noch nicht 
veröffentlichten Jugend Schrift Karl Gustav Jacobi's, deren Inhalt 
vielfache Berührungspunkte mit dem bisher von uns erstatteten Be- 
richte zeigt. Die Abhandlung umfasst 22 Quartblätter und trägt 
den Titel 1 



1) Vergl. Anm. 1 za S. 383 und besoüdevs Anm. ** zu S, 387. 

2) Vergl. Cantor, Zeitaohi-. für Math. u. Phjs., XXII. JaJirgang, hiatorisch- 
litecariselie Abth. S. 170 f. (wiederholt iu der Aasgabe des Pappus vol. III 
p. 1367). 
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Pappi Älesaudrini eollectiones mathematicas descripsit 
explicavit C. G. Jacobi, semin. philol. sod., Berolini, Jan. 
mense a. 1824. 
Wir haben es also mit einer Seminararbeit zu tbun, welche 
Jacobi bald nach Erfüllung seines 19. Lebensjahres (er ist am 
10. Dee. 1804 geboren) abgefasst hat.^) Dem Berichterstatter ist 
die Schrift schon &eit längerer Zeit durch die Güte des Herrn 
Professor Butehaidt m Berlin mit der Ermächtigung überlassen 
worden, daiaus äu veröffentlichen, was noch jetzt von Interesse 
scheine. Denn \on einem vollständigen Abdruck kann füglich ab- 
gesehen werden, weil vieles, was Jacobi bei der Kargheit des ihm 
damals vorliegenden Materials nur vermuthungsweise beurtbeilen 
konnte, inzwischen durch die Herausgabe des Originaltextes seine 
quellenmässige Erledigung gefunden hat. Auch entbehrt das Manu- 
script jeder Bemerkimg, aus welcher man etwa entnehmen könnte, 
dass dem Verfasser diese Erstlingsarbeit spater wieder zu Gesicht 
gekommen sei — wäre dies aber der Fall gewesen, so würde sicher- 
lich vieles geändert worden sein; und solche Stellen, welche der 
Verfasser selbst allem Vermutben nach ganz umgeschrieben haben 
würde, wenn er je an eine Veröffentlichung gedacht hätte, nach- 
träglich noch zu publiciren, dazu liegt doch wohl kein Anlass vor. 
Wohl aber sind heute noch von Interesse die Abschnitte, welche 
uns zeigen, wie der Wissens- und Schaffensdrang des Jünglings 
diejenigen Disciplinen, welche er später als Meister beherrschen 
sollte, in möglichst nahen Zusammenbang mit der U eberlief erung 
der griechischen Mathematiker zu bringen strebte. Er beginnt die 
Untersuchung in Form einer Dedicatiou an seine Seminargenossen 
folgendermassen : 

'Miramini, commilitones auavissimi, philologum rae vobis philoiogis 
dissertatiunculam proponere de Pappi Alexandrini coUectiouibus mathe- 
maticis.^) Pragmenta esspectatis coUecta, monostrophica in stropham et 
antistropham dispoaita, aüa eiuamodir iam numeroe videtis, flguras. Nee 
tanta fuisset audaeia mea, tarn aliena studiis vestris in medium pro- 
ferre, nisi ingenii veatri exeellentia fretus essem, qui hene scitis et, 
quaecunque ad antiquitatem pertinent, ad philologiam pertinere et poat 
Alesandrum quoque vixisse Graeeos. Est vero mathesia Graeca, quem- 

1) Ueber den Entwickelungsgang Jacobis vergl. Gerhardt, Geschiclite der 
Mathematik in Deutschland, München 1877, S. 246 f. 

2) Diiise Bezeichnung des SammelwerkeB des Pappus war die damals allein 
bekannte; erst später ist als Titel des Werkes Swayrnyi^, also Singularform 
ohne weiteren Znsatz, ermittelt worden. 
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adniodum ^) Graeca pbilo Sophia, darum ingenii humani documentum et, 
sicuti haec, perfectum aliquod^) et absolutum. Hinc pudere debet philo- 
logam eius diaciplinae vel prima elementa ignorare, iu qua tanti erant 
vetei'es, ue dicam, quod notum est, qwaatum Graecae matheseos eognitio 
id Platonem, alios intelligendos faeiat. Latius enim patet illa, quam 
vulgo putant philologi, qui elementa fortasse Euclidis — efc ne haee 
quidem, ut fit, optime — relic[uorum vero mathematioorum vix nomina 
coguoverunt. Diophanteam memorem arithmeticen , quae hodie adhuc 
ab auctore vocatur, tarn insigne inventum, nt vix mente concipi possit, 
quomodo idem rem tantam et invenire et perficere potuerit, ut iure vi- 
deatur quibusdam nomen Diophanto ab iagenio additnm? Nam et hodie 
non ita multi inveniuntur mathematioe') dooti, qui omnia eins facUe 
resolvant problemata. Quid de ApoUonio dicam Pergaeo, de quo pro- 
verbium ortum inter matbematicos: esto mihi maguua Apollonius? Qui 
theoremata de sectiouibus conicis ab antiquioribus atcepta tot ac tantia 
ansit, ut reeentiorum operam feve superfluam reddiderit; üle et, quod 
baud ita notum est, quaestionum de maximis et minimis*) auetor, unde 
tantus fructus in nostram anal j ei m redundavit. Quid de Archimede, 
regio^) ülo ingenio, qni — ne de quadratura parabolae, helieis tbeore- 
matis, aliis eius inventia dieam — primua naturae leges mathematicis 
rationibna subiecit.^ Ouius libros de insidentibua humido (sive de üb 
quae in aqua vehimtur), quorum alter quaerit, quemnam situm conoides'), 
quae conjearum sectionura eircumvolutione gignuntur, aquae immersae 
oeeupent, ipso Lagrange iudice*), fere nihil a recentioribus additum est. 
Nee absque eius, quibua theoriae linearum cnrvarum fundamenta ieeit, 
prineipjia, quae m\ilto maioris momenti sunt quam nota illa Euclidis, 
vel hodie quidquam in reetiflcatione currarum et trigonometricarum fun- 
ctionum evolntioue perficere possumus. Ita Guldini quae vocatur regula, 
solidorum, quae volutione plani circa asem gignuntur, volumen aequalo 
esse piano geueranti^) in viam ducto, quam centrum eius gravitatis — 
nam et hniue fere absolverat leges Archimedes — in eircumvolutione 



1) Dieses Wort ist mit Bleistift unterstrichen, aller Wahrscheinlichkeit 
nach von der Hand des Professors, welcher die Arbeit durchge sehen hat. Es 
ist leicht au sehen, d&es ein Ausdruck wie iija: minus quam oder similüer ae 
passender gewesen wäre. 2) Der Verf. hat aliguid gemeint, 

3) So der Terf. von zweiter Hand. Er wollte moßmnatictt. Von erster 
Hand stand mathematici da. 4) Hierzu am Bande Üb. V. conic. 

6) Dieses Wort ist mit Bleistift unterstrichen. Dem lateinischen Sprach- 
gebrauche würde äivino besser entsprechen. 

6) Auch dieses Wort ist unterstrichen. Vielleicht war exegit vorzuziehen. 

7) Im Manuscr. conoidae, die Endung ae mit Bleistift nnterstrichen. 

8) Hiermit meinte der Verf. , wie mir Herr Dr. Am.thor in Dresden mit- 
theilt, offenbar die Stelle in der Mi5canique analytique, tome I p. 168 der 
3. Ausgabe, Paris 1853. 

9) 8o der Verf. durch Correctur ans generatrici , wofür auüäcbst generatori, 
dann das obige geändert worden ist. 
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transeurrit, iam a Pappo noatro mvanta est.') In quo et alia tteo- 
remata quae qnaestionea Graecorum geometricas ieatajitur, quas hodie 
ignoranma; de quibus infra. Ciiius collectionea mathematicae quasi 
thesaurua sunt historiae veteris matheseos; nam et omnia ille ante eum 
inventa cognovit et insignis post eum mathematieus nemo vixit. Qua 
de causa, licet ille no e longinquo qaidem cum claris Ulis ingeniis, quae 
modo noHiiuavi, comparandua ait, accuratins eas describendas delegi. 
Valete/ * 

Es folgen nun aus Fabrieius Bibliotheca Graeca einige Notizen 
aber das Zeitalter und die Werke des Pappus und eine ausführ- 
lichere Besprechung der IJebersetzung Comraandinis. Es wird her- 
vorgehoben, dass Commandini seibat nicht die letzte Hand an sein 
Werk habe legen können, sondern dass dasselbe erst nach seinem 
Tode mit Unterstützung des Herzog Francesco Maria II. von Urbino 
erschienen sei. Die Üebersetzung sei ganz wörtlich, oft auf Kosten 
der Latinität oder des Verständnisses. Mitten im Texte finden sich 
oft Lücken, 'nescio codicis an ipsius culpa'. ^) Auf keinen Fall 
könne die IJebersetzung den griechischen Text ersetzen, und es sei 
zu wünschen, dass wenigstens die Vorreden der einzelnen Bücher 
und diejenigen Abschnitte, in welchen zusammenhängende Erörte- 
rungen und Untersuchungen (also keine geometrischen Sätze nebst 
Beweisen) niedergelegt sind, besonders herausgegeben würden. Die 
Verbesserungen Commandinis beschränken sich meist auf elementare 
Sachen, besonders auf die Zeichnung der Figuren; oft sei auch Ver- 
wirrung eingetreten, indem die Worte des Textes nicht auf die zu- 
, nächststehende, sondern auf eine frühere Figur sich beziehen. Trotz 
aller dieser Mängel sei die Ausgabe, so lange der Originaltest fehle, 
auch für die Kritik brauchbar, da sie vielfach erkennen lasse, wie 
der griechische Text gelautet habe. 

Es folgt nun unter der Ueberschrift 'Liber tertius' eine Angabe 
des Inhalts dieses Buches. Nach Commandiui sollte Pappus dieses 

1) Im Manuacr. stellt von erster Hand in Pappo nostro legitur , von zweiter 
o Pappo nostro inventam est, und daau am Rande Hb. 7. {p. 682, 7 der vor- 
liegenden Ausgabe) 

2) Nachdem 1 IgdAgl h hthl gtllt 
dass die Lücken mTtftUbt d Cmdbtet 
griechischen Hand ht hbfd N hniw htAb hmtte 
dieser Handsclitift wglae Ad tht tgö Lk d 
Commentaren, wo d H g b C mm d dis P p l 1 kt g 
lassen hat; hier f 1 hl b h b ^tell m M pt C m 
mandinis, welche d Ib jM us f 11 1 ht D Lü k I t ff 
meist, wie leicht kU 1 h b d hw g d i kl t 11 d 
griechischen Texte 
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Buch einem gewissen 'Cratistus' gewidmet liaben. Scharfsinnig be- 
inerkfr Jaeobi, dieses a xpß'rtflre müsse Appellativum sein, es sei 
vielleicht die Anrede an Pappus Sohn Herraodorus, dem das 7. nnd 
8. Blich gewidmet sind. Letztere Vermuthung hat sieh nun zwar 
nicht bestätigt, wohl aber die Deutung von xpärterog, denn das 
darauf folgende Nomen proprium Pandrosiou (p. 30, 4 der vorliegen- 
den Ausgabe) hatte Commandini einfach weggelassen. Weiter ver- 
folgt Jacobi ziemlich ausführlich die Untersuchung, welche Pappua 
zu Anfang des dritten Buches Über die Unterscheidung der Worte 
Theorem und Problem anstellt, sowie über die ünthunlichkeit ge- 
wisse Probleme durch Sätze der Planimetrie zu lösen. Ein solches 
Problem ist das bekannte Delische 'datis duabus rectis lineis duas 
medias proportionales in continua analogia invenire'. Hierüber re- 
ferirt Jacobi folgendermassen, zunächst den Inhalt von Pappus 
Worten (p. 34 ff.) weiter angebend: 

'Hoc quidam qui magnus geometra habebatur falso per planoi^um 
tantum considerationem , quod absurdum est, constructum nostro ti'adi- 
derat, demonstrationem se addituram pollieitue. Quem Pappus, Hierio') 
philosopho alias ignoto homine orante, refellit, ita ut demonstret, vera 
si foret eins constructio , absurdum aliquod eonsequutumm esse, et id 
quidem nou geometrice tantum, sed etiam per numeros, Errant eiiim 
qui arithmetieam sive algebi-aicam geometriam ignoratam ab antiquis 
putent; immo in Pappo nostro valde exeulta est, unde Pr. Vieta et 
Cartesius , qui primi reeentiorum eam tractarunt , hanc disciplinani 
hauserunt.' 

Es wird nun weiter Über die verschiedenen Lösungen des Deli- 
schen Problems, welche theils bei Pappus theils bei anderen sich 
finden, gehandelt, und zuletzt dieser Abschnitt mit folgenden Wor- 
ten geschlossen: 

'Ceterum aecimdum antiquos tria problematum genera definit: 

1. inijtsäa, quae per rectas lineas et drculoa qui in piano ortnm habent, 

2. ffiEpiä, quae per seetionem conicam, 3. jrpftfifwjt«, qwae per alias lineas 
eurvas, veluti ^hzctg efc tsTQayavt^ovaae, construuutur. Nos diceremus 
primmn genus aequationis secundi gradus^) (vel etiam primi), alterum 
tertii et quarti gradus, tertium altiorie resolutionem poscere, Eteniui 
curva m" gradus, quam dicimus, et altera h" graduä uou plura quam 
mXn interaectionis puneta habere possunt; itaque per duarum (modo 
ue eiuadem generia sint) sectionum eouicarum, quae omues secundi gra- 
dus sant, intersectiones omnes ad quartum uaque gradum aequationea 
resölvi i 



1) Im Mannsücipt Jacobis steht Tlieronymo liaeh Comraaadini. Vergl, oben 
S. 321, Aura. 1. 

2) Dieses Wort fehlt im Mamiacript. Der Verf. wollk diis niichstfolgeafle 
graäus auch hierher bezogea wissen. 
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Ja b wtülct skIi nm zu dem zweiten tleiieuigt i IioUeme 
wekht IUI dl tten Biche von Pappua kiihscb erorttrt weilen 
Dasselbe hanlelt voii den medtPtates 

Eei,tQ \ e o dicit omnem mx eioytßi etiam es e ji aoujTß nni ice 
vetbd. fwSütjjiij omnem etiain ctvaloylcn Haimonicam medietatein esse 
dicit si medius teimnns ealem jaite altemm buj eiet qua il alteio 
superetui vel bi ut altei e\tiemib ad alteinim ita pnmus esceesus Sit 
id &e undum Piior letimtio obscuiici est E ] ostenon dise mus 
a b c es e in haimomca i-atione si i c^b — a c — h id est 
— — ™ — qipeiat veifi b pioiimum teinimum mimeio vel linea. 

7 — a itijite — — ta [aite i i s. ! ye o suieiat l £ ai t ttte 

c — ! taque — ta [iiit, aui ipa us hinc diceiP poteiat Papp 

[uie in 1 1 p defimtione d \it nam conl tioneni — - ^ — — — eaii 

Ip e 
nelie 



lern eise atque n c = l — 


, r^l -uiiU 


n mei s tat "* d qu mu 


imi sunt integn 


tatem effii.nnt 





HiLinaeh ^\lld die geomettiscbe ConstiULt on dei diLi Teimini 
des harmonischen Mittels, wie sie Pappus Propos. 9 — 11 giebt, be- 
sprochen und dann die Darstellung der übrigen sieben medtetates 
kurz beriüirt. In der darauf folgenden tabellarischen üebersicht 
aller Medietäteii, welche nach Commandini fol, 17 (p. 102 f. der 
vorliegenden Ausgabe) zuBammen gestellt ist, werden die kleinsten 
Zahlen des siebenten Mittels übereinstimmend mit Commandini 
Pi'opoa. 24 auf 5, 3, 2 festgestellt, und dabei die abweichende An- 
setzung 7, 4, 3, welche Commandini fol. 17 giebt, berichtigt. Von 
dem Berichterstatter sind in der vorliegenden Ausgabe p. 97 und 
102 f. als kleinste Zahlen 3, 2, 1 (wie bei der zehnten Medietät) 
angenommen worden, eine Abweichung, worüber im Anbang voh III 
p. 1218 — 20 noch einiges bemerkt worden ist. Indess seheint die 
Frage der siebenten Medietät noch definitiver Losung zu bedürfen, 
wobei die gleich anzuführenden Bemerkungen Jacobis zu berück- 
sichtigen sein werden. Der überlieferte Text bietet hier ebenso wie 
einmal im fünften Buche (Propos. 9) die interessante Erscheinung 
einer Lücke gerade da, wo eine ausserordentliche Schwierigkeit zu 
lösen war. Soll man annehmen, dass Pappus gestorben sei, ehe er 
die letzte Hand an sein Werk habe legen können? Einen solchen 
Eindruck macht im übrigen das nach einheitlichem Plan angelegte 
lind sorgfältig ausgeführte Werk nicht. Vielleicht darf man an- 
nehmen, dass solche auffallige Lücken, wie wir sie soeben beschrieben 
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haben (zu den angeführten Stellen kommt noch hin;iii Propos. 19 
des B, Bucties), herrühren von der Hand eines gelehrten Ueber- 
arbeiters des Pappos, der an diesen Stellen (und wohl mit Recht) 
Irrthümer des Schriftstellers zu bemerken glaubte, deshalb diese 
Stellen entweder selbst tilgte oder eine Bemerkung beifügte, welche 
die Wegla^äsung derselben beim Absehreiben veranlasste, seihst aber 
nicht im Stande war, etwas Besseres anstatt des Getilgten einzusetzen. 

Wii kehlen nun zu Jacobi zuid(,k welcher seiner tabellarischen 
Uebeisitht dei Medietaten folgende Bt-merkungen beifügt: 

'His tcrmulis legula mest ^ua has^) medietates semper in na- 
mens mtegn'. mveniie lice'it Id quo! pertinet ad Diophanteam ana- 
lyiim si\e tlieoiiam numeromm Masime vero dolendum est Pappuin 
viam non addidisse, qua ad hasce foimnlas pervenerit; qui enim ante 
Pappiim lectum*) ipse eas mveniie tentaverit, rem non ita faeile expe- 
diii mveaiet Quatuoi postiemi'- a mnioiibus esse inventas dieit. Unam 
\eio Dmibsam ab us esse lecte me animadvertisse credo. Poterant qui- 
dem }]iie& ^ileii ?ed adnotandum [ lofoitiones 

a — b 1> — c^ö I , t-i u — h-.l -~ c ^= a: b 
idem Yaleie atque s-nakgiam a t ■== & t, unde patet, cur quinta et 
sext-a , seil, a — h -.h — c ^^ c-.b, a — b .h — <; = &:« geometricae 
contrariae sint appellatae. Quatuor postremis oontrariae absurdae fuissent, 
quia a — c>ffl^6, et« — c>& — c. Absurda etiam illa a — c -.h — c 
= a:b, nnde consequitur a = h. Itaque nnica, quae adhac reliqua, 
est a — c -.h — ■ c ^'^. a: c , quae dat 



h == 2 AB — A t ■ 

B 1 1 t q e t 1 

P n nd A = \ B = 



t 1 


ni == 4J = \li; fit 


ih- 


4 4£ 1 m d tatem 


d m 


d na al 8 mp ta est. 


mm n m 


adunt 3 4 d n quam 




Im nd mam Ad tandum 


a t 


Ipa m n pt ma for- 


1 q 1 


n dt nt -p ) t enim 


t Dhl 


1 1 q = 6 -|1 j Cete- 


-m 1 


t 1 1 t e in- 



l; Im Mamt'cnpt stellt hae 

2) Der VeiE wollte otfunbar antequam Fappttm legejü 

d) Naiiiln.li Commaaduii 

*) Jacobi acheint hier muht beachtft au lialjeu, dasa die i du ihi 
dachtigte rormel mitten im Test p bb, 4 {womit p 84, 2b bis k(, ^ z 
glen-ten ist), und ohne d,is^ man an ein Yeideibms^ denliDi kann, m 
t ändet. 
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'Hoc problema fusius exposui, commilitones, quia hannonicae me- 
dietatis cognitio ad musicea veteram theoriam intelligendam necesaaria est.' 

Aus der Unterauehung über das dritte Problem des dritten 
Buches und die damit verwandten Sätiie (Propos, 28^42) lieben 
wir nur eine Äeuaserung hervor, welche in Uebereinstimmung mit 
dem, was zu Anfang dieses Berichtes hervorgehoben wurde, die 
Wichtigkeit der Sammlung dea Pappus für die Geschichte der grie- 
chischen Mathematik hervorhebt: 

'Quem Erycinum*) ©tsi alius nemo commemorat, idem. nobia prae- 
atat Pappua, quasi über eiua ad noatra usque tempora devenisaet. Et 
jta multorum mathematicorum Pappua non nomina tantum, sed etiam 
ipsa Opera continet, nt appareat, quantum eiua lectio ad veteria ma- 
theseos cognitionem faoiat.' 

Zu dem vierten Problem des dritten Buches (Propos. 43 — -58) 
wird folgendes hemerkt, und sodann unmittelbar «um vierten Buche 
Übergög äugen : 

'Addit deinde Pappus problema, quod iam in decimo tertio libro 
Euclidis solutum legimns, "in data sphaera polyhedra deacribere". Hoc 
an et ipae dederit vir ille optimus^), an Pappua es iügenio addiderit, 
non liquet. Saepins vero consUium Pappi, cur haec, cur illa tradiderit, 
in obseuro est'); raro enim ipae cauaam addit, sicuti iiiitio hnius libri. 
Keque igitur deeaae ahquid affirmare licet.' 

'Hoc problema libri tertii finem faoit; et ad quartum venimus, qui 
omnium maxime eoeca theorematum est aggregatio. E quorum tamen 
numero unum est tarn pulcrum, ut, si et tota mathesia Graeca icteriiaaet, 
vel hodie, si id unum tantum ad nos perveniseet, quanta fuerit Graecis 
rerura raathematicarum cognitio, iade divinare poaaemua. Et quod maxime 
dolendum est, ne nomen quidem viri seimus, qui egregium theorema 
invenit. Dielt enim Pappus tantum*) in quibusdam libris circumferri 
hanee^) propositionem antiquam, quam deinde lemmatlbus et theorematis 
paucie praemissis demonstrat*) , quam acutissimam demonstrationem ne- 
BcimuB sitne a Pappo an ab auctore theorematis profeeta. Quia vero 
haec ipopositio recentioribua mathematicis ignota esse videtur — neque 
enim fn recentioribus libria legitur excepto Klügelü lexico mathematico 
V. Arbelus, sed absque demonstratione , quam tamen apponere illo 



1) Jacobi schreibt mit Commandini Erycemum. Die licbtige Nameiisform 
ist, wie oben bemerkt, erst später ermittelt worden. 

2) Nämlich Euklid. 

3) Hier ist es au der Stelle auf die treffenden BemerkuDgeii Oantors in 
der ZeitBchr. f, Math. u. Phys, XXII, hietoi-.-lit, Ahth. S. 177 f. (wiederholt in 
der vorliegenden Ausgabe p. 1257 f.) zu verweisen. 

i) Dieses Wort ist mit Bleistift unterstrichen, mithin als auffällig notirt, 

5) Das Manuscript hanoce. 

6) Vergl, die vorliegende Ausgabe p, 208 f. und danach Propos. 13 — 18. 
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aolet^), netiue liuos ipse rogaTi mathematicos, eam noverant — l,i'adidi 
olim amico, ai quia alius aciito ingenio praeditus^) in geometrieie eius 
SieoremaUs vim ac ration^m pcrspiceretF) Qui plnrima iuvemt egregia 
theoremata, quae partim ex eo conaeqmmtur , partim arctiue cum eo 
cohaerent*); quae et ipsa fortaase Graecia haud inoognita erant. Vix 
enim creclibile est hoc aliquem theorema invomre potuisse, uisi maxime 
versatus fuerit in cLuaestionibus quibusdam de tattionibue , longe diffi- 
cilioribus quam^) Apollonii fuerant in libris tkqX ina^mv, qaaruta argu- 
mentum ex Pappi libro eeptimo cognoseimus, et quas egregie masimam 
partem restituit Franc, Vieta in tractatu suo Apotlonio Gallo.'*} Nee 
mirum tot ac tanta interüsae mathematicorum Graecorum opera, c«m 
iam Pappua queratur rarissima eoriim esse exemplaria et plurima 
manca,' ') 

Hierauf wendet sich Jacobi zu einer summ arischen Besprechung 
derjenigen Haupttheoreme, ■ welche in Propos. 1 — 18 des vierten 
Buches enthalten sind. Obgleich er, bereits dem Abschluas seiner 
Arbeit zueilend, meist sich damit begnügt, den Woiiilaut der ein- 

J) Offeubar soll Btillecliweigend er^nzt werden aliis pwpositionibm (eoil, 
quarnm demonstrationeB ipse uoii ignorat). 

2) Daa Mamiscript hat praedito. 

3) Die cursiv gedruckten Worte fehlen im MauuBcript, sie sind vom Be- 
richterstatter vermuthungs weise hinzugefügt. Anstatt des folgenden Punktes 
uud Qui (mit Initialem) steht im Manuscript Comma und qui. 

i) Hierzu hat der Verfasser am Rande folgende Note beigefügt: 'Mos ille, 
spero, publici ea iuris faciet,.unde Graeci iugenii laus haud esiguo augebitur'. 
Wer dieser Freand Jacobis gewesen sein möge und ob die angekündigte Ab- 
handlung desselbeu später erschienen ist, bat Referent nicht ermitteln können. 
Nach einer Mittheilung des Herrn Dr. Amtbor in Dresden ist das Wichtigste, 
was bald nach 1824 über diesen Gegenstand eischieoen ist, der SO. Sata von 
Jac. Steiner, Systematische Entwickolnog der Abhängigkeit geometrischer Ge- 
stalten, Erster Theil, S. S18 f., wiederholt aus Gergonne's Annales de mathiS- 
matiques XVIi: y. J. 1828. 

5) Dieses Wort wiederum mit Bleistift unterstrichen; desgleichen jst die 
ganze SteUe von de tacHonibus bis ^aarpmv durch einen senkrechten Bleistift- 
strich am Rande notirt, 

6) Vergl. Chaales, Aper9U historique eur les mötbodee en göometric, p. 52 
der PaMser Ausgabe vom J. 1875. 

7) Hiermit ist eine bereits von Fabricius ,(Bibl. Gr. Lib. V cap. 22, II gegen 
Ende) gemachte Bemerkung wiederholt. Die Stelle findet sich im 8. Bach 
(p. 1116, 5—7 der vorliegenden Ausgabe); sie rfibi-t aber von einem späteren 
Bearbeiter der Sammlung des Pappus her, wie wir in der Abhandlung De 
Seronis meehamcoiftm rdiqmis in Fappi collectione seiTatis in den Commen- 
tatioms Motiunsenianae, Berlin 1877, p. 117--120, nachgewiesen haben. Hier- 
nach gilt obige Bemerkung Jacobis für die Zeit, in welcher jener Bearbeiter 
achlieb, also etwa für den Ausgang des fünften Jahrhunderts n. Chr., denn 
weiter abwärts läest sich seine Epoche wohl schwerlich ansetaen. 
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zelnen Theoreme anzugeLen, so finden sich immer noch einige be- 
merkenswerthe Aeusserungen eingestreut. So kommt er bei Be- 
sprechung der 1. Proposition auf die Wirksamkeit Euklids in 
Alexandria zu sprechen. Nachdem er im Auszuge angeführt hat, 
was Pappus selbst und sein Bearbeiter im achten Buche (cap. 33 — 35, 
p. 676 ff. der vorliegenden Ausgabe) uns miithcilen, fährt er fort, 
wie folgt: 

'Quare quanlum deheatur Tiro'), vix dici potest. Qui multo plura 
iu mathematicia profeoit, quam ex operibus eius q«ae extant eolligitnr.'') 
Nam et Apollonii conicomiß quatuor libri primi eius sunt, quod e 
Pappo cognoscimus, et aliud eius opus exstitit, porismatwm libri tres, 
cuius lemmata Pappus eshibnit in libro septimo, unde divinari quo- 
dammodo poteat, quam praeelarum iilud fuerit; restitutum vero postea 
est es divinatione a Eobei-to Simsou^), summi ingenii viro et mirum iu 
modum Graecae matheseos perito. Alius quoque operis Euclidis, -cöntov 
TTpög ini(fiävuav ^ locorum ad auperficiem, duobas libris conscripti, frag- 
raenta Pappus ad finem libri septiuii exbibet; qnod quam praeelarum 
fuerit, ex hoc uno theoremate elegantissimo apparet, quod Euclidis esse 
haud ita multi seiuut.' 

Es wird nun Propos. 238 des 7. Buches ihrem Wortlaute nach 
angeführt. Welche Bedeutung Euklid, abgesehen von seinem Ver- 
dienst als Zusammensteller der Elemente, im Gebiete der analyti- 
schen Geometrie und der geometrischen Oerter hat, ist, seitdem 
Jacobi dies schrieb, mehr und mehr anerkannt worden.*) Seine 
eben angeführten Worte mögen also jetzt als veraltet erscheinen; 
aber immerhin sind sie werthvoll als Zeugniss für den Scharfblick, 
mit dem bereits der Jüngling durchschaute, auf welche Punkte 
hauptsächlich ein tieferes Eindringen in die Mathematik der Griechen 
sich richten müsse. Aus demselben Grunde ist schliesslich noch 
eine Bemerkung hervorzuheben, welche Jacobi zu Propos. 10 macht: 

'Deciraum theorema, ad quod demonstrandum septiraum, octavum, 
nonum praemittit, oireuhim desoribi iubet, qui ties datos seque con- 
tingentes contingat.' 

'Hoc vero thooroma" non eonstruitur, sed algebraice dedueitur, res 
quaesitas datas esse, Nam quod veteres dicimt deraonstrare aliquid da- 
tum esse, id nobis analytica problematis solutiö est. Quam vetus vero 
sit ea aväXv<si.g, eo apparet, quod iam Euclides JtSoidvmv librum scrip- 

1) Nämlich dem Euklid. 

2) Das ManuEcript collegitw. 

S) Daa ManuBcript hat Simpson. 

4) Cantor, Euclid nnd sein Jahchund^-t, Leipzig 1867, S. 14—26, Chaslee, 
Apercu historique etc. p. 13 — 15 und 274—284 der Pariser Ausgabe vom 
J. 1875, derselbe, Les trois livres de porismes d'Euclide, Paria 1860. 
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serat. Aeäo\tivei enim id geuus theorematum vouat, quo demonstuatur 
aliqwid datum esse, Ciiius generis etiam aeptimnm est theorema^), 
satis difficile, datis quadrilateri , quod nnum liabeat angulum rectum, 
lateribiis datas etiam esse diametros. Unumquodque datum reete aniin- 
advertit Pappus proponi posse sive ut theorema sive ut problema, scilieet 
si id invenieadum proponatur, qaod datum esse demonstrandum est.' 

Also auch die wichtige Thatsache ahnte Jacobi bereits, das« 
die Griechen in der analytischen Geometrie einen hohen Standpimlit 
erreicht haben, wie dies neuerdings, ausser von Cantor und Chasles 
(an den kurz vorher angeführten Stellen) und anderen, in einem an 
den Herausgeber gerichteten Schreiben (vol. III p. 1231 f.) von Herrn 
Professor Baltzer in Giessen ausgesprochen worden ist.^) 

Soll der Referent selbst, indem er dem Schlüsse seines Be- 
richtes sich nähert, es entschuldigen, tlasa er so lange einen anderen 
anstatt seiner hat sprechen lassen? Gewiss nicht. Es kam ja nur 
darauf an, in den Kreisen derjenigen Fachgelehrten, welche den 
Forschungen auf dem Gebiete der alten Mathematik femer stehen, 
ein Interesse anzuregen für die Schätze der U eberlief er ung, welche 
nun endlich in authentischer Form erschienen sind, nachdem man 
so lange mit abgeleiteten Quellen sich hstte behelfen müssen. Und 
was vor einem halben Jahrhundert ein Studirender der Philologie, 
bereits sich zuwendend der hohen Wissenschaft, in welcher er bald 
so Grossee leisten sollte, als Erstlingsarbeit geschrieben hat; gilt 
es nicht fast alles noch jetzt, wenn man Beweise dafür sucht, dass 
eine Originalausgabe der Sammlung des Pappus ein wirkliches Be- 
dürfniss war? 

Was Referent noch ausserdem von Material sich gesammelt 
hatte, um andere Belege solcher Art hier beizubringen, muss nun 
allerdings vor der Hand zurückgelegt werden, um nicht die Grenzen 
des zugemessenen Raumes zu überschreiten. Es genügt aber viel- 
leicht anstatt dieser Belege ein kurzer Hinweis auf die lexicalischen 
Sammlungen, welche den letzten Halbband der Ausgabe füllen. Da 
in den Index Graedtatis alles aufgenommen- ist, was sprachlich oder 

1) p p 7 d r h 

2)AhHDC.-t il th IFf 

n ht te Z linft m7XlI78ld Fag b teBfg 

f GÜ tl (jT h ht d L dm te 1 p d S hw p kt 1 It 

lytih Qmtr d Film Idm Bit bhdlt 

4 h d h fi d t Z wäh t d ^t 11 h d K 1 1 t 

d Ib Ftlm wlhJLHb i ZthtMtl 11 
XXIIl, h t 1 1 Abth S 1 - 20 g bt 



y Google 



Kmi,iT Fr. Hdltbou. S'db 

sachlich in dem Werke des Pappus irgend bemeik''iiHwerth ist, so 
wird es in jedem einzelnen Falle, eventuell Mich mit Zuhilfenahme 
des Sachregisters oder des Verzeichnisses dei Autoren, leicht ge- 
lingen, diejenigen Stellen des Pappus aufzuhnden, welche für die 
gerade vorliegende Frage etwa in Betracht kommen. Beispiels- 
halber mögen zuletzt noch zwei Notizen dieser Art hier ihre Steile 
finden. Zur geschichtlichen Entwickelnng derLehievon den Stern- 
polygonen, worüber kurzlich Günther') so trefflich gehandelt hat, 
kommt die Frage in Betracht, wieweit die Griechen auch über- 
geeckte Figuren in den Bereich geometrischer Darstellung gezogen 
haben. Zu diesem Zwecke können im Pappus-lndex die Artikel 
xot.koy(öviov und vnrtog zu Bathe gezogen werden. Ferner im An- 
schluss an die Pappusatelle, wo tcc ivl Siaözijii-ati -ygarpö^sva er- 
wähnt werden (zu vergl. der Index unter SikGxi]^«), theilte Herr 
Professor Cantor in Heidelberg dem Berichterstatter brieflich mit, 
dass durch jene Stelle oifenbar der bisher noch nie beachtete Ur- 
sprung der Geometrie mit einer Zirkel Öffnung nachgewiesen sei, 
einer Disciplin, von deren Existenz bei den Griechen allerdings 
sonst keine Spur bekannt sei, und die später plötzlich bei den 
Arabern, dann im XV. und XVT. Jahrhundert bei den Italienern 
auftauche.'''} 

Dieses letzte Citat, sowie die frühere Erwähnung der Herren 
Borchardt und Baltzer giebt dem Berichterstatter willkommenen Än- 
lass, nochmals seinen Dank für die Beiträge, welche mehrere be- 
freundete Gelehrte dem Werke gespendet haben, öffentlich auszu- 
sprechen. Nicht minder fühlt sich der Herausgeber zu Danke ver- 
pflichtet sowohl für die Unterstützung, welche die Königl. Preussische 
Akademie der Wissenschaften zur Herstellung dea Druckes bewilligt 
hat, als für die von der Verlagsbuchhandlung behufs würdiger Aus- 
stattung des Werkes gebrachten Opfer. 

1) Vermisohte UnterauchuDgen zur Geacbiehte der mathem. WiascD Schäften, 
Leipzig, 1876 , S. 1 — 92, and früher in der S. 1 angeführten Abhandlung 7".o 
s»(ü«pj)o storieo dd poUgoni slellati etc. 

2) VergL Cantor in der Zeitechr. füc Mathem. u, Phj3,, XXII, histor.-liter, 
Abth. S. 146 f. 

Dresden. Friederich Hultsch. 
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F. Klein. Ueber die Erniedrigung der Modulargleiehungen. (Math. 
Atiiialcn XIV lUtg. -117—427.) 

Ueber die Transformation siebenter Ordnung der ellipti- 
schen Functionen, [Ebenda pag. 428 — 471.) 
Eine neue Anwendung derjenigen funetionentheoretisehen Me- 
thoden, deren ich mich in meiner vorletzten Arbeit (Ueber die Trans- 
formation der eiliptischen Funetionen und die Auflösung der Glei- 
chungen flinften Grades, Rep, Bd, 2 pag. 250) bediente, um die 
Modulargleiehungen zu atudiron und in den niedersten Fällen in 
neuer Form aufzustellen. 

Li dem ersten der beiden vorliegenden Äufaätee behandle ich 
in diesem Sinne diejenigen Reaolventen 5"", 7'"", ll**" Grades, welche 
die Modulargleiehungen G'™, 8'*"', 12'*" Grades einem berühmten 
Satae von Galois zufolge besitzen, und zeige, dass diese Resolventen 
in einfachster Form folgendermassen lauten: 

wo J die absolute Invariante des elliptischen Integrals, y die Un- 
bekannte und 9 eine ganze Function mit numerischen Coefficienten 
bezliglicli vom 5'"', 7'°", 11'^ Grade bedeutet. Diese Function <p 
hat in den drei Fällen folgende charakteristische Eigensehaft: 

a) bei n^6 enthält ^(y) einen linearen Factor cubisch, ^(y) — 1 
einen quadratischen Factor doppelt, 

h) bei n = 1 enthält fp{y) einen quadratischeu Factor cubisch, 
ff>{y) — 1 einen quadratischen Factor doppelt, 

c) bei » = 11 enthält (p{y) einen cubischen Factor dreifach und 
ip(y) — 1 einen biquadratischen Factor doppelt. 

In Folge dessen erhält man durch elementaren Ansatz: 
]j bei n = 5: J:J—l : l = {y^ — lly -{- U) {y ~ Zf 
■.y(f~ lOy + 45)^ 
:- 1728, 



2) bei )i. = 7 : J : J - 



1 i.S.^ + 2 7 V^— _7'\ 

: - 5 (13 + 7 y--l) 
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Bei n ^ II wird die Recliiiung weitläufig und ich habe sie noch 
nicht zum Abschlüsse gebracht; ich hoffe die Schiuasformel bald 
auf anderem Wege zu erhalten. 

Die Gleichungen 1), 2) sind übrigens nicht eigentlich neu. 

Schreibt man nümlich in 1) statt J — 1 —rr^i statt j/ x^ und 
zieht aus J" — 1 = fp{y) — l 

beiderseits die Quadrat wiirael, so kommt Brioschi's bekannte Gliei- 
chung fünften Grades in der Form: 



setzt man andererseits in 2} -.- statt J, - 
und zieht aus 

beiderseits die Cubikwurzel, so ^blgt: 

VA 
und dies ist im Wesentlichen dieselbe Gleichung, welche Hermite 
im 2. Bande von Tortolini'a Annali di Matematiea (pag, 59) mit- 
getheilt hat. 

In dem zweiten der hier zu besprechenden Aufsätze stelle ich 
das Problem: für die Transfor.mation l'^' Ordnung die Ga- 
(ojs'sche Uesolvente 168*™ Grades in zweckmässigster Form 
zu bilden, und von ihr aus die früher von mir untersuchte 
Modulargleichung 8"" Grades, so wie die im vorhergehen- 
den Aufsatze studirte Resolvente 7'*"' Grades abzuleiten. 
— Der functionen theoretische Ansatz zeigt ohne Weiteres, dass die 
Wurzel 1) dieser Resolvente mit der absoluten Invariante durch eine 
Gleichung vom Geschlechte ^ = 3 zusammenhängt, und dass diese 
Gleichung durch 168 eindeutige Transformationen von a priori an- 
gebbarer Gruppirung in sieh übergeht. Es gelingt daraufhin, durch 
eine Reihe einfacher Schlüsse die Normalcurve niederster Ordnung 
zu finden, auf welche man die gesuchte Gleichung eindeutig be- 
ziehen kann; sie hat folgende Gleichung: 

und geht durch 168 Collineationen der Ebene in sich über, 
welche sich aus folgenden di'ei durch Wiederholung und Combination 
zusammensetzen lassen: 
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\r — «' ) 



{/ — r)i + (■/" — r') (i + (r* — r')-«, 
3) j >/-"7 . f~(f - /) J + (/ -t)f. + (/ - r)», 

I V— 7 ■ V = (]'^ — /) A + (/ — y) fi + (y* — /)v • 
Das volle System derjenigen ganzen Functionen von l, p, v, welche 
bei diesen Collineationen nngeändert bleiben (und die zugleich < 



volle System der Cavarianten 


von f 


ausmachen), ist leicht anzu- 


geben. Es umfasst aus 


erfnu 


noch die Hcsse'sehe Form sechster 
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die Fonu vierzehnter Ordnung 
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und die Functionaldeterminante von der 21^" Ordnung; 
(!f SV 



«wischen denen, 



(-V)' 



= 0, folgende eine Identität besteht r 



In Folge dessen kann man der Gleichung 168"*" ürades eine sehr 



übersichtliche Form ertheüen. Ma: 



J-.J—l :1 
ährend gleichzeitig 



= ©■"©■ 



tinfach 

— V' , 
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f=Q 
ist, und betrachte in diesem Gteiehungssysteme die beiden 
Verhältnisse J. : ^ : v als Unbekannte. 

För die Modulai^leichiing achten Grades und die Besolvente 
siebenten Grades ergiebt sieh jetzt eine explicite Darstellung der 
Wurzeln durch eine Lösung A:ft:v, Ich hatte der Modular- 
gleichung achten Grades früher die Form ertheilt; 

J: J"— 1:1 =(y + 13t + 49)(t^ + 5t-1-1)^ 
: (t* + 14Tr» 4- 63trä -f- 70t — 7)^ 
:1728t. 
Jetzt finde ich für die acht Wurzeln t^ , t^, ■ ■ - t,- folgernde Werthe: 






{x = (),\, 2, ■ ■ • 6). 
Ich finde ferner für die Wurzeln j/g, y^, ■ ■ i/g der zu Anfang dieses 
Referates mitgetheilten Gleichung siebenten Grades: 



Zum Beweise dieser Formeln gebrauche ich gewisse Eigen- 
schaften der Wendetangenten und Doppeltangenten der Curve /'=0, 
auf die ich hier der Kürze wegen nicht eingehen kann; ebenso will 
ich nur erwähnen, dass die früher bereits von mir hervorgehobene 
EigenthOmlichkeit der Modulargleichung achten Grades, eine Ja- 
kobi'sche Gleiehimg zu sein, hier darauf zurückkommt, dass bei 
der Curve f=0 ein System von Berührungscurven dritter Ordnunng 
mit gerader Charakteristik ausgezeichnet ist. — Meine Arbeit ent- 
hält ausserdem eine genaue Darlegung der auf die verschiedenen 
Irrationalitäten bezüglichen Verzweigungen, wobei ich, wie früher, 
in ausgiebiger Weise die Darstellung durch Figuren verwende. 
Diese Figuren sollen für die Probleme siebenten Grades dieselbe Be- 
deutung beanspruchen, wie die Gestalt des Ikosaeders für die 
Probleme fünften Grades. 

Die hauptsächlichen der hiermit berührten Resultate habe ich 
bereits früher in zwei Noten veröffentlicht, welche ich am 4. März 
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und 20. Mai vorigen Jahi'es der Briauger Societät vorlegte. Ich 
zeigte dort ausserdem, dass sich nuninehr die Zuriiokführung der- 
jenigen Gleichungen siebenten Grades, welche die Gruppe derModular- 
gleichuiig haben, auf eben diese Modulargleichung explicite bewerk- 
stelligen lässt (wegen der Problemstellung vergl. Kronecker: „üeber 
Gleichungen siebenten Grades" in den Berhner Monatsberichten von 
1858.) Hierauf bin ich in den gegenwärtig vorliegenden Aufsätzen noch 
nicht eingegangen; ich hoffe demnächat ausführlicher auf diese und 
verwandte Fragen zurückkommen zu können. 

München, den 9. Februar 1879. 

F. Klein. 



G-, Eneatrdm: Differenskalkylens historla. I. (Upsala Universitets Ars- 
Bcriffc 1879. Matematik ooli Nafciivvetenakap. I.) Upsala 1878. (4. 
V. 71 S. 8, 
Die ersten Spuren der Differenzenrechnung müssen aus den 
Untersuchungen Über Interpolation, Reihen und Theorie der Diffe- 
rentiale zusammengesucht werden. Newton gab erst 1687 in 
Philo Sophia naturalis principia uiatliematica die allgemeine 
Interpolationsformel 

n, = )!fl + xAni, + ^-ff^ A^'o H 

^ a^f-^ _■ 1) (^ _ B) . . . . (a^ _ „ + 2) ^„_j^^^ 

als Lösung des Problems: Eine parabolische Curve durch ge- 
gebene Punkte zu ziehen. Zwei andere verwandte Formeln finden 
sich in seiner Methodus differentialis (1711). Etwas später als 
Newton versuchten auch Hermann, Cotes und Craig das Inter- 
polationsproblem zu lösen. Auf der andern Seite gelang es Leibniz, 
Montmort und Jakob Bernoulli durch Untersuchungen über 
die Reihen ein willkürliches Glied durch die Differenzen des ersten 
Gliedes, oder eine willkürliche Differenz durch die Glieder auszu- 
drücken; freilich muss zugestanden werden, dass die allgemeinen 
Formelu nicht gegeben sind. Der letztere verdient besonders hier 
erwähnt zu werden als Erfinder der nach ihm benannten Bernoulli- 
sehen Zahlen, welche bekanntlich in der umgekehrten Differenzen- 
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rechnung häufig gebraucht werden. In methodisclier Hmsieht ist 
zuletzt das Hej'vortreten der Differenz eure clmung durch die Aus- 
bildung der Differentialrechnung wesentlich befördert worden. Da- 
gegen finden sich vor 1715 gar keine Spuren einer Theorie der 
Di ff erenzen gl eichungen . 

Sehr wenig war also für die Differenzenrechnung gethan, als 
Taylor (geb. in Edmonton 1685, gest. zu London 1731J seine tief- 
gehende aber schwer verständliehe Methodus incrementorum 
directa et inversa, 1715 (neue Titelausg. 1717, Aufl. 2 1862) 
veröffentlichte, welche die erste systematische Darstellung der Diffe- 
renzenrechnung enthält. Taylor bezeichnet die erste Differenz (in- 
crementum) der variablen Quantität x durch x^ die zweite Diffe- 
renz durch X oder x, u, s. w., so dass die n'^ Differenz ist x. Die 
successiven Werthe bezeichnet er durch Accente, so dass, wenn 
X = ih ist, 

Die Theorie der endlichen Differenzen wird von Taylor haupt- 
sächlich als eine Theorie der Differenzengleichungen gegeben; lautet 
ja schon der erste Satz: data aequatione quantitates varia- 
biles involventc invenire incrementa, obgleich er ihatsächlich 
nur enthält, dass 

A"«« = w^ - «w.+«-i + + (~ lyvr, . 

In den folgenden Sätzen zeigt Taylor, dass 



/\,x^"'' = jKa;'™"'' , 2;a;''" 



_(m+l) 



Aa;*"'"' = — itix'-~"'~" , Ux'-'~"'* = ■ — ' — — , 
ferner dass, wenn 
h^Ax, th+,„ = «, -f nAu.r + ^^— Ahi.. + ■■■■ + A"»/. 

und u^, = «. + 4 d"? + r^ rfP^ + ■ ■ ■ ■ ■ 

Noch beweist er, dass eine Differenzen gleichung nothwendigev 
Weise ein Integral haben muss, und dass das allgemeine Integral 
einer Differenzengleichung r^' Ordnung *■ arbiträre Oonstante hat, 
giebt einige specielle Integration smetho den und wendet die Diffe- 
renzenrechnung auf Summirung, Interpolation und Bestimmung ge- 
wisser Coeffleienten au. Für die nähere Formiilimng dieser und 
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der übrigen Sätze Taylors verweise ich auf die Abhandlung; ich er- 
wähne nur, dass Taylor bei der Coefficientenbestimmung die Glei- 
chungen 

«.+, = {2x + 1)«. , 

w^i = (2a; + 1)«;^. + {x + \)u, 
integrirt, und dass seine Methode auf die allgemeine Gleichung 

angewendet werden kann. 

Weitere Beiträge zur Differenzenrechnung giebt Taylor in 
Philosophical Transactions 1717 und in Moivres Miscel- 
lanea Änaiytica; zwar zeigt er auf der letzten Stelle nur eine 
sehr apecielle Integrationsmethode an. Dagegen hat er in Philo- 
sophical Transactions 1717 ein neues Zeichen eingeführt; ihm 
ist nämlich 

\x\ = 2:x 
und allgemein 

Ferner hat er hier noch die gewöhnlichen Ausdrücke für 

£\{u^v^), /V{u^v^), 2(U:,v^), 2:''(u^v,), S''a- und Sa'^ip(x) 
hergeleitet. 

Dies alles hat Taylor also zur Ausbildung der Differenzen- 
rechnung geleistet. Die Fehler seiner Darstellung sind dagegen, 
dass er die Differenz enrechnung in allzu nahe Beziehung zur Diffe- 
rentialrechnung gebracht hat, und daas seine Bezeichnung sehr un- 
bequem, seine Aus drucks weise sehr dunkel und schwerverständlich 
ist. Aber dennoch ist sein Verdienst um die Differenz enrechnung 
so gross, dass beinahe ein halbes Jahrhundert verging, ehe dieselbe 
weiter geführt ward, und wenn einige Verfasser Nicole als Mit- 
erfinder der Differenzenrechnung nennen, so beweist dies nur, dase 
sie die Schriften Taylors nicht gelesen oder nicht verstanden haben. 

Die zweite noch nicht erschienene Äbtheilung behandelt die 
Geschichte der Differenzenrechnung bis zu Lapiace und Con- 
dorcet; die zwei noch folgenden Abtheilungen werden die Aus- 
bildung derselben bis auf unsere Zeit verfolgen. 

G. Eneström. 
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E. B e e z : Ueber das Riemann'sehe Kriiinmungsrnftss höherer Mannig- 
faltigkeiten. (Zeitschrift für Mathematik iiiifl Physik Ed, XXIV, 



Die ö ^10 eil G machende Schrift B. Eicmanns : „Ueber die Hypo- 
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen" hat durch die von 
H. Weber und B. Dedekind in den gesammelten Werken Riemann's 
zum ersten Male veröffentlichte Abhandlung: „Commentatio mathe- 
matica, qua respondere tentatur quaeationi ab illustrisaima Academia 
Parisiensi propositae" eine wichtige Ergänzung und in analytischer 
Beziehung einen höchst befriedigenden Abschluss erhalten. Obwohl 
diese Arbeit nämlich in der Hauptsache von isothermen Linien in 
einem erwärmten unbegi'enzten Körper handelt, so enthält sie doch 
im zweiten Theil einen rein mathematischen Excurs mit der Ueber- 
schrift: „De transformatione espresaionis 2J„'h„-ds,dSt- , in formam 
datam S,i'a„'dx^dx,- , welcher in knappest«!- Form die Frage er- 
örtert, wann es möglich sei, die wesentlich positive quadratische 
Form 2^h,t'ds,ds,- der » Differentiale ds^, rfs^, ■ ■ ■ ds„, bei welcher 
die Coefflcienten b,,' Functionen der n Yariabelen %, s^, • ■ ■ s„ 
sind, in die quadratische Form i:„-a„-dx,dx,' von ebenso viel Diffe- 
rentialen dXi, dx^, ■ ■ • dx„ zu verwandeln, bei welcher die Coeffl- 
cienten üti; constant und eventuell der Einheit gieieh sind. Die Be- 
dingung fiir die Möglichkeit dieser speciellen Transformation wird 
dahin bestimmt, dass die Coefflcienten &„' nebst ihren ersten und 
zweiten Derivirten der Gleichung 



\) 






- + 






d'b. 



~8sSs, 



+ 2 2 r.'(.P.,v"P.- 
welcher 



-pru-Pv\'.-)^ = 



gesetzt ist und s mn tl 1 e 
durchlaufen, identacl en ^e 



' Zallenreihe 1, 9, ■ ■ ■ « 
Sei eibt man die linke 
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Seite der Gleichung I) zur Abkürzuug {ii'l"i"')j so liisst sich in 
dem allgemeinen Falle, daaa die Coefficienten 6,,' und ihre ersten 
und zweiten Derivirten die Gleichung I) nicht befriedigen, ein zu 
der quadratischen Form S„'h,,-ds,ds^' covarianier Ausdruck 
A) ö^i:h„'ds.ds.- — 2d$i:K-ds,äs,' + d^£K'ds,ös,' 

aufstellen, welcher, wenn man die Variationen der zweiten Ord- 
nung d^, dd, ö^ so bestimmt, dass die Gleichungen stattfinden: 
$'Zh„-ds,ös,- ~ dSh.^-ds.S's,- — d£K-Ss,Ss.' = 
ö'SK-ds.ds,' — 2di:h,-ds.d's,' = 
d'2:b„-ds,ds,-—26Sb,.'ds,S's,' = 0, 
in die ebenfalls eovariante quadrilineare Form 

IT) i:(iii"r)(ds,Ss.' — äs;Ss)(dsi'Ss. ^s,-#s,") 

übergeht. Wenn daher die quadratische Form l^b,; ds^ds,' durch 
die Substitution neuer Variabein x in die quadratische Form 

2^a„' dx, dx,' 
transformirt wird, so gellt auch die aus der ersteren abgeleitete 
quadrilineare Form II) in die aus der zweiten abgeleitete ent- 
sprechende quadrilineare Form über. Sollen im speciellen Falle die 
Coefficienten a,,- ohne Ausnahme constant sein, so verschwinden 
sämmthche Coefficienten der zweiten qua^irUinearen Form. Dies 
aber zieht das identische Verschwinden der ersten quadrilinearen 
Form nach sich, was wiederum nur dann eintreten kann, wenn 
sänimtliche Coefficienten {t.i,' l'i.'") identisch Null werden. 

Die im Vorstehenden notirten Resultate — bis auf das von 
Biemann gegebene Schema A) zur Bildung der quadrilinearen Co- 
variante II) hat unabhängig von Rieniann auch Lipschitz gefunden 
und in seiner vom 4. Januar 1869 datirten berühmten Abhandlung 
„Untersuchungen im Betreff der ganzen homogenen Functionen von 
n Differentialen" in Borchardt's Journal Bd. 69 veröffentlicht. Aus 
einer neueren Abhandlung desselben Verfassers: „Bemerkur^en zu 
dem Princip des kleinsten Zwanges", Boreh. J. Bd. 82, erfahren wir 
aber femer, dass ihm auch der Umstand, auf welchem der eigen- 
thümliche Algorithmus Riemanns beruht, bereits seit einigen Jahren 
bekannt war und dass man von seinen Formeln ohne Schwierigkeit 
zu dem Riemann' sehen Schema A) gelangen könne. 

Wenn trotzdem der Ref. in der obigen Abhandlung — allerdings 
gestützt auf die Lipschita'schen Arbeiten — eine directe Yerification 
der Rieniann'schen Form A) unternommen hat, so ist dies aus dem 
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Grunde geschehen, weil dieselbe ungleich leichter sieh bewerk- 
stelligen lässt als die Ableitung der Lipschii?/ sehen Gleichung 37), 
Borch. J. Bd. 72 S. 16, beziehentlich der Gleichung 74» Bd. 70 p. 99, 
aus welchen Lipschitz den Riemann' sehen Ausdruck A) deducirt. 
Diese Verification nebst dem Beweis, dass die Coefficienten (it't"*.'") 
nicht unabhängig von einander verschwinden, auch wenn die Form 
Zi^'ds^ds.' von n Differentialen nicht aus einer Form ZJdy,^ von 
» -f- 1 Differentialen mit Zuhilfenahme einer Gleichung 

f(yiy2 ■ ■ ■ y-'+O =' ^* 

entstanden ist — was Lipschitz in aemem „Beitrag zur Theorie der 
Krümmung", Borch. J. Bd. 81 S. 240 in Zweifel zieht — bilden 
den Inhalt des zweiten und dritten Abschnitts der obigen Abhand- 
lung, nachdem im ersten die Ableitung der Gleichung I) ausführlich 
reproducirt worden ist. 

Der vierte Abschnitt handelt von der Beziehung der quadri- 
linearen Oovariante II) zum Gauss' sehen Krümmungsmass. Ilie- 
mann nimmt ohne jegliches Bedenken an, dass auch wenn die 
Form II) nicht verschwindet, der Ausdruck 



iiT) - -; 



Sb^,.dg,ds^.£b,^.äs^Ss^. — (£6„.ds/8,.)' 



das Krümmungsmass einer Fläche bedeute, deren Linearelement in 
einem Räume von n Dimensionen durch Y^^b,,' ds,ds,' gegeben sei 
und welche sich so umbiegen lasse , dass sie in unseren Anschauungs- 
raum hineinfalle. Diese Fläche würde erhalten, wenn man vom 
Punkte Sj, Sä - ■ ■ s„ alle kürzesten Linien ziehe, in deren Anfangs- 
elementen die Variationen der s in dem Verhältniss: 

ßc7s, + ßdi^, : ads, + ßds,_ :■■■■: ads^ + ßds„ 
stehen, worin a und ß unabhängige Parameter bedeuten. Man hat 
also nach Biemann's eigener Angabe es mit Flächen zu tbun, welche 
in einem Baum von n Dimensionen enthalten sind. 

Bekanntlich hat aber Gauss sein Krümmungsmass nur für ge- 
wöhnliche d. h. solche Flächen entwickelt, welche in einem ebenen 
Baume von drei Dimensionen liegen und für diese den Satz abge- 
leitet, dass sie sich beliebig umbiegen lassen, ohne dass ihr Krüm- 
mungsmass geändert wird, dass sie also, wenn- das Krümmungs- 
mass constant ist, sich mit Biegung in sich selbst verschieben lassen. 
Eine Ausdehnung dieser Sätze auf gewundene Flächen, d. h. solche 
b'liiehen, welche einen Raum von mehr als drei Dimensionen durch- 
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setzen, ist aber gewiss nicht ohne Weiteres zulässig. Man müsste 
doch wenigstens für den nächst einfachen Fall, dass nämlich die 
betrachtete Fläche in einem ebenen Räume von vier Dimensionen 
enthalten ist — also analytisch durch zwei Gleichungen f{x^ x^ a^g x^ 
(p(_Xi x^ x^ x^) zwischen vier Variabein gegeben ist, nachweisen 
können, dass sich ihr Krümmungsmass auf die Form bringen lasse, 
welche Gauss im XI. Artikel der disquisitiones circa superficies 
curvas für die gewöhnliche Fläche aufgestellt hat. Nachdem ßef. 
schon früher diesen kritischen Punkt der Riemann' sehen Krünimungs- 
theorie angedeutet hat (s. Schiömilch Ztsehr. f. Math. u. Physik XXT 
p, 392), glaubt er jetzt den Beweis erbracht zu haben, dass es 
überhaupt unmöglich ist, die Theorie des Gauss'schen Krümmungs- 
masses auf gewundene Flächen auszudehnen, da der Osculations- 
raum derselben — das Analogen der Osculationsebene einer Linie 
doppelter Krümmung — nicht eindeutig bestimmt werden kann, 
sondern sich mit der Richtung ändei-t, in der man von einem Punkt 
2U einem benachbarten der Fläche fortschreitet. 

Zum Schluss gestattet sich Ref. noch eine kurze Bemerkung 
über die Tendenz seiner Arbeiten. Wenn es sich bei der mathe- 
matischen Theorie des Krümmungsmasses lediglich um eine rein 
analytische Verallgemeinerung handelte, so dass die Bezeichnung 
„Krümmungsmass" nur ein symbolischer Ausdruck, eine „fa^on 
de parier" wäre, wie wenn man in der neuern Geometrie von 
unendlich entfernten oder imaginären Punkten, Geraden, krummen 
Linien etc. redet oder wie wemi der Analytiker sich dei Sprache 
der Geometrie bedient, um Sätze, die für Zahlenmannigtaltigkeiten 
gelten, kurz und so zu sagen anschaulich (!) auszudrücken — dann 
könnte man ohne Bedenken die Formel III) als das Knimmungs 
mass der quadratischen Form £()„'rfs,rfs/ bezeichnen. boU abei 
die Formel III) als Grundlage für metaphysische Speculationen 
über den Raum dienen, dann ist es Pflicht der Wissenschaft, 
bei aller Verehrung für den Genius Riemann's, offen die Haltr 
losigkeit dieser Interpretation autzudecken. Dabei erkennt aber Ref. 
ebenso aufrichtig es als das unbestreitbare Verdienst Riemann's 
an, dass er der mathematisch-philosophischen Speculation über den 
Raum durcli die Aufstellung des Begriffs eines ebenen Raumes — der 
in der That ein völlig neuer ist — überhaupt erst die Bahn ge&i&iet 
hat. An Riemann also knüpfen die neueren Untersuchungen über 
den Raum an und wer auch mit denselben gegenwärtig sich be- 
schäftigt — mag er nun zu gleichen Resultaten wie Riemann ge* 
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langen oder nicht — immer wird er, wenn er ehrlieh ist, offen 
und dankbar bekennen müssen, dass Riemanii ihm zu seilten Specu- 
lationen den Weg gebahnt bat. 

Plauen i. V. R. Beez. 



M. Noether: Ueber äie Gleichungen 8'"" Grades und ihr Auf- 
treten in der Theorie der Curven 4'^' Ordnung. (Mathem, 
Ana. XV.} 

Dieser Aufsatz soll zunächst gewisse, bei der Curve 4'*' Ord- 
nung auftretende, aber bisher noch nicht behandelte Kegelschnitt- 
systeme untersuchen. Man kann nämlich die 28 Doppeltangenteii 
so in sieben mal vier zerlegen, dass durch die Berührungspunkte je 
vier solcher ein Kegelschnitt geht, was , jeder Zerlegung entsprechend, 
ein System von 7 Kegelschnitten liefert. Nun sind von diesen 
7-8ystemen 24 ■ 315 unejgeniliche, indem bei denselben je ein Kegel- 
schnitt ausgezeichnet auftritt, aber ausserdem existiren 135 eigent- 
liche Systeme. 

Um die Beziehungen dieser letzteren Systeme zu einander und 
zu anderen Systemen voils^ndig zu behandeln, mussten zwei ver- 
schiedene Theorieen entwickelt werden, die ich indess eingehender, 
über den unmittelbaren Zweck hinaus, darlege, um sie allgemeiner 
anwendbar zu machen. Die gewöhnliche Bezeichnungs weise der 
Doppeltangenten, durch die Paare von 8 Grössen, wie sie nach 
den Arbeiten von Hesse, Äronhold und Cayley (vgl. Salmon's 
„höhere Curven") angewandt wird , zeichnet eine der 36 Schaaren 
von Berührungspunkten S**' Ordnung vor den übrigen aus. Diese 
Weise musste daher so ausgebildet werden, dass sie nun für alle 
Uebergänge zu beliebigen Systemen bequem verwerthbar wird. 

Ferner hat die Auszeichnung der einen der 3ö Schaaren zur 
Folge, dass die Gleichung für die Doppeltangenten sich auf eine 
Gleichung achten Grades reducirt, für welche unser Kegelschnitt^ 
System, wenn man ein solches adjungirfc, eine wichtige Resolvente 
liefert — nämlich eine Gleichung 7'^" Grades, deren Wurzeln sich 
zu Tripeln ordnen. Aber es existiren schon seit lange Unter- 
suchungen über specielle Gleichungen achten Grades; zunächst von 
Galois, Betti, Kronecker, Hermite über die Modulai-gl eich ung 8'™ Grades, 
welche der Transformation 7'°' Ordnung der elliptischen Functionen 
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entspricht. Diese Gleichung hat eine Hesolvente 7'^" Grades, mit 
einer Gruppe von 168 Substitutionen; aber die wesentlichste Eigen- 
schaft dieser speciellen Gleichung, die ich bisher nicht ausgesprochen 
linde, ist wiederum die oben bezeichnete Anordnung der Wurzeln 
in 7 Tripel. Femer hat Mathieu- die Gleichungen achten Grades 
behandelt, deren Wurzeln in Quadrupelpaaren geordnet sind: auch 
diese besitzen die Resolvente 7"*" Grades mit der Tripeleigenschaft. 
Da diese Zusammenhänge bisher nicht klargelegt worden sind, war 
es nöthig, dieselben zu entwickeln, was durch sehr einfache Be- 
trachtungen geschieht. Es mag dabei bemerkt werden, daas die 
allgemeinen Gleichungen 7'" Grades mit Tripeleigenschaft eben 
jene sind, weiche, nach neueren Mittheihingen von F. Klein, durch 
elliptische Functionen gelöst werden können. 

Erlangen. M. Noether. 



imbattista Biadego: Pietrö Maggi matematico e poeta vero- 
neae (1809 — 1854). Verona, H. F. Münster, ISVJ. 

Pietro maggi fu uno de piü distinti matematici italiani del 
; secolo (1809 — 1854). II suo nome e molto poco conosciuto 
nella scieuza, e perö l'A. si e proposto di esporre i suoi lavori che 
sono molteplici. 

La biografia si divitte in trc paiü: la prima e puramente bio- 
grafica; la seconda discorre degli scritti scientifici del Maggi; la 
terza dei suoi lavori letterarii. 

La vita del Maggi a un interesse non solo cittadino nia nazio- 
nale. Uno de suoi fratelli mori nelle cai'cen di Mantova, niartire 
della patria. 

Quanto alla sua vita come scienziato deve ricordarsi ch' egli, 
discepolo del Bordoni d' Pavia, tenne le veci del suo maestro Tab, 
Giuseppe Zamboni, il celebre inventore della pila a secco, nella 
cattedra di Fisicaal Liceo di Verona: e che poi fu professore di 
niatematica applicata (meccanica ed idraulica) all' üniversitä di Pa- 
dova, dove suceedette a Carlo Conti di Legnago. 

11 Maggi si occupe apeeialmente di Fisica e di geometria ana- 
litica, Trattö le quistioni geometriche che interessano la fisica- 
matematica. 
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II primo suo lavoro e un Saggio aulla Tcoria dellc indu- 
zioni clettrodinamiche, nel quäle egli diede per primo, sulle 
orrae di Ampere, la tooria di queati fenomeni (1832). In questo 
lavoro egli formule quella legge flsica che poscia preee il nome del 
Lenz, che la dimostre poco dopo (Poggendorffs Arnialen. 31. Bd.). 

Ira i molti suoi lavori di fisica va ricordato quello in cui de- 
scrive una sua sperienza, mediante la quäle dimoströ l'influenza 
della magnetizzazione sulla conducibilitä calorifica del 
ferro dolce. Egli descrive questa sperienza anche in una lettefa 
al De la Bive inserita neUa Biblioth. univ. de Geneve to. XIV 
a. 1850. 

I primi suoi lavori geometrici sono l'uno au una nuova ma- 
niera di evolute e di evolventi e di un sistema di rette 
nello spazio. In queato lavoro egli suppone che il filo per niezKo 
del quäle si descrive Tevolvente si fisso ad ambedue i suoi copi; 
cliiama evolventi ed evolute elUttiche questa nuova maniera di curve : 
e dimostra in questo lavoro il teorema del Dupin ebo nol sistema 
di raggi lucidi che ammettono trajettoria ortogonale 
questa ä luogo eziandio dopo un numero qualunque di ri- 
flessioni e rifrazioni. 

Altro suo lavoro tratta delle linee di stringimento e 
d'allargamento, e contiene poi alcnne applicazioni nieccaniche ed 
idr au liehe. 

II Maggi fu Membro Effettivo dell' Istituto Veneto di scienze 
lettere ed arti, e vi lesse nel 1852 un suo rimarcherale ed impor- 
tantessimo lavoro sugli avvicinamenti (contatti) di vario ordine 
dei sistemi a 3 dimensioni. Ira l'altre coae egii dimostra in 
queato lavoro in forma piü generale il teorema del Babinet sulla 
media fra le eurvature d' piü linee disegnate in una superficie e 
pasaanti per uno stesso punto, nonche altro da cui deduce quelle 
del Lame quando le tre famiglie di superficie sono a vicenda nor- 
mal! esse si tagliano continuamente sulle loro linee di massima e 
minima curvatura. 

Piü' tardi egli generalizzfi il teorema seguente di Joachimsthal 
{Joum. de Grelle Vol. XXX) „ae una iiuca di curvatura principale 
d'una auperfleie sarä plana l'angolo compreso dalla superficie atessa 
e dal piano che sulla detta linea la puo tagliare si . serba per tutto 
il cor so di questa inyariabile". 

La presente biografia che contiene un resoeouto dei auoi lavori 
e pure corredata da una completa bibliografia degli scritti 
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editi eil inediti. Vi sono pubblicate alcunc cose inedito, comc 
ad es. alcune lettere e la Prefazione ad uii suo tratfcato giovanilc 
sulle sezioni coniche. V ä pure una notizia d'iina sua memoria 
inedita in cui combatte i principü di iiieccaiiica molecolarc dei 
Fusänieri. 

Verona. G. ß. Biadego. 



O. Sohmitz-Dumont: Bio mathematischen Elemente der Er- 
kenntniestheorie. Grundriss einer Philosophie der mathe- 
matieohen Wissenschaften. (I5erliii. Caii Duntker's Voi-kg. 1878. 
XV. 452 S. 8. M. la,) 
Vorliegende Arbeit entstand aus Untersuchungen über die lo- 
gischen Formen, welche den Formeln der mathematischen Änalysis 
correspondiren, um daraus ein endgültiges Urtheil über die Deu- 
tungen zu erlangen, welche diesen Formeln gegeben werden können. 
Hierzu war eine eingehende Kritik und theilweise neue Feststellung 
. der mathematischen Grundbegriffe nothwendig, was seinerseits wieder 
ein Zurückgehen auf die Elemente der Begriffbildung überhaupt 
«nd demgemäss eine neue Grundlegung der gesaramten Erkenntniss- 
theorie erforderte. Als Ausgangspunkt hierzu diente die That- 
Sache, dass überhaupt Etwas existirt, welche Thatsache in dem 
Gegensatz „Denken — Empfinden" formulirt wurde, entgegen dem 
in der Logik gewöhzilich üblichen Gegensatz „Denken — Sein"; alle 
von der gewöhnlichen Entwickelung der Erkenntnisstheorie hier als 
verschieden gefundenen Resultate sind reine Consequenzen jenes als 
Leitprinzip benutzten Gegensatzes. Als Gesammtresultat der logisch 
metaphysischen Untersuchungen in den Abtheilungen Ä und E und 
der mathematischen in JS, C, D ergab sich der strenge Beweis des 
von Ijeibnitz aufgestellten, von den neueren Philosophen und Mathe- 
matikern bestrittenen Satzes, dass alle mathematischen Disciplinen 
incl. der Mechanik, sowohl ihren Grundbegriffen wie Combinationen 
nach aus dem Identitätsatze als einzigem Denkgesetzo abgeleitet 
werden können, ohne irgend eine specifische Erfahrung zu Hülfe 
zu nehmen. Zur Bestätigung des Beweis Verfahrens dienen ver- 
schiedene neue mathematische Resultate, welche sich auf höchst 
einfache Weise und ungesucht aus dem Grundprincip ergeben. 
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In Abtheilung B. Arithmetik, ergiebt dies Prineip, dass alle 
combinatorisehen Gebilde des Denkactes, sowohl in ihrer einfachsten 
Gestalt als Zahlen, wie auch in den verwickeltsien analytischen 
Formeln, einer zwiefachen Betrachtungsweise zugänglich sind, nach 
dem Begriff der Quantität und dem der Qualität; und dass diese 
zwei Betraehfcui^s weisen nothwendig sind, wenn man alle bei den 
analytischen Formeln zulässigen Deutungen finden will. Es wird 
gezeigt, dass die qualitative Betrachtung heute schon bei vielen 
mathematischen Untersuchungen versteckter weise ausgeführt wird, 
dass sie aber zu einem aligemeinen Prineip erhoben werden muas, 
wenn sie ihre ganze Fruchtbarkeit entfalten soll, und dass damit 
zugleich alle metamathematischen Unbegreiflichkeiten verschwinden. 
Es ergiebt sich eine allgemein logische Interpretation der Imaginär- 
formen, woraus die Fundamentalsätze der Gleichungen als einfache 
Corollare hervorgehen. Als ein Eesultat der qualitativen Zahl- 
betrachtung zeigt sich, dass nur Complexe von 2, 3 und 4 Ein- 
heiten eine eindeutige Vertauschbarkeit ihrer Elemente besitzen 
können, und dass die Unlösbarkeit einer allgemeinen Gleichung von 
höherem Grade als dem vierten , auf demselben logischen Grunde 
beruht wie die Undenkharkeit eines Raumes von mehr als drei zu- 
einander senkrechten Richtungen. Der aus gedehnteste Gebrauch 
qualitativer Betrachtungsweise wird in der Inhnitesunalrechnung ge- 
macht, demzufolge Formenrechnung genannt, weil die Hauptbedeu- 
tung derselben von der Form der analj tiicheu ausdrücke abhängt 
und nicht von der Grösse der hier gebrauchten Factoren. Hier- 
durch wird eine Entwickelung der Difteien^enmefchode ermöglicht, 
welche die Begriffe des Unendlichkleinen und -Grossen als unnöthig 
und alogisch prineip iell aussehliesst, ohne bei irgend einer An- 
wendung der Änalysis zu versagen. 

In Abtheilung C. Geometrie, wird die denkuothwendige Ab- 
leitung der Begriffe „Grösse der Ausdehiiuug, Richtung der Aus- 
dehnung" gegeben, wodurch das Euklidische Pai'allelenaxiom sich in 
eine Nominaldeünition verwandelt. Aus dieser genauen Definition 
des Eichtungsbegriffes folgt ein arithmetischer Beweis der Drei- 
dimensionalität des Raumes, d, h.: das zu Betrachtungen der Lage 
nothwendige Continuum, dessen eine Geometrie überhaupt zur 
Aufnahme ihrer Gebilde bedarf, kann nur 3 dimensionale Unter- 
scheidungen zulassen. Die Ursache der neueren metamathematischen 
Specuiationen stellt sich dabei heraus als: die nicht erkannte oder 
beachtete Vieldeutigkeit mehrerer analytischer Symbole. Dieselbe 



y Google 



352 0. StHMMZ-UuMONl. 

Ursache erweist auch die Unvollkommenheit der Euklidischen Me- 
thode bei Aufstellung der Sätae über Congruenz. Dem gegenüber 
wird hier eine streng logische Definition der Congruenz gegeben, 
wodurch die symmetrischen Figuren als incongruent sich heraus- 
stellen, und die geometrischen Paradoxien symmetrischer Körper 
verschwinden. Weiterhin wird gegeben eine philosophische Deutung 
des Priucips der Dualität, der Osculationen , und im Anschluss an 
das arithmetisch Imaginäre eine generelle und rein logische Inter- 
pretation des geometrisch Imaginären, woraus sich dessen Bedeutung 
für die analytische Behandlung mechanischer Probleme ergiebt. 

Ebenso wie durch die Losung des Raumprobiems die Geo- 
metrie, so werden durch Analyse der Begriffe „Masse, Bewegung, 
Kraft" die Betrachtungen der Mechanik in die allgemeine Logik 
eingeführt. Bewegung ergiebt sich dabei als Quotient von Zeit und 
Raum, Masse als Zahlfactor, und der Kraftbegriff der reinen Mechanik 
als die einfach logische Beziehung von Masse und Bewegung, die 
eben deshalb nur eine eindeutige sein kann, nicht verschiedene 
Arten von Kraft zulässt; die empirischen Kräfte dagegen sind 
verschiedene oft irrtbüraliche Anwendungen dieses rein logischen 
Kraftbegriffes auf Binzelreihen von Erscheinungen, denen wir, zu- 
weilen mit Recht, zuweilen mit Unrecht, eine gemeinsame Natur 
zuschreiben. Dadurch werden die sogenannten Principien der Mechanik 
als rein logische Sätze erwiesen, die ihren Schein von Empirismus 
nur durch das mangelhafte Verständniss der ihnen zu Grunde lie- 
genden Begriffe, speziell durch die nicht ausgeführte Trennung des 
logischen ( Kraft-) Functionalbegriffes von seinen empirischen An- 
wendungen erhielten. 

Die weitere Entwickelung dieser Sätze führt sodann (Abtheilung 
JE) zu einer atomistischen Theorie von absoluter Einfachheit, oder 
wie man zu sagen pflegt, zu einer Construction der Körperwelt mit 
HüJfe einer einzigen Kraft oder Stoffart, Diese Theorie erweist sich 
also fähig, die bisherigen allgemein anerkannten Spezialerklärui^en 
der Physik in sich aufzunehmen, und lässt ausserdem noch einen 
grossen Spielraum für neue Oonstructionen; die hier gegebenen be- 
anspruchen nur das Stadium eines ersten Versuches. 

0. Schraitz-Dumont. 
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F. Folie; Elements d'une thöorie des Faisceaux, par F. Folie, ad- 
ministrateur-inspecteur de l'universite de Liege, Charge du 
cours de geometrie supörieure, membre de l'acadömie de 
Belgique. LiÖge, A. üecq, libraire. 
Die wichtigsten, in diesem Werke enthaltenen Sätze, sind fol- 
gende. Wir geben sie nur für die Curven dritter Ordnung an, ob- 
gleich sie in dem Werke bis auf die fünfte ausgedehnt sind, und 
sich noch weiter ausdehnen lassen. Die correlativen Sätze für die 
Curven dritter Classe wird man gleich aus den ersteren ableiten 
können. 

Vermittelst dieser Sätze wird man eine, durch neun Punkte be- 
stimmte Curve dritter Ordnung, sehr einfach beschreiben können. 
Die Auflösung ist doch in dem, ganz theoretischen j Werke nicht 
enthalten. 

I. Pappus'scher Sais. Sind zwei cmy^irte Dreiseih ein^ Oune 
3"^ Ordnung eingeschrieben*), so sind die Froducie der Abstände eines 
heUeb^en Pm^tes der Curve von den Seiten eines jeden Dreiseit ana- 
logisch**). 

II. Desargues' scher Sats. In demselben Falle schneidet eine 
beliebige Gerade die Cvroe und die Seiten der beiden Dreiseite in drei 
lernen Funhten d&r Involu^on. 

in, Pascal' scher Säte. In einem Systeme von etpei, eirter Civrve 
3*"' Ordnung conjugirten Vierseiten, begegnen sieh die vier Paare ent- 
gegengesetster Seiten in tiier j^nkten, welche auf derselben Geraden liegen. 

IV. Sats. Wenn man drei mit drei, in beliebiger Ordnung, die 
Paare entgegengesetzter Seiten von zwei, einer Curve 5'*'' Ordnung con- 
jugirten Vierseiten zusammensetzt, so bekommt man ein Pascal'sches 
Hexagon. 

V. Sats. In einem System von swei einer Curve 3'^ Ordmtng 
conjugirten n Seiten schneiden sieh die Paare nicht adjacenter Seiten in 
n{n — 3) Punkten, tvelche amf einer Curve (w '■ — Zy Ordnung liegen. 

VI. Sats. Anharmonische Eigenschaft 5'"" Ordnung. Wenn 
«Jon einen beliebigen Punkt einer Curve 5'"" Ordnung mit den Ecken 
von swei derselben . conjugirten Dreiseiten verbindet, so ist das an- 
harmonische Verhältniss des gebildeten Straklbüschels constant-, mid 
dieses Verhältniss ist gleidi demjenigen der Abstände zwischen den 
Dtirchsdtnittspunlcten der Strahlett mit einer beliebigen Geraden. 

*) Sieha Fouderaents d'une geomättie Buperieure CarteBiennc , par F. Folie. 
**) Ibid. 
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Dpi- AuacU'uck dieses unharmonischen Verhältnisses 3'^' Ord- 
nung ist folgender, wenn man die sechs Strahlen mit 1 ■ ■ ■ ß und 
den Hinus der, zwischen den Strahlen 1 nnd 2, u. s. w., enthaltenen 
Winkel mit (12), n. s. w. hezeichnet: 

■ r = (üLi^^li^?) 
3 t61) . (33) - (46) ' 

welcher Ausdruck einfacher geschrieben wird: 

/, = (12 345 6). 

VIT. Saf:: In demselben Falle, wie im Satze VI 

ist tmch das VerlialbniSb det, Productes der Sinusse der im ersten IM-ei- 

seit, von seinen Settert ab bis mi den anstossenden SirrMen gerechneten 

Winkel, mit dem Frodiicte der Sinusse der in dem zweiten Dreiseit 

d>enso gerechneten Winkel eilte constante Grösse. 

VUI. Satz. Evolutoriscke Eigenschaft. 

Wmn ein vollständiges Yierseit einer Ourve 3'^ Ordnung einqe-.ch leben 

ist, und man zieht durch drei beliebige Ecken desselben dw Tangenten 

iler Cvrve, so schneidet eine helid>ige Gerade die Setten det beiden, 

durch diese drei Ecken und diese drei Tangentm he^fmimten Dieiecke, 

in 8 Faaren FunJctm der Evolution; 

das heisat, wenn diese 3 Paare Punkte mit 1 ■ ■ 3, 1 -> bei'en.iinpt 

werden: 12'- 23'- 31' = + 1'2 ■ 2'3 ■ 3'1 . 

Derselbe Satz gilt auch, wenn das eine Dreieck einem Kogolschrntte 
eingeaehrieben, und das andere durch seine Ecken nmgeschneben ist 
— Ferner findet man in dem erwähnten Buche eine vorläufige For- 
schung über die Involution und das anharmonische Verhältniss 
;.jter Ordnung, so z. B. den Ausdruck der ersteren mittelst des 
zweiten: 

(ll'21"ai'") ■ (12'22"32"') - (i;-rü3"33"') = — 1 , u. s. w. 



Friedrich PolHter: Geometrie der Ebene (Planimetrie) bis zum 
Abschlüsse der Parallelen- Theorie. (Wüi-zburg 1877/78. Stau- 
dinger.) (Auszug aus dem Vorworte.) 
In einem Artikel über „Parallelen- Theorie", welcher in dem 
8. Hefte des XIII. Bandes der „Blatter für das Bayerische Gym- 
nasial- und Realschulwesen" i. J. 1877 erschienen ist, habe ich ge- 
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zeigt, dass die Geometrie bei unbedingter NebeiieiEander- 
stellung des 8. und des 9. Axioma Euklid's niclit in sieh 
widerspruchsfrei sei, wenn Euklid's Beschränkung auf Itauni- 
grössen von Yollständiger Begrenzung aufgehoben wird, wie es 
dem neueren Standpunkte der Geometrie entspricht. Demnach ist 
die unvermittelte Neben einan der steJlung der beiden eitirt«n Axiome 
unvereinbar mit Bertrand's Definition des Winkels. Daher habe 
ich in dem allegirten Artikel eine andere Fassung des 9. Axioms 
Euklid's vorgeschlagen, durch deren Anerkennung jeder Widerspruch 
auf dem neueren Standpunkte der Geometrie ausgeschlossen wird. 

Da ich Euklid's Definition des Winkeis für unfruchtbar halte, 
so habe ich mich der Definition Berti-and's angeschlossen, durch 
welche mit Hilfe der modificirten Passung des 9, Axioms das 11, Axiom 
Euklid's (oder ein Aequivalent desselben) als Axiom entbehrlich, 
als Theorem sti'eng beweisbar wird. 

Mein „Versuch einer Parallelen-Theorie" fällt in eine Zeit, 
welche in Folge der Vergeh liehkeit zahlreicher Versuche, besonders 
der hervorragendsten, von berühmten Mathematikern der neueren 
Zeit (wie Bertrand und Legendre) unternommenen Versuche, die 
2000 Jahre alte Lücke in der Parallelen-Theorie auszufüllen und 
dadurch die sogenannte „crux geometrica" aus der Welt zu schaffen, 
in vielen Fachkreisen eine gewisse Resignation gereift hat, so dass 
ihnen im Sinne von Gauss die absolute Aussichtslosigkeit aller 
hierauf gerichteten Bestrebungen als Dogma gilt. Dass ich als ein 
Mann ohne Namen in der Wissenschaft durch diesen ungünstigen 
Umstand von meinem Versuche nicht abgeschreckt worden bin, ver- 
danke ich der mich beherrschenden Ueberzeugung, dass in der 
Wissenschaft eine selbst von der grossten wissenschaftliche Autorität 
approbirte Resignation keine Berechtigung habe, weil sie den Fort- 
schritt der Wissenschaft hemme, und dass es im Interesse der 
Wissenschaft ihrem geringsten Anhänger nicht verwehrt sein dürfe, 
seinen Versuch zu ihrer Förderung beizutragen. 

Seit der Veröffentlichung des allegirten Artikels ist mir ein 
Einwand gegen meinen Versuch einer Parallelen-Theorie nicht be- 
kannt geworden. So lange ein begründeter Einwurf hiegegen 
nicht erhohen wird, bin ich wohl befugt, diesen Versuch als ge- 
lungen zu erachten. 

Wenn meine Discussion in dem allegirten Artikel das Richtige 
getroffen hat, so ist implicite der Standpunkt der sogenannten „Pan- 
geometrie" überwunden, welcher, auf der Grundlage der Resignation 
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erwachsen, in der jüngsten Zeit vorzugsweise als streng wissen- 
schaftlich gegolten hat. 

In gewissem Sinne haben durch meine Parallelen-Theorie die- 
jenigen Mathematiker nicht Unrecht erhalten, welche die weit ver- 
breitete Ueberzeugung getheilt haben, daaa der Parallelen -Theorie 
ohne Annahme eines besonderen Axioms, über dessen Korm die An- 
sichten auseinander gegangen sind, eine in sich logisch geordnete 
Behandlung niemals zu Theil werden könne. Der Kern ihrer In- 
tention, dass bei Aufhebung des 11. Axioms Euklid's mit denjenigen 
von den übrigen Axiomen desselben, welche heute noch als solche 
allgemein anerkannt werden, in der überlieferten Form unmöglich 
auszufeommen sei, ist durch meine Theorie acceptirt. Nur wird 
man überrascht sein, dass sich die Sache einlacher gestaltet hat, 
als man wolil gedacht haben mag. Eine präcisere Fassung eines 
dieser Axiome, welche sich (selbst abgesehen von der Parallelen- 
Theorie) unentbehrlich gezeigt hat zur Vermeidung von Wider- 
sprüchen, reicht für die Parallelen-Theorie aus, was gewiss vom 
wissenschaftlichen Standpunkte aus, welcher ein Minimum von 
Axiomen erheischt, allgemein befriedigen wird. 

Würzburg. Friedrich Polster. 



P, Mansion: (Denx) Le9onö d'analyse inünitösimale. {Gand. Hoste. 
187ß. 32 p. in-S".) 

Elementary Demonstration of a Tundamental Prinoiple of 
the Theory of Functions. (l''iom the Report of the British 
Association l'or ihn Advaiiccment of Sciences foi- 1876.) l'/, pago in-8", 
Elementary (Demonstration of Taylor'» Theorem for Func- 
tions of an imaginary Variable. (From the Mcsscnger of Mathe- 
matics, New Scries, No. S6, Jiuie 1878). 2'/^ pages in-8*'. 
R6s«in6 du coure d'analyse infinit^ simale de l'universite 
de Gand (Objet et methode de l'analyse infinitesimale. 
Principea fondamentaux). (Gand, Hoste. 1877. 32 pages in-8''.) 
Note sur quelques principe» fondamentaux d'analyse. (Sera 
pnblie dans le t. IIT des Annales de la Societii scientiflque de ßruxelles, 
1879.) BruieUes, F. Hayer. 8 pages in-S". 
Ces divers Berits contiennent, sous une forme plus rigoureuse 

que la piupart des Manuels elementaires, un expose des principea 
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fondamentaux de l'aaalyse infinitesimale. Voici les prineipales mati&rijs 
trait^es daiis ces opuscules et notes. 

1. L'aiialyae el^mentaire a pour objet l'etude des fonctions ren- 
contrees dans les elements, c'eat-ä-dire, les fonetions aigebriques 
rationnelles ou exprimables par radicaux, les fonctions expoiientielles 
et logarithmiques et les fonctions circulaires, qm la va/rkMe inde- 
pmdante soU reelle ou imaginaire. 2. L'analyse infinitesimale se 
distingue de l'analyse algebrique, qui Studie les meines fonctions, 
en ce qu'elle emploie comme prineipal proeede d'investigation la 
methode des limites ou la methode infinitesimale, qui est äquivalente. 
3. Expose des principes de la methode des limites en admettant 
ew^lidtement, comme point de depart, le postulat fondamental: 
tme gtumtite toujours croissante a um limÜe jinie ou inßme (c'est-ä- 
dire, que la quantite inverse a pour limite zero, toutes les ex- 
preasions oü entre le mot infini ajant un sens conventioiinel). Limite 
d'une fonetion elementaire quelconque de quantites variables: eile 
s'obtient en rempla^aiit les variables par leurs limites, sauf si Ton 
est conduit ainsi ä une forme indeterminee. Limite de [sin x: x\ , 
\l (1 -}- x): x) pour X = 0. 4. Principe de Substitution des infini- 
ment petita ou methode infinitesimale (d'apres Duhamel). 5. De- 
finitions et proprietes des fonetions hyperboliques, des exponentielles 
imaginaires, des logarithmes imaginaires etc., sans l'emploi des 
s^ries: si s ^ a; + yi) ** ^ ^^ (cos x -{- isiay), par definition. De- 
monstration elementaire du theoreme: lim [{e' — 1) : .s] ^ 1 , si 
lim 2 = 0, meme quand iy : x) n'a pas de limite. 6, Oontinuitö des 
fonctions. Theoreme de Cauchy: Une fonetion d'une variable reelle, 
eontiuue entre deux valeurs, passe par toutes les valeurs intermediaires. 
Theorfeme de Heine: Une fonetion fx continue de Xq kXVesi egale- 
ment entve ces limitea. Ce theoreme est indispensable pour etablir 
rigoureuaement les principea du ealcul integral, 7. Derivee: defini- 
tion daus le cas ordinaire, puis quand la fonetion ou la variable 
deviennent infiniea. Demonstration elementaire et rigoureuse du 
theoreme: 8i une fonetion a une derivee unique et egale ä une 
constante «, cette fonetion est de la forme ax -\-l>, h etant une 
constante; cas oft a = 0. 8. Les demonstrations ordinaires de la 
formule 

dF{u. v) ^ ÖF du _, äF^ dv_ 
dx '" ~ äjt dx'^ äv äx ' 

contiennent un postulat, que Ton peut eviter en demontraot succes- 
sivement cette formule pour toutes les fonctions eompoa^ea eonai- 
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deröes en analyse elemtiitauf La limit« de S/'(x)A;)^ , de .1;^ ii X, 
est une quantite parfaitemeiit determinee, qaelque soit le mode de 
subdivisibn de Tintervalle de 3„ a X, ponrvu que f{x) soit continue, 
(ou mSme diaeontiuue de majiiere les produits f(x)Ax, lä ou eile 
est diseontinue, aient une somme mdefiniment decroissante) (d'aprea 
Cauchy). Extension aus limites de sommes doubles ou triples. 
Integrales. 1 0. La demonstration ordinaire de la formule 



lf,u,.u„-ß 



df{x, «) 



clx 



n'est pas rigoureuse, meme si «„, X sont finis, et f(x, a) fonction 
coutin^ie de x et de a. 11. Principes fondamentaux de la theorie 
des series; theoreme de Eiemann (WerJK, p. 221), avec des exem- 
ples elementaires ; conditioiis pour qu'une aerie soit integrable (d' apres 
Darhoux). Distinction entre les caracteres de convergence 

Lim [lim (m„+, -\ \- i'«-i-p)^„ ] ^^ 

la limite poiir jj = 00 etaiit prise avant la liinite pour m ^ 00, et 

lim {w„+t H h «^-h>)p=„ ^.„=„ 

^ et w croissant indefiniment en meme temps. Le premier caraetere 
est necessaire et süffisant, le second neceasaire, pour que «1+%+«»+ 
etc. soit une s^rie convergente. 12. Theoreme de Rolle ou tlieo- 
remes equivalents de Lagrange et de Cauchy: 

-Ä.- = F'(^ + *A^) , -^^~ = fr^-^-,^ , < » < 1 . 

Le theoreme de Rolle peut se demontrer, par ia methode qui sert 
ä etablir la proposition fondamentale du No. 7, base du calcul integral, 
Cela provient de ce que le theoreme de Rolle est equivalent ä cette 
proposition fondamentale, eerite sou& la foime 

Fj- — Fxa = lim SF'zAh 

Les theoremea de Rolle, de La^ange, de Caucby sont la traduction 
de cette proposition geometrique Si une couiie AIS, continuemtre 
les pmnis A et B, tt äont Ja iangente s'mflfchtf dtme moniere con- 
tinue entre cea pomfs et,f coM^ee pat la lecante AB, il y a un point 
mterm^diaire I ou la fanijente est payalhle a AB 13. Le theorfeme 
de Rolle s'^tend sans peine aux fonctions d'une variable imaginaire, 
On trouve ainsi 
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FZ - /•>, -= lim SF'bSb - Ji [{Z - ^^)F' ^,] + / \{Z -- 2^)rz.;\ , 
eil posant « = iJ(R -f (5i), ^i = J(K + ^i), et «i, s^ ütant tda qne 
jj = g^ -}- *j (Z _ ^J , 2^ = 2o + *a (-^1 — ■^o) > 0< *i ou *ä < !■ 
14. Par le procede de Cox, le variable etant reelle ou imaginaire, 
on d^duit du theoreme precedeut, celui de Taylor avec les forines 
du reste de Lagrange, de Caiichy, de S eh lö milch , de Darboux, de 
Falk et de Laplace. 15. On peut trouver ainsi, meme en ne s'ap- 
puyant que aur le lemme geometrique du no. 13, lea developpements 
en Serie infinie de t' , log (l+a), {\ -\- £)'" , ehaque fois qii'ils 
existent. 16, Dan« la discussion du reste 

•■•-TinTi-F-C»«) 

de Lagrange, quand x est reel, il ne suffit pas de piouver quo F'x, 
a une limite fiiiie, quand n eroit ind^finiment, x etant donne, pour 
(jue lim r„ = ; en effet, F''{Sx), oü &x est foncfcion de n, pourrait 
avoir, pour n = oo, une limite differente de cellc de F''x, ponr 
n'import« quelle valeur de x. 

Elemente dorTheorie der Determinanten mit vielen Uebungs- 

aufgaben. Li^iiras; , B. G. Teubnor. 187R. VI n. 50 S. 
Sur r^limination. (Comptüs vendnis Uo l'aead^min den Koienees de 
Paris, t. LXXXVII, p. 975 — 978; 10 döcembrp 1878.) 
Le premier de ces deux ecrits est la traduction, revue et cor- 
rigee, de l'opuscule annonee, p£^e 41 du tome P' du H^tertormm. 
Cette traduction a ete faite par le Dr. Hörn de Munich, et le Pro- 
fesBear S. Günther ä bien voulu en surveiller rimpresaion et ajouter 
une preface et quelques exercicea, L'edition allemande differe de l'ödi- 
tion fran^aise en ce qu'elle contient beaueoup plus d'exercices et une 
discussion, d'aprfes Rouche, d'un Systeme d'equations lineaires. Nons 
signalons ä ce propos, une petite faute que noua avona oublie 
d'indiquer dana les Errata. Ä la page 41, ligne 23, apres B, il 
faut ajouter: {no. 28); de meme, p. 25, ligne 27, p. 37 ligne 30, on 
doit intercaler les mota: im Allgemeinen. 

Le second ecrit eat le eomplemeiit du premier. Nous exposons, 
par une methode extremement elementaire, les conditions necessaires 
et süffisantes pour que deux equations algebriques aient un nombre 
d^termine de racines communea. L'id^e fondamentale eat la siiivante: 
Si K, ß, y sont des racines de F{x) = 0, le determinant 
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\ßPF(ß), ß", ß^ 

I yPF(y), Y", f 
est i(lpiitn|UPmG]it nul Des d^terminants analoguBs egalüa ä zero, 
conduiaent .ii&enient aux conditions pour que deux equations aient 
A racmes comimiiies, par un procede semblable ä eelui de Sylvester, 
daus la niethode dialytique, Oette idee nouvello pennet, d'ailleurs, 
de iimpliiiei ausai bieii le methodo de Bezoufc et Cauchy que Celle 
dEul« et de Sylvestei 

Sur la Theorie des Nombres. 28 pages in 8. 

Demonstration d'une thöoreme relatif ä im determinant 

remarquable. {Estvait du Bulletin de döcembrn 1878 de TAcartrinip 

de Belgiqne.) 8 pages in-S". 
Lc Premier de ces opusculea est la reonion de quelques artifiles, 
en general, d'un caractfere purement pedagogique. 1. Note sur un 
principe elSmntaire ^a^-UhmeUgue. ßectification d'une erreur de 
Poinsot relative au thÖoreme: Si Ton a JV points ranges en cercle 
et qu'on les joigne de A en A, Ä etant premier ä N, on passe ne-- 
cessairement par les N points avant de retoraber sur le point de 
depart. 2. Generalisation du the'oreme de Nicomaque: la puissanee 
^itrne j'^^ Hombre entier n est la somme de n nombres irapairs con- 
secutifs, savoir, ceux qui sont les pius voisina de «'~^. 3. Qmerali- 
sation d'un theoreme de M, H.-J.-S. Smith. Le theoreme de M. Smith 
consiste dans l'egalite: 

I [1, 1], [1,2],. ■-, \l,n] i 
, [2, 1], [2, 2], - ■ -, \2, 



|=9(l)q=(2) ■■-.?.(«), 



I [n, 1] , [m , 2] , ■ - -, [n, n\ \ 
[i, Ji\ designanfle plus grand eoranie diviseur de i eik, (p(i) etant 
la fonction numerique bien connuo qui indique corabien il y a de 
nombres premiers et uon superieurs ä i. Le determinant de M. 
Smith est aymetrique et tel que le h'™^ element de la *'™* ligne, 
est egal au {h ~ i)'™" element de cette Hgne, ai /; > j; de plus 
les elementa de la diagonale sont 1, 2, ■ ■ -, n. Dans l'article, on 
donne la valeur d'nn determinant forme d'apres cette loi, mais 
oti les elements de la diagonale sont quelconques; on en deduit 
le moyen de mettro un prodiiit de n facteura aous forme d'un 
determinant de ce genre. Ce demier resultat est etabli directe- 
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muiifc, piir iiiuUiplicatiün de deux determinaiits, daiis In not« de 
l'Academie de Belgique, doiit le titre est doniie ci-dessus. 4, Siir 
le theoreme de Fermat (S'/'l^* — 1 est divisible par N, si B est pi'emier 
ä N). Notice historique: la seconde d^mOnstration d'EuIer est 
identique a« principe fondamental de la theorie des fractions pe- 
riodiques. La deinonstration dite de Poinsot appartient en realite 
ä Catalan oh meme ä Gauss. 5. Loi de redprodte des residus gua- 
d/ratiques. Demonstration extrememeut simple formee en rapprodiant 
des theoremes connus; eile ne suppose aucime connaissance preÜ- 
miuaire en arithmetique, autre qne ceÜe de la theorie du plus 
grand commun diviseur. Voici Vordre suivi: Lemme de Gauss. On 
en d^duit le theoreme de Fermat. Celui-ci, a son tour donne le 
criterium d'EuIer pour distinguer les rösidus des non-residus. Le 
reste de la demoustration s'aeheve d'apres Zeller. 

Le 3° de ces articles contient, par inadvertance, une deinon- 
stration completement erronee, et d'aitleurs inutile, de la fornmle 
<p{ah) = (p(a)tp(l>), quand o et ?i sont premiers entre eux. Cette 
erreur est rectifiee dans une note, qui contient, en outre, une de- 
inonstration simple, due k Catalan, de la formule 2ff(«) = n(p(n), 
oft if(«) est la Moninio des fp(n) iiombre« premiers et non stqie- 

P. Maiiwfüa. 



L. Koenigsbei-ger; Ueber die Reduction Abel'schor Integrale 
auf elliptische vaid. hype^' elliptische. (Muthematischo Annaloa.) 
Im 4'^'" Hefte des 86'"" Bandes des Borchardt' sehen Journals 
liabe ich die Frage behandelt, ob sich von vornherein charakteristische 
Eigenschaften für die Moduln derjenigen elliptischen Integrale an- 
geben lassen, auf welche sich gewisse Äbel'sche Integrale von 
der Form 

ff(x, yB(^ da; 
reduciren lassen, worin f eine rationale imd E eine ganze Function 
von s bedeutet. Ich spreche in dieser neuen Arbeit eines der dort 
gefundenen Resultate etwas anders in der folgenden Form aus: die 
Integrale von der Gestalt 

/*(l)(y'B55)Va:, 



y Google 



in denen n und r relativ priai liefürn als einzig mögliche Ke- 
ductionaformeln auf elliptische Integrale 

von denen die letzte wegen der Transformirbarkeit des rechts- 
e teilenden elliptischen Integrales mit der ersten zusammenfällt. 

Es wird nun gezeigt, dass genau dieselben Sätze bestehen, wenn 
es sich um die Beduetion ähnlicher Integralformen für algebraiscli 
auflösbare Gleichungen Überhaupt handelt d. h. um Integrale von 
der Form 

j Q..'l>'' dx, 

worin Qf, und p algebraische Functionen einer bestimmten Ordnimg 
Iwzeichnen, und nun die Frage in Angriff genommen, wie man alle 
reducirbaren Integrale der angegebenen Form wirklich aufstellen 
kann. Man findet zuerst — wenn der Einfachheit wegen in der 
Aufzählung der Resultate wieder Q^ imd p als rationale Functionen 
vorausgesetzt werden ^, dass, wenn zwei Functionen f{x) und IKx) 
SU bestimmt werden, dass 

(i~nx)ii{xj){i^ef'{x)it(x)) 

nur Doi)pel facto ren besitzt, alle auf je ein elliptisches Integral re- 
ducirbaren hy per elliptischen Integrale erster Gattung, wenn 



V\i - nx)s(x)) (1 - t'nx)B(4) = F(x) 

gesetzt wird und F eine rationale Function bedeutet, erhalten wer- 
den in der Form 

und zwar durch die Substitution s ^ f{x)yR{x) . 

Mit Berücksichtigung der complexen Multiplieation der in Frage 
kommenden elUptischen Integrale und mit Hülfe des Abcl'schcn 
Theorems findet man ferner, dass, wenn f{x) und Rix) so gewählt 
werden, dass der Ausdruck 

fixrmxy - 1 - F{xf 

nur Doppeifactorun besitzt, sämmtliche Abel'sche Integrale der 
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verlangten Form, welche auf elliptische Integrale reducirbar sind, 
in dem Ausdruck enthalten sind 



ß 



«.,«•„ + rwi>« fy^^^^^^ 



und /war werden dieselben dann durch die Substitution 
auf das elliptische Integral 

zujjicligcfiihrt; für die Keductionsformei 

bleibt alles unverändert, nur ist /'(a?) und ^(a;) so zu bestimmen, dass 

m [f(xfis(^y - 1] 

ein vollständiges Quadrat ist. 

Endlich ergiebt sich dui-ch wiederholte Amvendung desAhel'- 
schen Theorems, dass für die als nothwendig erkannte Gestalt der 
Reduction s f orm el 

alle redudrharen Integrale erhalten worden, wenn mau 

'''(^) ^ B[x)F(x) 

Bctat, worin die rationale Function f(x) und die gaii/.c Function 
It{xj der Bedingung zu unterwerfen sind, dass 

fixYR(x)Q — 1 
das Quadrat einer rationalen Function F(x) ist. 

Es wird ferner noch die Frage der Reduction der in der obigen 
Form enthaltenen Abel'schen Integrale auf hy per elliptische Inte- 
grale behandelt, und die Gleichung charakterisirt, welcher der com- 
plexe Multiplicator der hyperelliptischen Reductionsintegrale ge- 
nügen muse; sodann wird die Reduction Sgl eichnng untersucht 



,*P+i _ 



/*«(^«W ^-/^r +/#% + ■■ ■ 
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in weltlacr, wie ans allgemeinen Sätnen der Traiisfornmtionstlieorie 
der Abel'seben Integrale folgt, die Grössen 2^, %, ■•■2,, die Lö- 
siiDgen einer Gleichung p*^" Grades 

bedeuten, worin /l, fi, • ' ■ fp rational aus den in ihnen enthalte- 
lien Grössen zueanimengesetzt sind, und die au jenen g-Grössen ge- 
hörigen Irrationalitäten durch einen Ausdruck von der Form be- 
stimmt sind 

, — »p+i 

V,f+'-l=F{i„x, (VJiix))'), 

in welchem F wiederum eine rationale Fiiuetion vorstellt. 

Es wird wieder , mit Hülfe geschlossener Umtaufe der Va- 
riabein X die obige Gleichung auf eine andere der Form 

i2p-i-i)U(x){YR(x)y-dx = ^^J,^sa 

zurückgeführt, wenn 

f{i) - A + -li« + An' + h A^isr-i 

gesetzt wir<J, und eine solche vermöge der Substitution 



4J 1^^- V 



in welülier k eine 2j) + I'" primitive Einheitswiirzel und m^ der 
Congruenz genügt 

m>{Jc-\- l}=smod(2p+ 1), 
hergeleitete Summe 

nach dem Aberschen Theorem behandelt, indem man die Form 
der unbestimmten Coefiieienten des Abel' sehen Theorems zu be- 
stimmen suchte Es mag hier genügen, das Resultat in Folgendem 
anzugeben: Die Gleichung 

Zi' 2! J )/i»+>"_i J Yzw - 1 J l/z«'-i 



ist so beschaiFen, dass, wenn man 
setzt, worin 
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y = iyiiixff und >l (S + 1) = 1 luod (2p -\- 1) 

ist, die Grössen 

W„ \\\, ■ ■ • ■ Wj, 
die Lo soll gen einer Gleichung 

w + 50ii w^-^ + h a)ij,_i >r + 9)?^ = 

sind, deren Co efficieiiten rational aus a; zusammengesetzt sind, wäh- 
rend die Irrationalitäten 

sich als rationale Functionen von T^^ darstellen lassen, deren ,Co- 
pfficienten wiederum rational aus x ziisamnieiigesetzt sind; ferner 
wild gezeigt, dass in den obigen Formeln auch sämmtliche Be- 
ziehungen enthalten sind, welche derartige Transformationen liefern, 

Ea wird sodann die Behandlung des Problems für by perelliptische 
Integrale erster Ordnung zu Ende geführt; wie für byperelliptische 
Integrale höherer Ordnung die Bedingungsgleichungen herzustellen 
sind, denen nach den obigen Gleichungen die Coefficienten der Sub- 
stitutionsfunctionen SJEi, Sß^, • ■ ■ SJip und des Polynoms des Äbel'- 
schen Integrals unterliegen müssen, zeige ich in einer demnächst 
im 3'™ Hefte des 87'™ Bandes von Borehardt's Journal erschei- 
nenden Arbeit: „Erweiterimg des Jacobi'schen Transformations- 
princips", über die ich bereits im letzten Hefte des Bepertoriums 
referirte, und ich behalte mir <lie Anwendung der dort gegebenen 
Methoden auf die oben behandelten Probleme bis zum Erscheinen 
dieser Arbeit vor. 

Wien. L. Kocnigsberger. 



Otto Hesse: Ueber Sechseoke im Räume. (Aus don hinterlaaeenen 
Papieren von Otto Hesse mitgetheilt diivcli B. Guiidelflnger. Bor- 
chardt's Journal Bd. 85 S. 304—314.) 

In dieser Abhandlung giebt Hesse einen analytischen Beweis 
des Satzes: 

„Wenn im Räume irgend ein Sechseck U und ein Punkt T/J, 
gegeben ist, und wenn man drei gerade Linien zieht, welche die 

gegenüberliegen den Seiten des Sechsecks paarweise schneiden, so 
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sind die Schnittpunkte auf den aufeinanderfolgenden Seiten des 
Sechsecks U die aufeinanderfolgenden Ecken eines Brian chon' sehen 
Sechsecks V, dem der Brianchon'sche Punkt U^ zugehört. Das 
einhesehriebene Sechseck V bestimmt unzweideutig ein Hyperboloid, 
auf dem es liegt. Dieses Hyperboloid wird von den Seiten des 
gegebenen Sechsecks U Überdies noch in sechs Punkten geschnitten, 
die in derselben Heihenfolge die Ecken sind eines zweiten, dem 
gegebenen einbeschriebenen und auf dem Hyperboloide liegenden 
Brianchon'schen Sechsecks V mit einem Brianchon'schen Punkte E/,", 

Im Verlaufe des Beweises werden in aller Ausführlichkeit Me- 
thoden entwickelt, welche die Coordinaten dieses Punktes U^ durch 
die Coordinaten der 7 gegebenen Punkte U^^, U^ ■ ■ ■ U„ aus- 
drücken lehren und welche ohne vollständige Wiedergabe hier 
nicht wohl mitgetheilt werden können. Nach einem bekannten 
Satze Hesse's (cfr. Borchardt's Journal Bd. 73 S. 370) ist durch 
die vorliegende Arbeit gleichzeitig in heuer und directer Weise das 
Problem gelost: Wenn sieben Schnittpunkte (Ug, Uj ■ ■ U^) dreier 
Oberflächen zweiter Ordnung gegeben sind, den achten Schnitt- 
punkt (fj) zu bestimmen. 

Tübingen. S. Uundelfinger. 
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S, Grundelfinger: Uelier die Transformation einer gewisaen Gat- 
tung von Differentialgleiehungen in krummlinige Coordi- 
naten. (Borohavdt's Jom-nal Bd. 85 S. 295— ao3.) 

Im 36, Bande des Crelle'scbeu Journals, S. 119, hat Jacobi, 
theilwoise nach Lame's Voi^ang, gezeigt, dasa es zur Transformation 

gsp- ga]/- gsy 
der Potentialglüichung: ^— ^ + -^-j- + -x-r ^ in beliebige allge- 
meine (orthogonale oder an orthogonale) Coordinaten hinreicht, das 
Quadrat des Linienelementea zu transformiren. Diese Eigenschaft 
der Potentialgleichung bildet nur einen speciellen Fall eines all- 
gemeinen Salzes, welcher, zusammen mit einigen daran geknüpften 
Anwendungen, den Gegenstand der in der üeberschrift bezeichneten 
Arbeit bildet und folgend er massen ausgesprochen werden kann: 

Es seien |g, |^, ■ ■ ■ |„; x^, a^j, - ■ ■ x^ zwei Reihen willkür- 
licher und von einander Tollkommen unabhängiger Variabein. Ferner 
bedeute V eine Function der 3;„, a^j, ■ - ■ x„, und J irgend eine si- 
multane Invariante, welche man ans dem Systeme algebraischer 
Formen der §„, li ■ • • ^n- 

ll + i', + --- + tl, 

i.Z + i^^ + - + i-Z.- 

bilden kann, indem mau die Differontialquotienten 
dV 



■n) 



als constant betrachtet. Um alsdann die Differentialgleichung J= 
in irgend welche krummlinigen, durch die Substitutionen 

^0 = 9n Cpo- 01 ■ • 0«), ■ ■ ■ ^" = 9"»! (Co' Pi - ■ ■ 9") 
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defiairten Coordiuaten zu trauaformiren, genügt ea, in dem Aus- 
drucke für das Quadrat des Linienelementes : 

dx^ + dxl -j- ■ . -I- äx^^ =' 600 dpp + Seoirfpodfpi + ■ ■ ■ + e«« d^l 

die Coefficienten Cn zu kennen. 

Der Beweis wird in der Art geführtj dasa man ein System von 
Grössen X^, X^-'X^ einführt, welche mit den Ik genau el^enso zu- 
sammenhängen, wie die dpi; mit den dxi, und welche also die 
Gleichung hefriedigen: 

lo + I' + ■ + C = «mK + 2e,,X,X, + ■ ■ ■ + e^^Xl . 
Setzt man dann im Anschlüsse an eine von Herrn Christoffel 
eingeführte Bezeichnungs weise 

1 /9e^i , Seii Se,„' 



li]-~^'W +e,„" 8,J' '-'^ ■■■'». 



so ergiebt sich: 

8x.-^+ s:>, *i+'+8i;^--"i * P" [ t F"^' — l * F" ' 

Diese Relationen lehren auf Grund der charakteristischen Eigen- 
schaft einer Invariante die Differential gl eichung J = sofort in 
die krummlinigen Ooordinaten p^ trän sformi reu. 

Das Verfahren wird an zwei einfachen Beispielen beleuchtet, 
nämlich an der Transformation der Summe /.—tj sowie der Aus- 

drücke für die Hauptkrümmungsradien einer Fläche 

Y(x„, x^, Xij) = const. 
im Punkte X(,, x, , a;^. 

'J'übingen. S. Gujidelfiiiger. 
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Albert riiegner: Versuche über das Ausströmen der atmoaphä- 
risohen Luft durcli Mündungen in dünner Wand. {Civü- 
ingenieur, XXIV. Bd., S. 201.) 

Die Versuche sind mit sechs verschiedenen Mündungen ange- 
stellt, deren Durchmesser zwischen 3,17 und lliSö""™ lagen. Es 
sind die directen Versuchsresultate mitgetheilt, und daran eine Dis- 
cussion derselben angeschlossen. Darin ist zunächst nachgewiesen, 
dass eine strenge Formel für den Ausflusa durch eine doraj'tige 
Mündung nicht aufzustellen geht. In die gewöhnliche Formel für 
das Ausflusa gewicht darf man nämlich nicht den Mündungsquer- 
schnitt als obere Grenze der Integration einführen, weil in ihm 
hier coavergirende Geschwindigkeitsrichtungeii vorhanden sind. Den 
kleinsten Strahlquerschnitt darf man aber eigentlich auch nicht be- 
nutzen, weil in ihm die Presaung nicht constant ist, sondern nach 
innen zu wächst. Auch ist die Zustand sänd er ung der Luft bis in 
diesen Querschnitt nicht mehr umkehrbar. 

Will man doch die Contractionsverhältnisse einigermassen unter- 
suchen, so muss man Annäherungen machen. Man muss den klein- 
sten Strahlquer schnitt ala Int egrations grenze einführen, in ihm einen 
mittleren eonstanten Druck annehmen, der angenähert ao gross zu 
erwarten ist, wie in der Ebene einer gut abgerundeten Mündung 
bei derselben inneren und äusseren Pressung. Die Nichtumkehr- 
barkeit des Processes muss vernachlässigt werden. Der Ausfluss- 
exponent n lässt aich nicht genau beatimmen , da zwar die inneren 
Widerstände angenähert dieselben sind, wie bei einer gut abgerun- 
deten Mündung, eine Wärmemittheilung von aussen dagegen hier 
in nur verachwindend kleinem Betrage zu erwarten ist^ n ist von 
beiden Umständen abhängig, man kann aber ihren Einfluss nicht 
quantitativ trennen, jedenfalls muss n aber zwischen 1,37, dem 
Werthe für gut abgerundete Messingmündungen und Je = 1,41 für 
vollkommen adiabatisehes Ausströmen liegen. Hiernach kann man 
Grenzen für den Contractionscoefficienten («) aus den Versuchen 
berechnen. 

Dieser Coefficient zeigte sich nun abhängig vom Durchmesser 
der Mündung (D) und dem Verhältnisse der äusseren Pressung, 
Pty, zur inneren, p,„. Durch angenäherte Rechnungen ist uachge- 
wiesen, dass « innerhalb engerer Grenzen mit D so zusammen- 
hängen muss, dass 

»_|J(1-,C) 
ist, wobei ß eine Function der Pressungen, y eine absolute Cou- 
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stante bedeutet. Die Gestalt der Function ß lässt sich nicht durch 
Rechnung finden, doch kann man schliessen, dass sie mit abneh- 
mendem Ueberdrucke auch abnehmen muss. Aus den Versuchen 
ergab sich, daas man mit genügender Genauigkeit 
ß = a 4- h cos — w 

setzen kann {a und b constant). 

Schlieswlich ist noch eine empirische Formel für daa Ausfluss- 
gewicht entwickelt 

G = (3465 - 10000 D) Fy^—'^T-^\ 

worin alle Längen in Metern, die Pressungen in Atmosphären ein- 
zusetzen sind (F ist der Miindungsquer schnitt, T^ die innere Tem- 
peratur). Es ist noch gezeigt, dass die vorhandenen Abweichungen 
der directen Beobachtungsresultate Ton dieser Formel sich leicht 
aus den unvermeidlichen Beobachtungsfehlern herleiten lassen. 
Zürich, A. Pliegner. 



Milinowski: 1) Die Abbildung von Kegelaehnitten auf Kreisen, 
2) Zur Theorie der Kegelschnitte, 3) Die Kegelschnitte 
bebandelt für die oberen Classen hötieror Lehranstalten 
von Simon und Milinowski. Zweite AbtheÜung: Ellipse 
und Hyperbel von Milinowski. (Berlin, Calvary.) 
Die beiden ersten Abhandlungen (Journal für die reine und 
angewandte Mathematik Bd. 86) und der zuletzt genannte Leitfaden 
verfolgen denselben Zweck, die bisher der elementar- synthetischen Be- 
handlung nicht recht zugänglichen Eigenschaften der Kegelschnitte, 
nämlich die Polar eigen schaffen und die Sätze vonPascal undBrian- 
chon auf elementarem Wege herzuleiten. 

Beschreibt man um den einen Brennpunkt mit der grossen 
Axe des Kegelschnitts einen Kreis, so schneidet jeder Hadius des- 
selben Kreis und Kegelschnitt in zwei Punkten; der erstere hoisse 
das Bild des zweiten, die Tangente in jenem das Bild der Tangente 
in letzterem. Durch die so hergestellte centrale Abbildung über- 
tragen sieh die Kreis ei genscliaften unmittelbar auf den Kegelschnitt. 
Eine andere Art der Abbildung, welche auch für die Parabel 
gilt, beruht auf der Erzeugung eines Kegelschnitts als Ort des 
Mittelpunktes eines Kreises, der zwei feste Kreise berührt. Ist A 
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ein Punkt des Kegelschnitts, so lässt sich um ihn ein Kreis be- 
schreiben, der die festen Kreise berührt. Den Berührungspunkt % 
mit dem einen derselben nenne man das Bild von Ä, die Tangente 
im ersten das Bild der Tangente in A, so folgt sofort, dass das 
Bild eines harmonischen Gebildes wieder ein solches ist. Daraus 
aber ergeben sich die Polar eigen Schäften. 

In der zweiten Abhandlung wird zur Ableitung dieser Eigen- 
schaften die harmonische oder involutorische Verwandtschaft ge- 
braucht (vgh Reye, Geometrie der Lage, Zweite Abtheilnng, S, 106), 
ein Princip, welches, wie ich einer Mittheilung des Hrn. Professor 
Schröter entnehme, von Möbius in den Berichten der sächsischen 
Gesellschaft der Wissenschaften (25. Oct. 1856) unter dem Titel „Theorie 
der coUinearen Involution von Punktepaaren in der Ebene und' im 
Räume" zuerst dargelegt ist. Besehreibt man nämHch um einen 
Kegelschnitt mit seinem halben Parameter einen Kreis, so bildet 
dieser mit dem Kegelschnitte eine involutorische Curve (ßeye a. a, 0. 
Seite 110). Das Involutionscentrum ist der Brennpunkt; die Involu- 
tionsaxe wird dadurch leicht bestimmt, dass die zum Brennpunkte 
gehörende Leitlinie die Mittelsenkrechte dieser Axe und des Brenn- 
punktes ist. — Vor den zuerst genannten Abbildungen hat dieses 
Princip deshalb den Vorzug, weil es einen elementaren Beweis des 
Satzes liefert, dass durch fünf Punkte ein Kegelschnitt bestimmt ist. 

Die letzte Methode ist zur Herstellung eines Leitfadens der 
Kegelschnitte benutzt worden, welcher auf elementarem Wege die 
Hauptsätze aus der Theorie der Kegelschnitte ableitet. Sie leistet 
übrigens mehr, indem sie ohne Schwierigkeit auch die Eigenschaften 
der Kegel Schnittbüschel und einige Haupteigenschaften der Ober- 
flächen n. 0., namentlich in Bezug auf ihre Äxen und Kreisschnitte 
in elementarer Weise entwickein iässt. 

Zu dem Referate über die Abhandlung; Zur synthetischen Be- 
handlimg der ebenen Curven HI, 0. muss ich die Bemerkung, dass 
der von Reye gegebene Beweis des Satzes: Jede Curve III. 0., welche 
durch zwei projectivische Bßschel I und II. 0. ei-zengt ist, kann auf 
unendlich viele Arten durch solche Büschel erzeugt werden, nicht 
allgemein ist, berichtigen. Dieser Beweis ist allgemein, denn die 
im Referate genannton Strahlen SF und SQ, . . . dürfen nicht ho- 
; sein. 

Milinowski. 
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U. Dini; Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili 
reali. (Pisa Nistri 18V8.) 
GH studi accurati che in questi Ultimi anni furono intrapresi 
da alcuni scienziati tedeachi iutorao ai principii fondamentali dell' 
Anaiisij posero in chiaro clie in questi principii non si era portato 
quel rigore che si richiede nella mateniatica. Tutti i trattati Ai 
Calcolo infinite simale pubblicati sin ora presentano qua e lä dei 
difetti; perocchfe, esaminate accuratamente motte delle dimpstrazioni 
che in essi si danuo, si riconosce che non sono eomplete, che 
sono dei teoremi che non possono minimamente consideratsi eome 
dimostrati, ed altri, quando non si vogliano cangiare i metocii di 
dimostrazione usati, richiedono delle restrizioni delle quali non si 
fä mai parola; e poiche alcuni di questi teoremi possono conside- 
rarsi conie fondamentali per TAnalisi infinitesimale, ben s' intende 
come sia pregio dell' opera il cercare fino a qual punto i teoremi 
steesi possano riguardarsi come giusti, e se altri teoremi siano da 
sostituirsi a qüelli che un accurato esame avesse mostrato piena- 
mente difettosi. — lo perciö, che fino dal principio della mia vita 
scientifiea mi ero elevato dei duhbii intomo ad alcuni dei principii 
dell' Analisi ehe pure vedeva comunemente acceitati come indiscu- 
tibili, incoraggiato dalla lettura dei lavori tedeschi, e dopo di essere 
riuseito a rendere rigorosi alcuni dei teoremi aui quali potevano 
i'arsi obiezioni, peusai far cosa utile di pubblicare un libro nel 
quäle venissero raccoltc aloune tcorie e osservazioni generali che 
possono dirsi fondajnentali per gli atudii analitici, e venisse mo- 
strato eome dovessero modifiearsi, sia nelle dimostrazioni, sia negli 
enunciati, i teoremi prineipali dell' Analisi infinitesimale, oude 
porli al coperto di qualunque obiezione. Questo pertanto tu lo 
seopo ehe io mi preflssi nell' aecingermi alla pubblieazione dei mio 
libro; ' ma per circostanze aoprawenute dipoi, io dovei cangiare 
alquanto il mio piano, e limitarrai a trattare solo una parte di ciö 
che aveva pensato dapprima di fare. Nel mio libro perciö io 
mi limito a esaminare soltanto i punti veramente fondamentali 
della acienza per le funzioni di variabili reali, e poiche penso ora 
di pubblicare un trattato completo di Calcolo differenziale e inte- 
gi-ale dei quäle un primo abbozzo fu giä autografato per uso dei 
miei studenti, mi riserbo di mostrare in questo trattato che se- 
guendo i principii e i metodi da me sviluppati nei presente libro, 
tutti i dubbii, tutte le obiezioni che giustamente si erano sollevati 
intomo agli antichi. processi, inlirmano si alcuni dei teoremi che 
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eranu stati fin oia ugiiaiJiti come tondamentah, come ad es. quello 
delli eaistenza m generale della demata deile fun<iioii! finite e cou 
tmue, ma -ii possono ancoia emmciaie m un modo del tutto 
ngoioso e spesso anche piii generale di nueilo ciie si iusse fatto 
fin qui, la maggior paite degli altri teoremi dell Analisi infini 
tesimale, ne questo, sebbene aomenti notevolmente lestensione det 
tratta.to, puü dirsi » tanco deila ciiiaiez?a, cb(. anzi, alnieno pei 
quaijto ne fO dall espeiieiiza the ne ho fatto nelle mie lezioni, si 
iiducono cosi eatremamente ehiaii quei prineipii dell Analisi thi, 
si erano tiovati sempie astrusi, e uoii bene mtelligibili 

Lo ripeto dunque, il libro che ho pubblicato non tocca tutti 
i punti contestafci dall' Analisi; pero esso tocca quelli che possono 
r^uardarsi come fondamentali , e i metodi che ho seguito, oltre a 
portarvi abbastanza cliiarezza, sono utili anche per la "trattazionc di 
molte questioni importanti dell' Analisi superiore. 

Venendo ora ai particolari, dirö che avendo voluto prendere le 
mosse dai primi fondainenti dell' Analisi, nel primo capitolo del 
mio libro lio trattato dei nunieri iaeommensnrabili, iatrodueendoli 
nella scienza col rigore che si trova nei lavori di Dedekind, 
Heine e Oantor su qaesto soggetto. 

Data allora in modo ehiaro e preeiso la nozione di numero, 
ho potuto esporre con pleno rigore nel capitolo terzo la teoria dei 
limiti, dopo di avere trattato nel secondo dei gruppi di inimeri e 
di pnuii (Pmiktmei^e) di Cantor. Dei teoremi che io espongo sui 
limiti alcuni )i credo nuovi, e per essi, come pel metodo tenuto 
neu' esporli, trovo ehe anehe le altre teorie posaono venire trattate 
in modo molto ehiaro, e preeiso. 

Lo studio generale che io voleva fare, dovendo easere indipen- 
dente da ogni concetto sulla possibilitä o nö della rappresentazione 
analitiea e geometrica delle qiiantitä da considerarsi, e stato natu- 
rale che per la definizione di tiinzione io adottassi quella che chiamo 
di Dirichlet, per la ragione che a quesfco celebre matematico si 
deye l'averla data pel primo facendo astrazione da ogni idea di 
dipeudenza analitiea e geometrica fra la funzione stessa e la varia- 
bile. Io espongo nel quarto capitolo questo concetto di funzione; 
nel quinto dö le proprietä generali delle funzioni finite e continue 
in tutto un intervallo, e nel sesto tratto delle funzioni che chiamo in- 
finite volte discontinue (funzioni linearmente discontinue di Ha-nkel), 
per passare poi nel settimo e nell' ottavo ad esporre aleuni atudi 
i sulle derivate e sulle serie; oceupaudomi specialraente della 
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toiivergenza m u^ual t,mio delle serie dfi Ijro liraiti, e ilelli loi 
denvazioiie termine i termme, c i iisultati di questi studii h uedu 
noti soltanto m parte II kttoie trovei i che in questi i,ipitoli p 
segnatamLüte nel qumto, lo lio cercato di diniostrare molte pio 
pneti che ün ora si eiano (.oii'-idBi ate (,ome di uha evidenza mtiutiva 
ma CIO non sari trovato iimtile da chi abbia tamigltant'i. con qoesto 
geneie di studj Gh eirori che si eiano commesai hn oia proven 
. gono appunto dai Loncetti tioppo limifcati (,he eraiio, puo dirsi, 
eiebciuti con noi, sia per ea&ere stati a]le pnme ajparenze sia jer 
esseisi voluti di troppo ajutaie coUa rappieseutazione anahticA (, 
geoinetriLa delh lunzioni, ntenendo che dovLsie ■jucadere sempre 
CIO che accadeva per le tnnzioni Lho ordiuariamente ei mo venutt, 
m considei azione , era qmndi naturale che m an hbro il cm ■^cofo 
pimcipale era quello di iiportare il rigore m molti dei pnocipii 
della scienza si doves&e mcominciaie col bandire tutto cio che a 
questa mancanza di rigore aveva dato ongme 

La memoiia diHankel sillt funzioni che hanno mümte oscilia 
ziom e a dir-<i pie^ievohssimaj non o&ti,nte ^h erioii che qu» e 
la VI 81 tiovano, peiocche m essa que&to illustie inatematico, tiopi'O 
piesto rapito alla scienza, mostiD pel piimo come col suo teoiema 
della condensazione della smgolariti possano custiuirii infinite tun 
zioDi anahtiche che presentano mlimte dibcontmuita e mfinitp 
OüLiUazioiii m un inter\aUo finito, o che e'^'äcndo sempre contmue 
mancano di deiivata m inliniti junti di qualsiasi poizioue deil 
mfceivallo che hi coiisideiii lo eopongo pereio nel 9* capitolo quesfco 
pnncipio dl Haiikei della condensazione delle smgolaiitaj nducen 
dolo peiiettAmente iigoioso con vileimi dei teoiemi generali sulle 
sene esposti nel capitolo piecedenfce, e net capitolo 10" poi raostio 
come possauo aversi infinite funzioni puie anahtiche che mancano 
dl den\ata in ogni punto di uii interwllo finito, iitiovando fia 
que<ite funzioni anthc quella data dal Du Bois Reymond nel 
Vol. 79 dei giornale di Borchardt. 

Nei capitolo 11" poi, tornando a fare studj generali intorno 
alla esistenza delle derivate delle funaiom f(x) finita e continue, 
trovo utile valermi dei rapporti ~ rr — ^ che chiamo rapporü 
incrementali, e di certi numeri che da essi dipendono che io chiamo 
gli estremi osciUatorii dei rapporti medesimi. La conaiderazione 
di questi estremi oacillatorii mi ha condotto a rinvenire molti 
teoremi sulle funzioni continue, in parte relativi aüa esistenza delle 
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derivate, e m' e etata pure d'immenso giovamonto nei capitolo 
seguente uel quale tratto diffusamente delie proprietä degli inte- 
grali definiti, della integrazione per pai-ti, della integraaione per 
Serie ec. ..; e ove col mezzo degli estremi oscillatorii ho potuto 
ottenere varii teoremi generali ai quali dappriraa neppure avrei 
peiisato di poter giungere. 

II Capitolo sugli integrali definiti segna la fine del mio libro 
nel quale io pure riconosco varii difetti, primo dei quali una certa 
majicanza di ordine nella trattaaione delle materie; i! ehe deve 
specialmente attribuirsi alle varie ciscostanze che non nii hanno 
permesso di procedere regolarmente nella pubblicazione, eostringen- 
domi inveee a inteiTOmperla di sovente. 



na, 10 aveva 
)ne analitica 
aferiche, 



one sotto 



Nel piano piü esteso che io mi era formato dapprii 
stabilito di aggiungervi alcuni studj eulla rappresentazii 
delle funzioni per serie di Fourier, per serie di funzioni 
e sulle funzioni di piü variabili, per trattare poi ri 
degli integrali multipli, della derivazione e integrazi 
segno integrale, della continuitä degli integrali ec 

La lentezza perö eolla quale procedeva la pubblicazione che era 
stata ineominciata fino dal 1875, il pensare che, dopo avere esposti 
nel libro i concetti generali e fondamentali, ayrei potuto riservare 
le altre coae ad aitri trattafci speciali da pubbliearsi in appresso, 
mi consigliarono a liniitare come ho fatto il libro atesso. Ed ora 
appunto, fermo nei proponimenti fatti ho incomiaciato la stampa 
di un libro nel quale tratto della rappresentazione analitica delle 
funzioni per serie di Fourier e, piü estesamente, per serie formate 
di fmizioni speciali come ad es; quelle di Bessel, le sferiche, le cir- 
colari nelle quali flgurano come valoii di un paiametro variabile 
le radici di una equazione trascendente , e mi iiseivo poi di pub- 
blicare il trattato completo di Calcolo difFeienziale e integrale di 
cui dissi in principio essere giä stato autografato un abbozzo, e 
nel quale si trovano molti degli studii indicati sopra. 

Pel libro ehe ora ho pubblicato, debbo, come giä ho fatto nell' 
introduzione, rendere aentite grazie al Sig. Schwarz, alle cui gentili 
-communieazioni io devo la conoscenza di alcuni teoremi e di alcuni 
metodi di dimostrazione ; come debbo altresi scusarmi presse quei 
matematici che avendo ottenuto risultati aimili o uguali ai miei non 
eono stati da me neppure ricordati, o Io sono stati erroneamente.*) 



*) Cosi ad es; io ho attribiiito al Sig. Weie 



ä la formula (28) della 
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Iie circostaiiKe nelle quali la publieazioiie facevasi, e la gran quan- 
titä di iavori scientifici che via si pubblicavano, facevano ,si che 
io non potessi sapere se altri prima di me aresse pubblicato qual- 
che cosa di simile, o, sapendolo, aon sempre fossi ben sicuro 
intomo al prinio scopritore; talche credei raiglior partito quello da 
me adottato di tacermi generalmente senz' altro. 

Pisa. Uliase Dini. 



August "Weiler: Die Bewegung des Punktes, welcher von einem 
abgeplatteten Sphäroid angezogen wird. (Astrüco mische Nach- 
ricMen Nr, 2203, 4, 6.) 
1. Die mathematischen Wissenschaften erfreuen sich jetzt einer 
allgemeineren Beachtung, als in einer früheren Zeit. Die Grenzen 
ihres Gebietes rücken immer weiter hinaus, und es ist unmöglich 
vorauszusehen, welches Ziel ihrer Herrschaft gesteckt ist. Doch ist 
hervorzuheben, dass die Antriebe, welche dem Forscher den Weg 
vorzeichnen, aus zwei verschiedenen Quellen entspringen. Auf dem 
Gebiete der Mathematik kann sich Jeder selbst eine Aufgabe stellen, 
indem er, von Bekanntem ausgehend, eine gegebene Richtung weiter 
verfolgt. Das Änderemal ist der Änschluss an bekannte Vorstel- 
lungen nicht gegeben; aber es ist die Welt der äusseren Erschei- 
nungen, welche zu einer mathematischen Untersuchung die Auf- 
forderung gibt. 

Die Aufgabe der ersten Art erweist sich für den Unternehmer 
in der Regel als die dankbare. Sic wird nach einem im Voraus 
entworfenen Plane durchgeführt, und die fertige Arbeit ündet eine 
willige Aufnahme. Die andere Aufgabe ist von vornherein schon 
eine dornenvolle Unternehmung, wenn ihre Bewältigung den be- 
kaniiten Hilfsmitteln Trotz bietet. Nachdem alle denkbaren Ver- 
suche gescheitert sind, findet sich der Unternehmer bereit, Zugeständ- 
nisse zu machen, welche er von vornherein abgelehnt haben würde, 
und wird unversehens auf ein fremdes Gebiet gedrängt. Wenn ihm 
hier endlich ein Erfolg zu Theil geworden ist, so begegnet er neuen 
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Suhwiej-igkeiten üi seiner Absicht, denselbeu auch Andern zugäng- 
lich zu machen. Er hat so viele Vorstellungen, auf welche er seine 
Untersuchung stützen wollte, über Bord werfen müssen, und nun 
soll er den Gedankengang wiedergeben, welcher ihm den Erfolg ge- 
bracht hat. Wenn ihm auch dies gelungen ist, so hat er doch nur 
eine widerstrebende Aufnahme zu erwarten. Der Unvorbereitete 
wird den ihm geläufigen Standpunkt festzuhalten bemüht sein und, 
wenn derselbe umgangen ist, vorerst abgeneigt sein. Ich bitte den 
geehrten Leser, nicht unbillig zu urtheilen, wenn ich es unternehme, 
Über eine Aufgabe der letzteren Art zu berichten. 

2. Wenn die Bewegung zweier homogenen kugeiförmigen Massen 
keinem andern Einfluss unterliegt als der gegenseitigen Anziehung, 
so erfolgt sie in derselben Weise, wie wenn jede Masse in dem 
Mittelpunkt der Kugel vereinigt wäre, und ist durch die Kepler'- 
schen Gesetze bestimmt. Die Weitkörper sind aber keine KugeJn, 
und insbesondere ist die Gestalt der Erde die eines abgeplatteten 
Sphäroids. Ich denke mir nun, der Mond habe die Kugelgestalt, 
und es soll die Bewegung des Mondes bestimmt werden unter der 
Voraussetzung, dass derselbe keinem andern Einflüsse unterworfen 
sei als der Anziehung des Erdsphäroids. 

Die Mathematiker sind gewöhnt, ein Problem der Mechanik, 
dessen Lösung von der Integration gegebener Differentialgleichungen 
abhängt, auf die sogenannte Quadratur oder auf die Integration 
solcher Ausdrücke zurückzuführen, welche Funktionen einer einzigen 
Veränderlichen sind. Es kann aber Niemand beweisen, dass jedes 
Problem der Mechanik diese Eigenschaft hat, und ich glaube an- 
nehmen zu dürfen, dass die vorliegende Aufgabe diese Eigenschaft 
nicht habe. Man kann aber die Losung dieser Aufgabe in der 
Form von unendlichen Reihen geben, welche sieh als Funktionen 
einer einzigen veränderlichen Grösse darstellen. Nimmt man die 
Aufgabe in der allgemeinen Gestalt, wie sie in der Ucbersehrift 
dieser Abhandlung ausgesprochen ist, so könnte vielleicht die Con- 
vergcnz dieser Reihen in einem gegebenen Falle in Zweifel gezogen 
werden. Unter denjenigen Voraussetzungen aber, welche in der 
Bewegung des Mondes um das Erdsphäroid vorliegen, sind schon 
wenige Glieder dieser Reihen ausreichend, um dem Resultat eine 
grosse Genauigkeit zu geben. Um die Lösung der Aufgabe in 
dieser einfachen Gestalt zu erhalten, gehe ich von der Voraussetzung 
aus, dass die Abplattung des Sphäroids ein kleiner Bruchwerth sei, 
dass ferner die linearen Ausmessungen dos Sphäroids kleine Bruch- 
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theile der Entfeniiiüg des angezogenen Punktes seien, und dass dies 
während des ganzen Verlaufs der Bewegungaerscheinung so bleibe. 

Ich erhalte die Lösung der Aufgabe vermittelst der bei den 
Astronomen üblichen Methode der Störungen. Hiernach bestimmen 
sich die gesuchten Veränderlichen durch die Integration von Aus- 
drücken, welche Funktionen einer unabhängigen und zugleich der 
gesuchten Veränderlichen sind. Die gesuchten Veränd er liehen müssen 
die Eigenschaft haben, dass für jeden unendlich kleinen Zeitraum 
ihre Variationen kleine Bruchtheile der Variation der unabhängigen 
Veränderlichen sind. Es sollen also, um dies in die Sprache der 
Analysis zu übertragen, die Deiivirton der gesuchten Veränderlichen 
nach der unabhangen Veränderlichen kleine Bruehwerthe sein. Die 
so beschaffenen Veränderliehen beissen die Elemente der Störung, 
und man gelangt zu einer ersten Näherung, indem man unter dem 
Integralzeichen die Elemente der Störung als beständige Grössen 
ansieht. Durch die Variation dieser Constanten gelangt man zu 
einer zweiten Näherung, und man kann eine beliebige Grenze der 
Genauigkeit erreichen, indem man die Variation der Constanten 
wiederholt in Anwendung bringt. 

Wenn ein Massenpunkt von einem zweiten Masseupunkte an- 
gezogen wird, so beschreibt er eine Ellipse, in deren einem Brenn- 
punkte der zweite Massenpunbt liegt. Bezogen auf den Ort des 
zweiten Massenpunktes hat die Ellipse eine unveränderliche Lage im 
Raum. Der Leitstrabl der angezogeneu Masse beschreibt in gleichen 
Zeiten gleiche Flächenräame. Dies ist ans den Kepler'schen Ge- 
setzen bekannt. Wird ein Massenpunkt von einem abgeplatteten 
Sphäroid angezogen, so ist unter der Voraussetzung, dass die Ab- 
plattung des Sphäroids ein kleiner Bruchwerth sei, dass ferner die 
linearen Ausmessungen des Sphäroids kleine Bruchtheile der Ent- 
fernung des angezogenen Punktes seien, die Bahn des angezogenen 
Punktes wenig verschieden von einer Ellipse, deren einer Brenn- 
punkt mit dem Mittelpunkt des abgeplatteten Sphäroids zusammen- 
fällt. Die Wahl der Veränderlichen, durch welche die ungestörte 
Ellipse in die Bahn des angezogenen Punktes Übergeführt wird, ist 
für den Fortgang der Rechnung von Wichtigkeit Ich betrachte 
den Parameter der Ellipse als veränderlich. Das Achsenverhältniss, 
und daher auch das Exzentrizitätsverhältniss, welches von den Astro- 
nomen schlechtweg die Exzentrizität der Ellipse genannt wird, soll 
unveränderlich sein. Ich stelle ferner die Forderung, dass jene 
Gleichung, durch welche iii der ungestörten Ellipse die wahre Ano- 
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raalie als Funktion der Zeit gegeben ist, in der gcitorten Ellipse 
unverändert fortbestehe. Dagegen ist für die grosse Achse dei Ellipse 
eine Drehnng um den Brennpunkt vorgesehen. Auch die Ebene 
der Ellipse soll ihre Lage im Raum ändern. In Bezug auf eine 
im Raum festangenommene Ebene ist sie durch die Neigung der 
Ebenen zu einander und durch die Richtung der Knotenlinie be- 
stimmt. Hiernach sind die von mir in die Aufgabe eingeführten 
Elemente der Störung der Parameter der Ellipse und die Bewegung 
der grossen Achse, ferner die Neigung und der Knoten der Bahn. 
3. Der Mittelpunkt des abgeplatteten Spbäroids werde als Null- 
punkt eines rechtwinkeligen Coordinatensystems, dessen Ebene der 
x^ mit dem Aequator des Sphäroids zusammenfallt, angenommen. 
Die Achse der s fällt dann mit der Umdrehungsachse des Sphäroids 
zusammen und die Differentialgleichungen der Bewegung des an- 
gezogenen Punktes sind auf Grund bekannter Sätze die folgenden: 

^"^■^ VFf)" 

Es ist m eine positive Beständige, ebenso k = a\ — 6', worin a^ 
und 6j die grosse und die kleine Halbachse des Sphäroids bezeichnen. 
Ferner ist p die kleine Halbachse desjenigen Sphäroids, welches 
durch den angezogenen Punkt geht, und zugleich dem gegebenen 
Sphäroid homofokal ist. Zur Bestimmung von p ist daher die 
Gleichung gegeben: 

Ich entwickele nun die in den Differentialgleichungen der Be- 
wegung vorkommenden bestimmten Integrale nach Potenzen des 

Verhältnisses — ,- , und drücke alsdann die Veränderliehe p durch die 
e' ' 

neuen Veränderlichen r' =' x^ + ?/' + ■^^ '"id s = — aus. Es ist )■ 
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die Entfernung des angezogenen Punktes von dem Mittelpunkt des 
Sphäroids, oder der Leitstrahl des angezogenen Punktes, und s be- 
zeichnet den Sinus des Winkels, welchen der Leitstrahl mit der 
Ebene des Aequators bildet. Die Differentialgleichungen der Be- 
wegung schreiben sich dann in der kanonischen Form: 
d'x dW X (dW 



s dW\ 
r ds ) 
Tl (dW 



f r ds / 



dt' dz r\dr r da I ~^ r ds ' 

in welcher die Kräfte funktion W sich, nachdem man alle Potenzen 

von — j , welche den zweiten Grad übersteigen, vernachlässigt hat, 
in der folgenden Form darstellt: 

Unserer Voraussetaung znfolge ist y ein kleiner Bruchwerth; und 
wenn insbesondere die Bewegung des Mondes um die Erde be- 
trachtet wird, so ist beiläufig 

i - lä ' ^ ■= SÄ ■ '"'Slicli ^ - öäoo ■ 

Es ist hier die Integration eines Systems gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen der sechsten Ordnung verlangt. Zwei Integrale 
des Systems lassen sieh sehr einfach in geschlossener Form dar- 
stellen. Man findet die beiden Integrale 

1) x'^ -f j/'ä + 2^ + a = 2 W 

2) xy' — yx =i , 

wo a und b die Inte grations bestandigen sind, und die oben ge- 
strichenen Buchstaben die ersten Derivirten nach der Zeit bezeichnen. 
Mit Hilfe dieser Integrale kann man das System der sechsten Ord- 
nung auf ein System der vierten Ordnung zurückfahren. Diese 
Reduktion wird wesentlich gefördert, wenn man an die Stelle der 
rechtwinkeligen Coordinaten des angezogenen Punktes Polarcoordi- 
natcn in die Gleichungen einführt. 

4. Durch den Leitstrahl r legen wir eine Ebene, welche mit 
der Ebene des Aequators den W^inkel i bildet. Der Winkel, welchen 
der Leitatrahl mit der Knotenlinie bildet, sei w, ferner # der Winkel, 
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welchen die Knotenlinie mit der Achse der x bildet, 
dann zum Behuf der Transformation die Gleichungen: 
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4) 



s M -j- COS i cos & sin u 



Ö) — ^ sin i sin u . 

Die Forderung, da8s die durch den Leitstrabi gelegte Ebene zu- 
gleich die Ebene der Bahn des angezogenen Punktes sei, fahrt zu 
der Differentialgleicbiing 

6) {yz — ^y") eosS- — {xz — 2x') sin^O- ^ 0. 
Wir zerlegen diese Gleichung in die beiden einfacheren: 

7) j// ^ sy = n ^mi sin %■ 

8) xd — sx' =n sin i cos * , 

wo n eine noch unbestimmte Vera n der liehe ist. Aus 7 und 8 folgt 
die weitere Gleichung 

9) xy — yx' = n eos i , 
und das Integrai 2 geht über in 

10) n eos 4 == & . 

Ferner geht in Folge der Gleichungen 7, 8, 9 das Integral 1 
Über in 

11) »■" + "* -\-a==2W. 

Aus den Gleichungen 3, 4, 5 bilden wir die Differentialgleichungen 



13) 



«' + c 



und durch die Differentiation die Gleichung 6 noch die Gleichung 



14) 



})&' = eot^i. 






Die Bedeutung der Veränderlichen n ist aus der Gleichung 13 er- 
sichtlich. "■ Sie bezeichnet die Flächengeschwindigkeit des Leitstrahls 
in der Ebene der Bahn, und ist wohl zu unterscheiden von der 
Fläcbengesch windigkeit des Leitstrahls gegen die grosse Achse der 
Ellipse, weil wir auch der grossen Achse der Ellipse eine Bewegung 
in der Ebene der Bahn zugetheilt haben. 

Durch die Gleichungen 11, 12, 13, 14 sind, nachdem man die 
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Veränderliche n vermittelst 10 eliminirt hat, die Derivirten von 
riu& als Functionen dieser Veränderlichen gegeben. Diese Glei- 
chungen bilden daher das noch zu integrirende System der vierten 
Ordnung. Wir bemerken, dass die Veränderliche &. in den Glei- 
chungen nicht vorkommt, woraus folgt, dass zur Bestimmung der 
Veränderlichen riu ein System der dritten Ordnung vorliegt. Nach- 
dem man das System der dritten Ordnung integrirt hat, erhält man 
die Veränderliche & durch eine Quadratur, 

Auch die unabhängige Veränderliche i kommt in den oben 
erwähnten vier Differentialgleichungen nicht vor. Wenn man an- 
statt t die unabhängige Veränderliehe u in die Gleichungen 11 und 
12 einführt, so erhält mau ein System der zweiten Ordnung, durch 
welches die Veränderlichen r und i als Function von u bestimmt 
sind. Ich glaube indessen nicht, dass Jemand einen Vortheil er- 
langen wird, wenn er die Integration dieses Systems der zweiten 
Ordnung in Angriff nimmt. 

Das zu integrirende System der dritten Ordnung besteht aus 
den Gleichungen 11, 12, 13, und man kann aus denselben die Ver- 
änderlichen riu als Funktion der Zeit bestimmen, nachdem man 
die VeränderUche n vermittelst 10 eliminirt hat. Man findet aber, 
daas es vor th eilhafter ist, die Gleichung 10 zur Elimination von * 
zu verwenden. Ich ersetze daher die Gleichung 12, durch welche 
die Derivirte i' gegeben ist, durch die folgende 

Das zu integrirende System der dritten Ordnung besteht dann aus 
den Gleichungen 11, 13, 15. 

5. Wenn das Sphäroid zur Kugel wird, wenn also ü = ist, 
so hat man W^ — und -r~ = 0. Aus den Gleichungen 10, 12, 
14 folgt dann, dass die Veränderlichen ni& in die Beständigen 
n„\^i, übergehen, und es bleiben nur zwei Differentialgleichungen 
übrig. Ferner ist ti = v, und die Gleichungen 11 und 13 gehen 
Über in 

16) '■■' + "j+<'-T-' 

aus welchen die ungestörte elliptische Bewegung folgt. 

Auch für den Fall, dass die Bahn des angezogenen Punktes in die 
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Ebene des Aequators hineinfällt, hat man nur die zwei Differential- 
gleichungen 11 und 13 zu integriren. Denn es ist dann ^ ^ 0, s ^ 
und daher auch -r- = 0. Ferner folgt aus den Gleichungen 10 
und 14j dass die Veränderlichen n und & in die Beständigen «(, 
und ■9'o Ühergehn. In der vorliegenden allgemeineren Aufgabe aber 
eliminire ich die Veränderliche n aus der Gleichung 11 vermittelst 
der Gleichung 15, und erhalte zur Bestimmung des Leitstrahls r 
eine Differentialgleichung der zweiten Ordnung. Ich setze noch 
W=^ — ,- V, und erhalte die Differentialgleichung der zweiten Ord- 
nung 

Das zu integrireude System der dritten Ordnung besteht nun aus 
den Gleichungen 13 und 18, und diese Gleichungen sollen nach 
der Methode der Störungen integrirt werden. 

Wir haben in 2. angenommen, die Bahn des angezogenen Punktes 
sei wenig verschieden von einer Ellipse, deren einer Brennpunkt 
mit dem Mittelpunkt des abgeplatteten Sphäroida zusammenfällt. 
Ich schreibe die Gleichung der Ellipse — = 1 + e cos v, und nehme 
an, dass die Excentricität e eine Beständige, der Parameter j> eine 
Veränderliche sei. Um die wahre Anomalie v als Function der 
Zeit darzustellen, bediene ich mich der Gleichung cv = {- -) , wo 
c gleichfalls eine Beständige ist. Hiernach ist die Flächengeschwin- 
digkeit des Leitstrahls gegen die grosse Achse der Ellipse pro- 
portional dem Quadrate des Parameters, und die Gleichung cv 
^ (1 + e cos vf ist identisch mit derjenigen, welche für die unge- 
störte elliptische Bewegung gefunden wird. Ihre Integration ver^ 
langt, dass man die wahre Anomalie v durch die exzentrische * 

ersetze. Man setzt tg -^ ='[/,_'' tg -|-, und erhalt das Integi 
in der bekannten Form: 



(1-eV 



ip-t.) = 



Aus der Bedeutung der Winkel u und v folgt, dass die Differenz 
w = u — 11 die Bewegung der grossen Achse der Ellipse gegen die 
Knotenlinie a.usdrückt. Die aus dem Systeme der dritten Ordnung 
KU bestimmeudeu Elemente der Störung sind daher der Parameter 
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p und des Perigäum tv. Eliminirt man die Veränderlichen r und 
'U vermittelst der Gleichungen ^ = 1 + e cos v und w = ti, — v, so 
geht die Gleichung 18 in eine Differentialgleichung der zweiten Ord- 
nung über, aus welcher der Parameter p als Punetion von v gefun- 
den wird. Nachdem man den Parameter in dieser Weise bestimmt 
hat, erhält man die Veränderliche n in endlicher Gestalt aus der 
Gleichung 11. Femer wird durch die Elimination der Veränder- 
lichen w r M die Gleichung 13 in eine Differentialgleichung der ersten 
Ordnung übergeführt, aus weicher das Perigäum le als Function 
von 4! folgt. 

Wenn A = gesetzt wird, so ist die Bahn des angezogenen 
Punktes eine ungestörte Ellipse, und die Veränderliche )} geht in die 
Beständige p^ über. Die oben angenommenen Gleichungen sind 
dann ^ = 1 + e cos D und cv = i— ) , und müssen in dieser Form 
übereinstimmen mit den Gleichungen 16 und 17. Diese Forderung 
hat einige Beziehungen zwischen den bis dahin eingeführten unbe- 
stimmten Beständigen zur Folge. Man findet die drei Gleichungen: 



"Vi 



- = yinp^ 



(i~»')-ä('-'')- 



Hiernach sind die Beständigen c n^a als Punktionen von e und p^ 
dargestellt. Man kann sich denken, die Integrationsbeatändige a 
sei durch die neue Beständige e ersetzt worden. Es ist aber be- 
merkenswerth , dass durch die Elimination von r vermittelst der 
Gleichung --- = 1 -|- e cos v, wo v bestimmt ist durch die Gleichung 
cv = i— 1 , neben der Veränderlichen ^ die unbestimmte Bestän- 
dige Po in die Störuugagleichungen eingeführt wird. 

6. Dem Bisherigen zufolge ist die Differenz ^ — 1 eine kleine 
Grösse, welche wir ein Stovungsglied nennen. Ich set'ze abkürzend 
(-y(~i = l) = H, "id führe die Gleichung 18, indem ich den 
Leitstrabl eliminire, über in 

19) '■'S"+(r)'s-'«^+P. 
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Für den Fall A = geht die Veränderliche F= r^ W über in V= mr. 
Ich setze daher V = mr -\- wip^Ü und finde 

a_,f.(i-3.-)+fä.(f.y(|-f.>+B/), 

wo noch abkürzend t?,~^^ 9. gesetzt ist. Ferner ist auf der rech- 
ten Seite der G-leichung 19 einzusetzen: 

2 r \p„ / \ ' p / 

Da sich -- — 1 als ein Störungsglied der ersten Ordnung darstellt, 
so ist P als ein Störungsglied der zweiten Ordnung zu betrachten. 
In der Gleichung 19 sind alle Störungsglieder der ersten Ordnung 
bekannte Funktionen von v. Durch zwei Quadraturen bestimmt sich 
die ei-ste Näherung von S. Nachdem man die erste Näherung auf- 
gefunden hatj ergeben sich durch die Variation der Constanten auch 
die Störungsglieder der zweiten Ordnung als Funktion von v, und 
durch weitere Quadraturen kann man die zweite Näherung des Inte- 
grals erhalten. 

Die Gleichung 19 integrirt sich nach bekannten Methoden. 
Die einfachere Gleichung c^§" + ( — j § = hat die partikularen 
Integrale S ^ — <!0s « und S = — sin». Ich setze daher, um das 
Integral der Gleichung 19 zu erhalten, 

g = — (Ä cos V -{- hsin v), 

und finde alsdann zur Bestimmung der Veränderlichen k und h die 
Gleichungen 

Den Parameter der gestörten Ellipse erhält man alsdann aus der 
Gleichung 

22) ^J — 1 = 2 ^ (h cos i> + ft sin v). 

Auch die Derivirte p ist nun als gegeben zu betrachten. Man hat 
die Gleichung 

23) — c [ '- ) ~~ -^- — (ßaiu.v~hcosi:^-\-esmvfkcosT -{-Jifiinvj. 
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Ea ist b e merken sw erth , <5i^s m diesem "Writhe j) zwu iibei 
zählige willkürliche Beständige voikommen Die Integiation der 
Differential gleiehung zweitei Oidnun^ hat znei willkürliche Bestiu 
dige im Gefolge. Als solchf kann man die Giosaen p^ und ^^ 'j^ 
trachten, von welchen die letzteie dui^h die Integiation der Glei 
chung er = ( — ) eingeführt wird Ausser p„ und f^ kann man noch 
die Integrationsbeständigen A^ und h^ m den Weith p aufnehmen 
Diese Beständigen Ä^ und li^ duiten zwai den Betiag eines Sto 
rungsgliedes der ersten Oidnung nicht ubeischieiten, weil sonst 
die Convergenz der unendlichen Reihen; duieh welche das Integral 
der Gleichung 19 ausgedrückt i«t geschwächt wuide Im Uebngen 
aber sind sie willkürlich, und man kann lezcht zeigen, dass die Be- 
ständige \ mit einer Correction der Bestandigen t^ /usammeufällt, 
dass femer die Beständige Ä^ eme Coirektion der Beständigen p,, 
und e zur Folge hat, in solchei Weise, daso dei Quotient un- 
veränderlich ist. 

7. Wir haben 70 -^ = <7 gesetzt, und es ist daher für die Ver- 

hältnisse der Mondbahn beiläufig q — . ,„^„„„ . Es hat den Anseheiu, 

° ^ 6400000 ' 

dass man eine grosse Genauigkeit im Resultat erreiche, wenn alle 
Störungsglieder der zweiten Ordnung vernachlässigt werden, weil 
dieselben mit ^ multiplizirt sind. Es sind aber dabei noch andere 
Einflüsse entscheidend. Wir bemerken, dass sich die Störungs- 
glieder als trigonometrische Funktionen von v und w darstellen, 
dass sich also ihre numerischen Werthe zwischen gewissen Grenzen 
bewegen. Die Störungsglieder werden integrirt, und die Greiiz- 
werthe des Integrals liegen nicht weit entfernt von den Grenz- 
werthen des Störungsgliedes. Dies ist nicht mehr richtig für den 
Fall, dass das Störungsglied Funktion von w allein ist. Unter den 
Sto rungs gliedern der ersten Ordnung gibt es keine, welche diese 
Beschaffenheit haben. Dagegen finden «fich unter den StÖrungsglie- 
dern der zweiten Ordnung in den Gleichungen 2(J und 21 beziehungs- 
weise die Glieder sm2io und cos2w Es wird sich unten zeigen, 
dass die Veränderliche w neben trigonomet 11 sehen Gliedern auch 
ein der Zeit proportionales Glied enthalt In diesem Glied ist der 
Coefficient der Zeit ein sehr kleiner Bruch, welcher nach voll- 
zogener Integration des Sfö rungsgliedes als Nenner mit demselben 
verbunden ist. Daher kommt es, dass das Integral der oben er- 
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wähnten ytiJrungsglieder zweiter Ordnung nicht mehr mit g^, son- 
dern nur noch mit q multiplizirt, und in Folge dessen gleich w er fchig 
einem Störungsgliede der ersten Ordnung ist. Indem ich die er- 
wähnten Störungsglieder der zweiten Ordnung bei der Integration 
der Gleichungen 20 und 21 berücksichtige, erhalte ich die Integrale r 

24) Ic =^ —2(1 — Y sin^ij cos v 

— Y 2 sin^i (cos (2m + v) — 3 cos {2u — v)-\-2lcos 2tv) 

25) h ^ — qil — am^i) sin v 

— -^q sin^i (sin [2m + ») + 3 sin (2m — v) — 2lsm2w). 

Der beständige Coeffizient l folgt aus den StÖrungs gliedern der 
zweiten Ordnung, und ich finde 



Da. nun die Verän der liehen fc und h bekannt sind, so keunt 
man auch die Veränderlichen p und p auf Grund der Gleichungen 
22 und 23. Man bildet daher die Gleichungen: 26) und 27) 

ftcos«+Asin« = — q\l — — sin^ij-|--ä-^^"^**'-'^*^^^^~^'^*'^(^" """)■' 
Äsinii— Äcosy= +2sin^i(sin2«— -g-'^'"(^" — *')) ■ 

Ferner findet man die Verän d erhebe n, durch welche die Flächen- 
geschwindigkeit des Leitsti'ahls in der Ebene der Bahn ausgedrückt 
ist, vermittelst der Gleichung 11. Indem man / durch p ersetzt, 
führt man die Gleichung 11 über in die folgende: 

28) ^; - 1 = 2 ß + 2eJc ^, - U\ - iV + 2 ('-\" 1>~ c^ ('-X^ . 

Endlich erhält man noch, wenn n bekannt ist, die Veränder- 
liche i aus der Gleichung 10. Man findet die Gleichung: 29) 

-^^ — 1 = — — 2sin^*73cos2M+ecos(2w+v)+3ecos{2M— «)— iIecos2w|. 

8. Wir gehen jetzt zur Integration der Gleichung 13 über, aus 
welcher die Veränderliche 10=^11 — v, oder die Bewegung der 
grossen Achse der Ellipse gegen die Knotenlinie zu bestimmen ist. 
Indem ich den Werth n in die Gleichung 13 einsetze, führe ich 
dieselbe über in: 
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Die Grösse N enthält nur Störungsglieder der zwaiten uud höheren 
Ordnungen. Indem ich wie bisher die Störungsglieder vernach- 
lässige, welche die zweite Ordnung überschreiten, erhalte ich den 
folgenden Werth: 

Durch die Integration der Gleichung 30 entsteht: 

31) w-i-co6i& = w„ + 3q(l — ~-smH) [v-i-^esmvf 

+ q siu^i i-T- (1 + le) ein 2w + (i + e) sin (2w — "") + ^ sin 2w] , 

wo der beständige Coefficient g den Stör ungs gliedern der zweiten 
Ordnung entnommen ist. Aus dem mit v multiplizirten Gliede er- 
sieht man, dass die säkulare Bewegung der grossen Achse der 
Ellipse in derselben Eichtung erfolgt, wie die Bewegung des Leit- 
sti'ahls der angezogenen Masse, aber sehr viel langsamer als diese. 
Schliesslich erhalten wir die Veränderliche &• durch die Inte- 
gration der Gleichung 13. Wir finden das Integral: 

32) * — &g= — 3q cos i (« -f- e sin v) 

^1-qcosi (3sin2M + esin(2w + ») + 3esin(2w— *!) + /'sin2i(;), 

wo der beständige Coefficient /' aus den Störungsgliedern der zweiten 
Ordnung folgt. Das mit v multiplizirte Glied des Integrals zeigt 
eine rückgängige Bewegung der Kuotenlinie an. 

9. Ich habe nun die Integrale der Differentialgleichungen auf- 
gestellt, aus welchen die Bewegung eines von dem abgeplatteten 
Sphäroid angezogenen Massenpunktea folgt. Wiewohl ich nur die 
allerersten Glieder der unendlichen Reihen aufgezeichnet habe, so 
ist damit doch eine beträchtliche Genauigkeit erreicht. Die ver- 
nachlässigten Glieder sind sehr viel kleiner als die vorliegenden, 
weil sie den Faktor q^ haben. Eine starke Convergenz der Reihen 
erfordert übrigens nicht gleichzeitig jene beiden in der Bewegung 
des Mondes sich erfüllenden Voraussetzungen. Ausreichend ist die 
Forderung, dass der in 3. definirte Quotient -^ ein kleiner Bruch- 
werth sei, was noch vereinbar ist mit einem Äbplattungsver- 
hältniss, welches nahe bei der Einheit liegt. Die Gültigkeit der 
Integrale erstreckt sich über jeden wenn auch noch so grossen 
Zeitraum. 

In den Integralen 26, 27, 31 sind die Coefticienten auch der- 
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jenigen Glieder, welche als Funktionen von v eine kurze Periode 
haben, von den Stömnga gliedern der zweiten Ordnung abhängig. 
Daraus folgt, dasa die Integrale, wenn man die Störungsglieder der 
zweiten Ordnung vernachlässigen wollte, selbst für einen kurzen 
Zeitraum in ihrer numerischen Bedeutung eine andere Gestalt er- 
halten würden. Dieser Umstand ist den Ästronomen entgangen, 
und auch Hansen, welcher viel Sorgfalt auf die Aufgabe ver- 
wendet hat, kannte ihn nicht. Es war für mich leichter, die Ana- 
Ijsis so weit zu verfolgen, weil ich dieselbe auf geometrische Be- 
trachtungen gegründet habe, welche einfacher sind als die bei den 
Astronomen bisher üblichen. 

In den obigen Integralen haben alle Glieder den Faktor q, 
und die meisten Glieder haben ausserdem noch den Faktor sin^s. 
Es ist i der Winkel, welchen die Ebene der Bahn des angezogenen 
Punktes mit der Ebene des Aequators bildet. Wenn man die An- 
wendung auf die Mondbahn macht, so ist zu bemerken, daas dieser 
Winkel in der Wirklichkeit ausser der oben bestimmten noch 
andere grössere Variationen erleidet. Die letzteren sind aber eine 
Folge der störenden Anziehung der Sonnenmasse, mid müssen daher 
in der von uns behandelten Aufgabe als nicht vorhanden angesehen 
werden. Wir geben dem Winkel i den mittleren Werth 23''28', 
und daraus folgt %iv^i = -^. Aber der Faktor q allein schon ist 
ausreichend, um zu bewirken, dass alle periodischen Glieder der 
obigen Integrale für die Beobachtung durchaus immerklich sind. 

Denn es ist beiläufig q =^ siji^öö "^ ä7 ' "^"'' ^^^ '"'''' *' "^"l^-'P'i" 
zirten Glieder der Integrale haben naeh einer massig grossen An- 
zahl von Umläufen des Mondes einen für die Beoabachtung merk- 
liehen Betrag. 

Wenn ich in dem Vorstehenden nachgewiesen habe, dass die 
Astronomen die vorliegende Aufgabe fehlerhaft gelöst haben, so 
kann es anderseits den Anschein haben, als sei diese Berichti- 
gung für die Theorie des Mondes bedeutungslos, weil es sich nur 
um unmerkliche Grössen handele. Ich sehe aber die vorliegende Auf- 
gabe als die Vorarbeit zu einer verwickeiteren Aufgabe an, welche 
ich ein andermal zu behandeln mir vorbehalte. Wenn nämlich bei 
der Bestimmung der Mondbahn neben der spbäroidisehen Gestalt 
der Erde auch die Anziehung der Sonnenmasse berücksichtigt wird, 
so ergeben sich Störungsglieder der zweiten Ordnung, welche sehr 
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viel beträchtlicher sind als die in der obigen Aufgabe vorkommenden. 
Für den Fall, dass sich unter diesen Störungsgliedem der zweiten 
Ordnung wieder solche finden, welche Fmifetionen von w allein sind, 
gelangt man vielleicht zu dem nicht befremdlichen Resultate, dass 
auch die periodischen Glieder der Mondbahn durch den Einflusa der 
sphäroidi sehen Gestalt der Erde Störungen erleiden, welche wohl 
merklich sind. 

Berichtigungön 7U meiner Mittheilung im Kepert Bd. 11. 
S. 260 Z, 12 1 o anst einiRer lies alki 
S. 264 Z. 3 1 u anst duich lies durch Pine 
S. 2e6 Z. n T u anit aufiecht eihalten liC'^ voisiehen. 

Mannheim. Aug. Weiler. 



Ii. Kiepert: Auflösung der Gleichungen fünften Grades. (Borehardt's 
Joui'nal Bd. 87 S, 114 — 13.S.) 

Die algebraischen Untersuchungen, ivelche bisher zur Auflösung 
der Gleichungen fünften Grades durchgeführt sind, liefern wesent- 
lich einfachere Resultate, wenn man die von Herrn Weierstrass 
für die Theorie der elliptischen Functionen gegebenen Methoden*) 
benutüt statt der Jacobi'schen, weil der Jacobi'sehe Modul k, der 
zu einer allgemeinen Form 4. Grades gehört, keine rationale 
Function von den Coefficienten dieser Form ist, sondern von ihren 
Linearfaetoren abhängt, während die von Herrn Weierstrass be- 
nutzten Invarianten (/^ und ff^ rationale Functionen der Coeffi- 
cienten sind. 

Es sei die elliptische Function definirt durch die Gleichung 
1) phi=-=iphi — ff^pu — (/^ 



2) ^^sl^21gl. 

Die 6 Grössen, welche aus zl durch Transformation 5. Grades 
hervorgehen, seien 

*) Die wichtigstca i'oitnebi, die sich auf die von Herrn Weieratrass 
in aeinen Yorlesimgeii eingeführte Function pu beziehen, kabe ich in meinei- 
Abhandlung „Wirkliche Ausführung der ganzzahligen Multiplication der ellip- 
tisciien Functionen" vorausgeBchickt (Botchaidt's Journal Bd. 76 p. 21—33.) 
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D, B^, D,, D„ D,, D^, 
uod zwar sollen diese Grössen bezüglich den Perioden 

3m 2a am' + 48(0 2m' + 9G(o 2<j' + U4m a^' + lii am 

5 ' ~5~ ' B ' 5 ' 5 ' 5 

entsprechen, wenn 2ro und 2oj' die ursprünglichen Fundamental- 
perioden sind. Es läsat sieh dann zeigen, dass 

f-Cf--- ■--— 

... i'ä"-''" /T('-'''°') 

V/5 2 (-')''• " 



*) ^-(5f-- 



-''"]!(-»"•"") -l 



(_l)^,r(i+l)=^ 



wird, wobei 



'fjd-h") ^'^i~ifh 



ist. Aus dieser Summeiientwicklung folgen dann unmittelbar die 
lielationen 
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[/:, + /■, + /; + /■, + /;-/■ j/ö, 
6) /; + ''i\ + <Y> + «/= + «"/.- , 

U + «'f, + »A + «Y. + «Y.-o, 

und damit ist bewiesen, dass P, f\, f\, f\, f\, f] die WurKeln 
einer Gleichung sind von der Form 

6) (/^-f-a)f^(/-2 + 5o) + 10J(r + «)"+4c(f + a) + ö&^— 4«c=0. 
Eine solche Gleichung, die nur -von den drei Konstanten a, h, c 
abhängig ist, wird eine Jacobi-Kronecker'sehe Resolvente ge- 
nannt. In dem vorliegenden Fall wird 

a = 0, ?! == i- und c = — '^i, 
also 

6") zJ^f'^ + 10z//« - 12ft/'^ + 5 = 0. 

Andre Ausdrücke, die gleichfalls einer Jacobi-Krüncckur'schen 
»Kesolvente genügen, sind 

j r - 1 (^/' - 6/--'), /" = l (^r + »n, 

'' jf-l (-=</■' + 5/-'). v-f, ?>" = |w + '/■)■ 

Die allgemeinsten Ausdrücke von dieser Eigenschaft haben dann 
die Form 

Pf+fff + rf 
oder 

wo p, q, r, }\, ji , i\ noch ganz beliebige Konstanten sind. 

Die Jacobi-Kronecker'sehe Resolyente (6) oder (6*) läast 
sich noch auf den fünften Grad herabdrücken, indem man nach 
dem Vorgange von Herrn Brioschi 

8) !^.-^[(r-/;)(/:„-c)(/^«-ar 

(r = 0, 1, 2, 3, 4) 
setzt. Es werden dann j/^, iji, y^, y^, y^ die Wurzeln der Glei- 
chung 

9) z/^?/ + XOJ^y^ + 4:b^y ~ 216(^3 = 0. 

Auf diese Brioscbi'sche Resolvente lässt sich aber die Auflösung 



y Google 



L. KiErEHT. 393 

einer allgemeinen Gleichung fünften Grades zurückführen. Diese sei 

10) x" + Ax^ + Bx' ^C^J^I)x-^E = 
und habe die Wurzeln Xu, x^, x^, x^, x^. Setzt man nun 

11) s = ^ — ux -\- V, 

so wird s wieder die Wurzel einer Gleichung fünften Grades, in 
der man aber durch passende Wahl der Grössen u und v die Koeffi- 
cienfcen von «* und ff' gleich Null machen kann, so dass die Glei- 
chung übergeht in 

12) z^ -{- 61^ — 5ms + n = . 
Dabei ist u die Wurzel der quadratischen Gleichung 

13) (2^^ — 5-ß)i(^ + (4^* - IdAB + 15C)m 

+ (2^*-8^^£+ lOAC-\-SB'~ 10J)) = 0, 
während 

5v= - Au— ^^ + 2i;, 

5; = — 6V + ^w' + + -0(4"^ + 3^« + 21?) 
~ _E(5m + 2^) — IOd^ 

14) öm =— D(m* + ^«ä + Bu^ + Om + J>) 
+ E(5i(^ + 4Ji(ä + 35m -{- 2C?) + 6v^ + lOiw, 

— w^ — oi«!^ -|- 6mv . 
Führt man jetzt noch die Grössen «, jJ, (/^ i"i<^ ■^ durch die Glei- 
chungen 

!2(l* — «M« + m^}tt = - (11/ä + In^ — 2m^n) ± l]/^ , 
-j-^a = i3|7^(,3_|_ lHwa + 64m^ — 27iw], 
+ 12^, = ;«^ + 3iM« — ii, 
4- ^ = f\(],n — m^)« -|- )M«J 
ein, wo ^' die Discriniinante der Gleichung (12) ist, so geht die 
Gleichung (12) durch die Substitution 

über in die Gleichung (9). 

Zw vollständigen Auflösung der allgetneinen Glekhung fünften 
Grades hat man also mit Hülfe der Formeln {13\ {14) und (15) die 



V, «, ß, g^ und J guherechnm, damt findet ma: 
mit Anwefndung einer hyjp^geometrischen Reihe als Function t 
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die Grosbin /, /„, f^, /g, f.^, f^ durch die Formeln (3) und (4); be- 
stimmt man schliesslich aus der Ghichwtg (8) dm Werth von t/r, und 
dann aus der Glewhmg {16) dm Werth von Zr, so vnrd für r = 0, 
1, 2, 3, 4 

^ + (a,-f)(M' + ^w'+Bw + g) + (g^-.))'(Bw + ^) 

'^'■— „4 ^ An" + JBm* + Cm + D + (2^ — e)C3it' + 2Xu + 5) + C^^- «')'" 



L. Kiepert; Zur Traneformationstheorie der elliptisohen Func- 
tionen. (Borcliai-dt'a Journal Bd. S7 S. lUÜ — -äle.) 

Dae, was in mBÜier Abhandlung über die Auflösung der Glei- 
chungen fünften Grades von der Transformation fünften Grades ge- 
sagt i'ii, las st sich verallgemeinern und auf die Transformation 
Hten Grades übertragen. Man erhält dadurch die Modulargleichungen 
in einer Form, die eine verhältniss massig einfache Berechnung der- 
selben möglich macht, und für die Theorie der algebraischen Glei- 
chungen von Wichtigkeit ist. 

Sind nämlich 2ra, 2üj' die Fund amentalperio den der elliptischen 
Function pii, und ist die Primzahl n grösser als 3, so wird 

eine symmetrische Function der Grössen 

»(^)' *(^)' ■■■-!■ ('^-«') 
und deshalb die Wurzel einer Gleichung (« -\- l)ten Grades, deren 
Coefficienten ganze rationale Functionen von ^ä ^''^^ ffa sind. 
Setzt man nun noch 

so lässt sich zeigen, dass 

f-' _ (_ i).p 

wird. Dabei ist 
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j ^g\ — 21 gl , 11 = 6"' , n = Gg+l. 
Die i^Gleichnng, welcher p genügt, nenne ich die Transfornia- 
tionsgleichung und finde für die andern Wurzeln dieser Glei- 
chung fl, f , /^ , ■ • ■ f\_i , wenn e " = e gesetzt wird, 



3)/; 



»"iTl'^*") ^" 2"'-«'* 



Bezeichnet mau mit Z), B^^, D-^, ... D^-i die Grössen, welche durch 
Transformation »ten Grades aus z/ hervorgehen, so hat man auch 

Durch Summation folgt nun aus den Gleichungen (2) und (3) un- 
mittelbar 

5) \f. + A+f.. + ----+ /■-. = (- irfV (- ip" » . 

I f. + r'f, + '-"f, + ■■■ + •-'•-»> f.-t - 0, 
WO man für ß jeden beliebigen Niclitrest von n setzen kann, so dass 
die Gleichungen (5) im Ganzen ""T lineare Relationen zwischen 
den Grössen f,f(,,fi'--- U-i geben, welche ich die Jacohi'schen 
Relationen nenne, weil sie Jacobi in ähnlicher Weise für die re- 
ciproken Werthe des Multip äicators bei der Transformation «ten 
Grades aufgestellt hat (Crelle's Journal Bd. III S. 308). Ganz 
ebenso bestehen auch zwischen f , f^, /^ , ■■■/^„^ — g— 'i- 
neare Jacobi'sche Relationen, denn es ist, wenn man den ge- 
meinschaftlichen Nenner der f mit N bezeichnet, 

= (- iy^2^- iy(2'l + 1).= ^'"-')^/^'^ 
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Hieraus ergiebt sich durch Summatioii unmittelbar 

g, j /? + /;' + 4' + ■■■ + /■,'-, - f'V{- ,1p"'», 

I ft + «""''/■ + «"''V' + • • ■ + ''"""'C - . 

Aus den Gleichungen (2) und (3) folgt auch ohne Weiteres, da? 
das letzte Glied der Transformationsgleichung 

(-1) ' ■" 



wird. Da nun f~^ die Wurzel einer Gleichung (» -|- l)ten Grades 
ist, deren Ooefflcienten ganze rationale Functionen von g^ und 
g^ sind, so werden die Coefficienten der Gleichung für f*^ auch 
ganze rationale Functionen von g.^ und <f^, dividirt durch eine 
Potenz von ^, deren Exponent eine ganze Zahl ist. Diesen Ex- 
ponenten kann man aber von vom herein bestimmen, wenn man 
beachtet, dass 






C = (-»-©'= 



(-1) ' fi*"'j["J(l-A" 



z;'^ = -^AßrT(i -ji^'f 



ist. Nennt man nämlich die CoetScienten der Transformations- 
gieichung g, , g^, ■ ■ ■ gn+ij so muss in dem Nenner von ga der Ex- 
ponent von ^ nothwendiger Weise zwischen 

liegen. Da aber dieser Exponent eine ganze Zahl ist, so wird g,, 
gleich Null, wenn zwischen — --r — und — keine ganze Zahl liegt. 
Durch diesen Umstand fallen von vom herein viele Glieder der 



y Google 



L, Kiepert. 397 

Transformationsgleieliung fori In den übrigen sind die Zahler der 
Coeffieienteri homogene ganze Functionen von ff^ und g^, wenn 
man g^ den Grad 2 und g^ den Grad 3 beilegt. Wie aus den Glei- 
chungen (7) tiervorgeht, wird der Grad dieser homogenen Functionen 
gleich 0, wenn a{n — 1) ein Vielfaches von 12, 
„ 1, „ ß(ra — l) + 2„ „ „ 12, 

„ 2, „ K(n~ l) + 4„ „ „ 12, 

„ öl w k(w— 1) + ff = ß)j „ „ 12 

ist Dadurch erhält die Traiisformationsgleichung n. B. für m = 11 
ohne jede Rechnung die Gestalt 

f + Jt/-" + "j^r + 'y»r + ^r + ^f - j^.- 0, 

wo es nur noch übrig bleibt, die Zahlcoefficienten c, e,, c^, Cg, c^, 
zu bestimmen. 

Dies geschieht durch Entwicklung der Grössen f nach Potenzen 
von h und durch Einsetzen in die Newton'schen Formeln oder in 
die Gleichung seibat, wobei 

(^^ = (I)' [{2 + 20{Ä^ + 9h^ + 287.'' + lU' + . ■ ■)], 
^) y^- ©TÄ - I ^^' + ^^^' + ^*^''' + 10Ö7Ä« + ---)], 

[z/'2 = (^.) h^ [1 — AS _ Ä* + A'" + Ä'* 1 j 

ißt. Am besten ist es, die ersten Coefflcienten durch Anwendung 
der Newton'schen Formeln und die letzten durch Einsetzen in die 
Gleichung selbst zu bestimmen. 

Auf diese Weise machte es mir keine grosse Mühe, die Trans- 
formation sgleichungen für 

n = 5, 7, 11, 13, 17, 19 
vollständig auszurechnen. 

Die Herstellung dieser Gleichungen wii-d aber noch wesentlich 
leichter durch Anwendung der complexen Multiplicafcion der ellip- 
tischen Functionen, wie ich in einer späteren Untersuchung zeigen 
werde. Ebenso werde ich in einer bald folgenden Abhandlung 
nachweisen, wie leicht eich alle übrigen, bei der Transformation 
auftretenden Grössen rational durch /' ausdrücken lassen. 

Es giebt ausser den Grössen f noch unendlich viele Ausdrücke, 



y Google 



die den Jacobi'achen Relationen genügen. Unter vielen andern 
sind es die Grossen 

WO das eine Mal 

«(») - (I) "5 (- 1)'**^**"' «OS (6 j + 1) i; , 

9) J?(.0 -{~y^ (.- Ifir^'^' cos (6i + 1) '•£- , 

F,(u) = f' ' © '2(- l)'«'»""-*"»'^ cos (61 + 1) i; , 
das andre Mal 

10) -f(»)-(")'J|'(- 1)'-(21+ Iji'^'^cosCaA+l)!^'', 
d das dritte Mal 

11) F{u) - ('i^) " ■ 2'^(- i)'h T^sin (2 J + 1) !^ , 

f,(»)_(-i)%)'.2j;(- l)',-("">-/Ä"".m (21 + 1) II 

gesetzt -wird. 

Der Nachweis, dass diese Grössen f{u) und fr(u) den Jacobi'- 
sehen Relationen genügen, wird durch einfache Summation der Reihen 
geführt. Im Uebrigen sind f(u) und fr{ti) doppelt periodische Func- 
tionen von u und gehen, wenn man nur die Gleichungen (9) und 
(10) berücksichtigt, für w gleich Null in die oben behandelten Grössen 
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/■ resp. p über. Sie hängen also von zwei variabeln Parametern 
A und u ab, ein Umstand, der für manche Untersuchungen Vor- 
theile bietet. 

Darmstadt. L. Kiepert. 



F. Klein: SuIle ec[uaaioni modulari, (Keudiconti des R. latituto Lom- 
bai-dü, Sitzung vom 2. Januar 1879; zum Theil abgedvuckt in den 
uiatb. Annalen Bd. XV, S. 86—88.) 
Bezeichnet man mit g^, g^, 2/ die Invarianten des gegebenen 
elliptischen Integrals, mit g'^, g'^, ^' die Invarianten des transfor- 
mirten, so kann man auf Grund der Betrachtui^en, Über die 8. 251 — 
252 dieses Kepertociums referirt ist, leicht zeigen, dass schon für 
']/^' bei Primzahltransformation w'*'^ Ordnung (w>3) Gleichungen 
(n + 1)'™ Grades bestehen, deren Coefficienten ganze Functionen 
von g^, g^, 'Y^ sind. Ich gebe Regeln, nach denen man dis Coeffi- 
cienten dieser Gleichungen zweckmässig berechnet, und entwickele 
einige ihrer einfachsten zahlentheoretischen Eigenschaften. Bei 
w^5, 7j 13 erhält man so dieselben Gleichungen, welche ich 
schon früher in den math. Annalen XIV, S. 147, 148, 149 auf 
Grund anderer Betrachtungen mittheilte. Bei H = H berechnet sich 
^lä _ 90 . 11 . j/^ . ß6 -)- 40 ■ 11 ■ 12^, ■ f^. s* ~- 15 ■ 11 ■ 2166fg • Y^- s^ 
+ 2- ll-(12^a)'-|/^-^- 12^2j216</3- '|/^-2- 11-^ = 
(für s = 'y^'), in U eher ein Stimmung mit gewissen Schlussfolge- 
ruugen, welche Hr. Briosehi kurz vorher hinsichtlich der Form 
dieser Gleichung auf anderem Wege abgeleitet hatte (Annali di 
Matematica, ser. 2, t. IX pag. 172). — Da ich nicht zweifeln kann, 
dass diese Gleichungen bei ihrer grossen Einfachheit in der Trans- 
formation stheorie der elliptischen Functionen eine wichtige Rolle 
spielen werden, so will ich hier auf die ungefähr gleichzeitige, in- 
zwischen erschienene Arbeit von Kiepert aufmerksam machen 
(Borchardt's Journal Bd. 87 S. 199 — 217), in der dieselben eben- 
falls behandelt werden. 

Der Schluss meiner Notiz bezieht sich auf gewisse endliche 
Systeme linearer Substitutionen bei — ^— Variablen, welche für die 
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Priiiizahltransfumiation »'" Ordnung dieselbe Uolle spielen sollen, 
wie die Ikosaedersubstitutionen bei n = 5 oder die 168 ternärcn 
Substitutionen bei n = 7. 

.r, Klein: lieber die Auflösung gewisser Grleichungen -vom sie- 
benten und achten Grade. (M.n,ib. Annalen SV S. 2öl— 282.) 

Diese Arbeit schliesst sich als Fortsetzung an meine Unter- 
suchungen über die Transformation siebenter Ordnung, Über welche 
S. 336 — 340 dieses Repertoriuma Bericht erstattet wurde, und hat 
dem entsprechend zunächst den Zweck, zu zeigen, dass sich und wie 
sich die Auflösung solcher Gleichungen siebenten und achten Grades, 
welche die Gruppe der Modulargleiehung haben, auf die Auflösung 
der Modulargleiehung selbst zurückführen lässt. Aber die Darlegung 
der dabei nöthigen üeberlegungen gewinnt von selbst einen all- 
gemeineren Charakter, und so will meine Arbeit zugleich ein Pro- 
gramm sein für die Behandlung aller Gleichungen beliebigen Affeetes, 
ein Programm, das ebensowohl die Auflösung der cyclischen Glei- 
chungen durch Wurzelzeichen als die Kronecker-Brioschi'sche 
Theorie der Gleichungen fünften Grades in sich fasst. Ohne hier 
auf die Darlegung dieser allgemeinen Gesichtspuncte einzugehen, 
oder verschiedene neue Formeln aufzuzählen, welche ich zur Be- 
handlung der Gleichimgen fünften Grades, der Jaeobi'schen Glei- 
chungen achten Grades, des allgemeinen Transformationsproblems 
der elliptischen Functionen etc. angebe, will ich mich hier darauf 
beschränken, in kurzen Zügen nur für die Gleichungen siebenten 
Grades mit 168 Substitutionen die wirkliehe Auflösungsmethode zu 
sliizziren. 

Schon in meinem vorigen Referate sprach ich von dem Systeme 
der 168 temären linearen Substitutionen, welches durch Wieder- 
holung und Combination folgender Operationen entsteht: 

1) A' = /, ^' = /jt, v=y^v, (y = e'j 

2) X' ^^ fi, )i == V , v ^ X , 

IY— 7 ■ A' = (/ — Y)l + {/' — y^-)!i + (r' — /)v, 
l/Il'-f . ^' = (/> _ f)X + (f - /)^ -f (/ - y)v, 
Y^ 1 -v = (/ — y'')l + {f — y)ii + {/' — y^)v, 
und von den vier dabei ungeändert bleibenden ganzen Functionen 
der If (i, v: f, V, C, K, Die Modulargleiehung liess sich dabei 
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durch das Oleiehungssy stein ersetzen: 

Es seien nun a;,, , a:, , ■ ■ ■ a:^ die sieben Wurzeln einer Gleichung 
siebenten Grades mit 168 Substitutionen. Dann ist der erste Schritt 
der, dass man solche 3 rationale Functionen X, p,, v der x 
bildet, welche bei den 168 Perrautationen der x die eben 
angegebenen ternären linearen Substitutionen erfahren. 
Dies kann durch Processe der Invariantentheorie auf sehr mannig- 
fache Weise geschehen. 

Es seien z. B. X, X' X" irgend drei rationale Functionen von 
X, welche für x = Xt,, x^,- ■ • x^ die Werthe X,,, X^, ■ ■ ■ Xg etc. an- 
nehmen. Man setze, unter y wieder eine siebente Einheits würze! 
verstanden, zur Abkürzung: 

^r" —Pt, 

ebenso ^Jy'X't = p'i etc. Endlich sehreibe man statt der Deter- 
minante: 

pk p, I 
i"'* P'i \ 
Pt P'i I 

einfach («', /;, l). Dann sind drei Functionen der gesuchten Be- 
schaffenheit durch folgende Formeln gegeben: 

n = (4, 3, 5) + (1, 6, 5) + (4, 2, 6), 
U= (2, 5, 6) -i- (4, 3, 6) + (2, 1, 3), 
U=(I,6, 3) + (2, 5, 3} + (l, 4, ö). 
Berechnet man jetzt für diese X, fi, v die Formen /', V, C, K, so 
werden Ausdrücke entstehen, die sich bei den 168 Permutationeu 
der X nicht ändern, die also rational bekannt sind. Die Auflösung 
der Gleichung siebenten Grades für die x ist demnach auf das 
„Problem der A, fi, v" zurückgeführt: aus den bekannten 
Werthen von /', V, G, K die A, ji, v zu berechnen, und zwar 
rational zurückgeführt. 

Nun ist, sofern mau nur auf die Verhältnisse der X, u, v 
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achten will, die Modulargleicliung in der oben mitgeth eilten Form 
ein spocieJler Fall dieses Problems: derjenige, in welchem f ins- 
besondere den Werth Null hat. Die Frage ist also nur noch, wie 
man das allgemeine Problem der A, ft, v auf dieses apecielle zurück- 
fahrt? Dies geschieht mit Hülfe einer GEleichung vierten 
Grades, die sich, wie man aus denEigenschaften derCurve 
f^O zeigen kann, nicht vermeiden läast. Es seien nämlich 
A', n' , v die Unbekannten des „speciellen" Problems; f , V etc. 
seien die Werthe, welche f, V, ■ - annehmen, wenn man A', \l , v 
in sie einträgt. So schreibe man folgende (jlleichungen : 

r = o, 

A'A + ftV + v'i'^O, 

^iS^- = J 
1728 V 

Dann giebt die Elimination von X : (i : v für J eine Gleichung 

vierten Grades, deren Coefficienten ganze Functionen von f, V, C, K 

d. h, von bekannten Grössen sind, die man also a priori aufstellen 

kann. Eine Wurzel dieser Hfllfegleichung vierten Grades hat man 

zu bestimmen; sie heisse J,. Dann hat man die Modnlargleichnng; 

/■-». ^T-J,, 

und berechnet, wenn man sie gelöst hat, die A, (i,, v des uraprüng- 
hchen Problems und also die x^,. x^, ■ ■ • x^ der vorgelegten Glei- 
chung siebenten Grades auf rationalem Wege. 

München. F. Klein. 



Siegm. Günther: Studien zur Geschichte der mathematischen 
und physikalischen Geographie. (HsiUc, Verliig von Loni.'i 
Nebert.) IV. Heft. Analyse einiger kosmographiseher Codices 
der Münchener Hof- und Staatsbibliothek. 1878. V. Heft. 
Johann "Werner aus Nürnberg und seine Beziehungen zur 
Geschichte der mathematischen und physischen Erdkunde. 
1878. VI. (Sohluaa-) Heft. Geschichte der loxodromisehen 
Curve. 1879. 
Das 4. Heft der Sammlung beschäftigt sich mit drei mittel- 
alterlichen Handschriften. Aus der ersten derselben werden mehrere 
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meteorologische und astronomische Daten ^ insbesondere über die 
BintheÜLing der Windrose, die Grössenverhiiltnisse der Planeten- 
Sphären u. a, — mitgetheilt, welche für die Geschichte dieser Wissen- 
schaften Interesse bieten. Der zweite Codex enthält eine detaillirte 
Anweisung zur Verzeichniss solcher Plattkarten, wie sie das Mittel- 
alter fast ausschliesslich anwandte. Wir finden hier ein Verzeich- 
niss geographischer Ortsbestimmungen, eine Eintheilung des Grades 
in Centesimaltheile und eine Regel zur Messung der Entfernung d 
zweier durch Breite ß^, ß^ und Länge X^, l^ fisirten Erdorte, welche 
mit der bekannten Formel der Coordinafcengeometrie 

identisch ist. An dritter Stelle wird ein Bruchstück aus einer theo- 
logischen Abhandlung Johann's von Gmiinden mitgetheilt und 
besprochen, welches einen gedrängten üeherblick über die kosmo- 
graphischen Anschauungen des beginnenden fünfzehnten Jahrhun- 
derts bietet. 

Der Nürnberger Mathematiker Werner (1470—1530) hat in 
seiner Bearbeitung des ersten Buches von Ptolemaeus' Geographie 
mit vielen Fragen fördernd sich beschäftigt, deren Stellung in der 
Geschichte bislang nicht gehörig gewürdigt schien, Werner ist 
es, der die Bestimmung der Polhöhe durch Beobachtung der beiden 
Culminationen eines Circnmpolarsternes lehrte, der für die Bestim- 
mung der Breite ein neues handlicheres Instrument angab und dessen 
Fehler zu berichtigen vei'suchtej der endlich eine Reihe neuer, scharf- 
sinniger Projektionsmethoden erfand, von denen eine mit dem Cha- 
rakter der Äequivalenz ausgestattet ist. In seinen Anhängen zur 
mathematischen Geographie des Amiruccius hat Werner die Funda- 
mentalprobleme der sphärischen Trigonometrie in durchaus origi- 
neller Weise behandelt. Schliesslich ward auf das richtiger Gedanken 
ai-e astrometeorologische System des eifrigen Witte- 
i näher eingegangen. Hingegen blieb die bekannte 
Monographie über die Bigenbewegung der achten Sphäi'e und das 
gegen diese gerichtete Sendschreiben Coppernic's an Wapowski 
absichtlich ausser Acht, da diese Gegenstände dem Gebiete der 
reinen Astronomie zu nahe liegen. 

Die Loxodrome galt bis zur Mitte des sechszehnten Säkulums 
ganz allgemein und noch zwei Jabrbimderte länger beim grossen 
Haufen der Praktiker als gerade Linie, resp. als Stück eines grössten 
Raymundus Lullua und der anoujnae Verfasser des für 
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die Geschichte der Matliematik hochwichtij^en „Martologio" hohiiu- 
deln sonach die loxodro mische Carve als Spezialfall der gewöhnlichen 
Trigonometrie. Pedro Nunez erkannte die Eigenart der Schi£f- 
fahrtscurve, Stevin behandelte dieselbe zuerst mathematisch, in 
Snellius' „Tiphys Batavus" ward die Theorie der nunmehr als 
„Loxodrome" bezeichneten Linie systematisch dargestellt, und durch 
Mereator-Wright kam die hohe Bedeutung derselben für die cy- 
lindrische Projection zur Geltung. Indess krankten noch sämmt- 
liehe theoretische Betrachtungen an dem üebelstand, das zwei cha- 
rakteristische Curveudreiecke ohne Rücksieht auf deren Lage als 
congruent angenommen wurden, während sie doch thataächlich nur 
einander ähnlich sind. Leibnitz und Jakob Bernoulli halfen 
diesem Mangel ab und wandten auf das ihnen sehr willkommene 
Objekt die neue Differentialrechnung an. Die Ausdehnung der loxo- 
dromischen Aufgabe auf beliebige Rotationsflächen bahnte Walz 
an, während Halley den Satz auffand, dass das stereographische 
Abbild der Kugel - Loxodrome eine logarithmische Spirale ist. Den 
Fall des Spharoides, als den für die Praxis interessantesten, stu- 
dirt«n eingehend Maclauriu, Simpson, Maupertuis und Schu- 
bert. Kästner stellte das bis zu seiner Zeit Geleistete fiir den 
Gebrauch des Mathematikers zusammen, Bouguer, Kaschub und 
Robertson thaten ein Gleiches zum Besten der Schifffahrt. Im 
neunzehnten Jahrhundert endlieh war es besonders Grunert, desseii 
Arbeiten einen wichtigen Portsehritt charakterisiren ; eine neue 
Perspektive eröffnet der loxodromischen Theorie deren neueste Ver- 
allgemeinerung durch Biehringer. — - Referent bedauert lebhaft, die 
zweite Auflage der bekannten Breusing'schen Monographie über 
Mercator nicht mehr haben benutzen zu können, welche mehrfach 
neues Material für seine Zwecke beibringt, und auf welche, als Er- 
gänzung, demnach hier ausdrücklich hingewieseu werden möge. 
Ansbach. S. GUnther. 



egm. Günther: Von der expliciten Darstellung regulärer De- 
terminanten aus Binoroiaioöeffloienten. tZeitschi'. f. Math, u. 
PbjE, 24. Jatrgajig, 2. Heft.) 
„Regulär" wird hier eine Determinante von folgender Struktur 
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Es wird gezeigt, dasa und wie eine solche Determinante auf 
eine bekannte und von Naegelabach eingehend erörterte Funktion 
zurückgeführt werden kann. Auf Aggregate solcher Determinanten 
reduciren sich aber auch die Bernoulli'schen Zahlen. 

Ansby^ch. S. Günther. 

Siegm. Günther: Eine Relation zwischen Determinanten und 
Potenzen. (Zeitschr. f. Math. u. Phys. H4. Jahrgang, i. Heft.) 
Eliminirt man x aus der Function 

/■(,,) :^ Ä^" + x"-' H }- a;' + ^c + i 

und deren erster Ableitung 

/(;, = nx-> -i-(n- 1):^-^ + ... -1- 23; + 1 
im Sinne der dialytisehen Methode, so hat die resiiltireude Deter- 
minante den Werth 

(2 + 1.)-. 



Slegm. Grünther: Einfache Methode der Berechnung der regu- 
l'dien Körper. (Zeitschr. f. d. Realschul wosen. i. Jahrgang, 1, Heft.) 
Im Gegensatz zu allen bisherigen Verfahrungs weisen stereo- 
metrischer Natur wird hier von der Eintheilung der Sphäre in con- 
gruente Figuren ausgegangen. Fast ohne Rechnung gelingt es, die 
allgemeinen Ausdrücke für die Radien der einbeschriebenen, um- 
beschriebenen und kantenberilhrenden Kugeln hinzuschreiben. Die 
sphärische Trigonomotrie partieipirt dabei lediglich mit der ein- 
fachen Aufgabe: Aus den Winkeln eines gleichschenkligen sphäri- 
schen Dreiecks dessen Basis zu berechnen. 



Ansbach. 



S. Günther. 
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Siegm. Günther: Beitrag zur Theorie der congruenten Zahlen. 
(Sitaungabeiiühte der lt. böhm, Gesellsch. d. Wissenschaften, Noveiii- 
liev 1878.) 
„Congruent" wird nach Woepcke's Vorgang eine ganze Zahl a 
dann genannt, wenn das System zweier simultanen Gleichungen 

:^ Ar a = '{^ , x^ — a =^ ^ 
rationale Äuflijaungen zuläsat. Es wird dargethan, dass die Lösung 
dieses Systemes, sowie die Untersuchung des Charakters von a auf 
eine Öeneralisirung des Pell'sehen Problemes, resp. auf die Dis- 
kussion des Wurzel aus druck es 
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hinausläuft. Zahlreiche Beispiele sprechen für die bequeme Ver- 
wendbarkeit dieser Formel. 

Ansbach. S. Günther. 

Siegm. Günther; Anwendung schiefwinkliger Oooräinaten auf 
ein Protolem der Potentialtheorie. (SÜKunge berichte tler k. böhm. 
Gesellscli. d. Wissens chaften, Januar 1879.) 
Nach einer geschichtlichen Einleitung über die frühere Ver- 
wendung schiefwinkliger Coordinatensysteme wird das Potential 
eines homogenen Tetraeders für einen seiner Bndpunkte aufgestellt 
und nachgewiesen, dasa das bezügliche dreifache Integral elementar 
ausgewerthet werden kann. Hierauf wird ein anscheinend neuer 
Lehrsatz bewiesen, ans welchem die Anziehung des Tetraeders ■— 
und damit auch eines willkürlichen Polyeders — ohne jede weitere 
Integration abgeleitet werden kann, sobald sie für einen der Eck- 
punkte gefunden ist. 

Anabach, S. Günther. 

Siegm. Günther: Das mathematische Grandgesetz im Bau des 
Pflanz enkörpers. (Kosmos. 4. Band.) 
In der historischen Entwickelung der bekannten Theorie, welcher 
zufolge die Anordnung der Blattstiele an Pflanzenstengeln, der Schup- 
pen an Nadelholzzapfen u. s. w, nach bestimmten mathematischen 
Gesetzen sich richtet, werden drei verschiedene Stadien unterschieden. 
Schiraper und Braun fixirten die von Bonnet blos geahnte Idee 
mit Hülfe der Kettenhruche , resp, der Lame'schen Reihen, Zei- 
sing brachte diese Erfahrungsthatsache in allerdings noch sehr 
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phantastischer Weise mit dem goldenen Schnitt in Verbindung, 
Schwendener eudUch deckte die mechanischen Fundamentalbezie- 
hungen zwischen der einen und anderen Auffassung auf. Zumal 
auf die arithmetisclien Eigenschaften der Blattstellung wird in der 
Abhandlung im Detail eingegangen. 

Ansbach. S. Günther. 

Siegm. Günther: Die mathematische Sammlung des germani- 
schen Museums zu Nürnberg. (Loopoldina 1878.) 

Bericht über diese vom Referenten neu geordnete Sammlung. 
Von interessanteren Stücken derselben werden ein geodätisches 
Universalinstrument, die Planetenuhr des bekannten Pfarrers Hahn 
und eine von dem Nürnberger Astronomen Wurzelbauer her- 
rührende Collektion grösserer Instrumente (zum Theil mit Tycho'- 
sehen Cireulartransveraalen) hervorgehoben. 

Ansbach. S. Günther. 



Sophus Lie: Neue Integrationsmethode der Monge -Ampöre'schen 
Gleichung, (Archiv for Math, og Watnrvidensbab , BA. 2, p. 1 — 9. 
Christiania 1876 — 1877,) 
Eine partielle Differentialgleichung 2. 0. der Form 

rt ^ s^ + Ar -j- Bs + et -\- 1) ^ (1) 

mit zwei distincten und allgemeinen intermediären Integralen 

«^ _ f(v^) = , «3 — 9)(jjg) = 
erhält durch eine zweckmässige Berührungstransforination die Form 

s = 0. 
Wünscht man eine solche Gleichung (1) zu integriren, so bildet 
man nach Bour die beiden vollständigen Systeme, deren Löaimgen 
bez. u^v, und ii u sind Gelingt es, zu jedem Systeme eine Lösung 
zu finden, so vcilmgt dit Integration von (1) nur eine Anzahl Qua- 
dratm-en. 

Sophus Lie: Theorie des Pfaff'schen Problems, (Ai'chiv for Math, 
og Natm-v. Bd. 2, p, 338—379. Cliristiania 1876 — 1877.) 
Die Reductibdität eines Pf äff sehen Aue drucks 
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auf die bekannten Nornialfornien wird in einer neuen einfachen 
Weise nachgewiesen. Der Verfasser behauptet, dass die Kriterien, 
die zwischen den verschiedenen Typen des Ausdrucks UXdx scheiden, 
zuerst von Grassmauu in seiner Ausdehnungslehre (1861) gegeben 
sind. Im Uebrigen giebt die Abhandlung eine ausführliche Dar- 
stellung einer Integrationsraethode des Pf äff sehen Problems, die 
der Verfasser schon 1873 akizzirte. 

Sophus Lie: Die Störungstheorie und die Berühr ungstransfor- 

mationen. (Archiv foi- Math, og Natuw. Bd. a, p. 1 — W. Chri- 
stiania 18 77.) 
Die allgemeinste Transformation 

*"^t ••'*■■■'">] (1) 

die gleichzeitig sämmtliche simultane Systeme der Form 

(Jx^^^dt, dpt = — i-~ di (2) 

in Systeme derselben Form umwandelt, wird nach Jacobi und 
Bour bestimmt durch die Gleichungen 

(XiX^) ^ (XiF,) = (PiPt) = , (XiPt) = 1 (3) 

Nach den Untersuchungen des Verfassers über Berührungstranafor- 
mationen bestimmen die soeben geschriebenen Relationen zugleich 
das allgemeinste Grössensystem X,Pi, das eine Bedingungsgleiohuug 
der Form 

P^dX, H h I^äX^ =pjx^ -\ hPndx^ + dil 

erffilU. Die Abhandlung sucht den inneren Grund dieses Zusammen- 
hanges zwischen der Störungstheorie und der Theorie der Berührungs- 
transformationen. 

Verlangt man die allgemeinste Transformation, die nur ein 
System (2) in ein ähnliches System umwandelt, so sind die Rela- 
tionen (3) nicht mehr nothwendig. Alle Transformationen, die eine 
solche Forderung erfüllen, werden bestimmt. 

Sophus Lie: Petite oontribution k la th^orie de la surface 
Steinerieime. (Archiv for Math, og Natnry, Bd. 3, p, 84 — V)l. 
Christiaiiia 1878.) 
Versteht mau unter dem Pol einer Ebene hinsichtlich eines 

Kegelschnitts den Pol der Durchschnittsgeraden der gegebeneu Ebene 
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mit der Ebene des Kegelschnitts, so besteht der Satz: Der Ort der 
Pole einer festen Ebene hinsichtlich aller Kegelschuitte , die auf 
einer Steiner' sehen Fläche vierter Ordnung dritter Classe liegen, ist 
im Allgemeinen eine andere solche Fläche. Wenn jedoch die Ebene 
die vorgelegte Fläche berührt, so ist die erzeugte Fläche eine Fläche 
zweiten Grades. 

Zu jeder Steinör'schen Fläche vierter Ordnung dritter Classe ge- 
hören somit oo^ Flächen zweiten Grades und oo^ Steiner' sehe Flächen 
vierter Ordnung dritter Classe. 

Diese Sätze bestehen noch, wenn die vorgelegte Fläche in eine 
Linienfläche dritter Ordnung ausartet. 

Sophus Lie; Synthetische Untersuchungen über MinimaMächen. I. 
(Archiv foi- Math, og Katurv. Bd. 2, ji, 1—42. Christiania 1877.) 
Beiträge znr Theorie der MinimaQfläohen. I. (Math. Ann. 
Bd. XIV, p. 331—416.) 
Nimmt man zwei Raumcurven c und h, die einen Punkt jj ge- 
mein haben, und verschiebt c parallel mit sich selbst derart, dasg 
p die Curve k durchläuft, so kann die erzeugte Fläche zugleich 
durch Translationsbeweguug der Curve k erzeugt werden. Sie enthält 
daher ix>' Curven c und zugleich oo^ Curven h. In jedem Punkte 
der Fläche liegen die beiden Haupttangenten harmonisch hinsichtlich 
der hindui-ch gehenden Curven c und k. Jede solche Fläche besitzt 
die Gleichungsform 

^-A(t)+ A(.) , !/ - Bit) + £,« ; 2 - C(l) + C,{.). 

Setzt man insbesondere voraus, dass 

clÄ^ + dB^ + dC' = = dÄl + dBl + dCl 
ist, so ist die Fläche nach Monge eine Minimalfläche. Sind die 
Curven c und ^ congruent und zugleich gleichgestellt, so bilden 
die beiden besprochenen Curven-Schaaren eine irreductible Schaar. 
Eine solche Minimalfläche nennt der Verfasser eine Doppelfläche. 

Ausgehend von diesen geometrischen Betrachtungen sucht der 
Verfasser eine allgemeine projectivische Theorie der algebraischen 
Minimalflächen zu entwickeln. Unter seinen Resultaten mögen hier 
nur die folgenden genannt werden. Sei B der Rang der Curve c, 
und M die Mulfciplicität des Xugelki-eises auf c's Developpable; und 
seien Ü' und M' die entsprechenden Zahlen der Curve h Alsdann 
ist die Classe ö der erzeugten Miniraalfläche gleich 
M' {M - M) + M{B' - M'). 
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Ist die Fläche eine Doppelfläehß, so ist 

C = M{B - M) ; 
ist sie reell und keine Doppelääche, so kommt 

C = 2 Jf (-R - M) . 
Die Zahlen M und Ji befriedigen die Relationen 
Ii — 3I^3; M^Ü — M. 

Vermöge dieser Formeln ist es nun häufig leicht, alle Minimal- 
flachen von gegebener Olasse zu bestimmen. Soll z. B. C = 3 sein, 
80 muss = M(Il — M) , M =^ 1 , Ji = 4 sein. Die entaprechendo 
Minimalfläche ist eine Cayley'sche LinienÜäche dritter Ordnung 
und dritter Classe, die jedoch immer imaginär ist, Soll überhaupt 
die Claase einer reellen Minimalfläche eine Primzahl sein, so ist 
M=l, und C^M- — ^ 1. Die entsprechenden Flächen werden 
sämmtlich bestimmt. Soll die Classe dividirt mit 2 eine Primzahl 
sein, so ist (7= 2M(B — M), M == 1. Auch diese sind in jedem 
einzelneil Falle leicht zu bestimmen. 

Ist die Ordnung von c und h bez. gleich o und ro, so ist die 
Ordnung der Fläche gleich oo — p, wo 9 nach einer bemerkens- 
werthen Regel zu berechnen ist, Die Zahl 9 ist immer gleich Null, 
wenn c und h keinen gemeinsamen unendlich entfernten Punkt 
haben. Es giebt keine reelle Minimalfiäche, deren Ordnung gleich 
2, 3, 4, 5, 7, 8 ist. Dagegen bleibt es unentschieden, ob es reelle 
Flächen sechster Ordnung giebt. Ist dies der Fall, so ist die Classe 
einer jeden solchen Fläche gleich 9. 

Der Schnitt mit der unendlich entfernten Ebene besteht nur 
aus geraden Linien, die man erhält, wenn man die unendlich ent- 
fernten Punkte der Curve c mit den entsprechenden Punkten der 
Curve }c durch Gerade verbindet. Die Ordnung einer umgeschriebenen 
Cylinderfiäche ist gleich 

M(ü -f M'o. 
Die Mnltiphcität der unendlich entfernten Ebene als Tangenten- 
ebene ist gleich 

M' (ß — 2M) + 3{(_E' — '231') . 

Sophus Lie: Sätze über MinimaJflächen I, II, HI. (Archiv for 
Math, og Naturv. Bd. Ill, p. le6 — 176, 221 — 233, 340 — 3B1. Chri- 
stiania 1S78.) 

Beiträge zur Theorie der Minimalflächen. II. (Math. Ami. 
[noch mcht erschienen]). 
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Enthält eine Mininialfläche eine ebene Krümmungslinie*), so 
ist die Fläche algebraisch, wenn die Curve die Evolute einer ebenen 
algebraischen Curve ist, und nur in diesem Falle. Berührt eine 
Mininialfläche eine Oylinder fläche nach einer nicht ebenen geo- 
dätischen Curve, so ist die Fläche nur dann algebraisch, wenn die 
Curve selbst algebraisch ist. Die Minimalfläche, die die Evolute 
(Polarflüche) einer algebraischen Eaumeurve G nach dem Orte der 
Krümmungsmittelpunkte berührt, ist algebraisch. Eine solche Fläche 
ist zugleich eingeschrieben in den Evoluten von Cs Focalcurven. 
Zu jeder algebraischen Minimalfläche gehören jedenfalls oo* alge- 
braische Raumcurven, deren Evoluten um die Fläche umgeschrieben 
sind. Insbesondere giebt es oc? Evoluten, die nach dem Orte der 
Krümm ungsmittelpuntte berührt 

Die Tangentenkegel eüier Minimalfläche berühren dieselbe nach 
oo'' Curven. Zu diesen Curven entsprechen auf der Bonnet' sehen 
Biegungaflächc diejenigen <x? Curven, nach denen die letzte Fläche 
die soeben besprochenen Evoluten algebraischer Raumcurven berührt. 
Jeder algebraische Kegel ist umschrieben um oo*" algebraische Mini- 
malflächen, die durch eine gemeinsame elegante Construction be- 
stimmt werden. 

Nimmt man unter den Taiigentenebenen einer algebraischen 
Minimalääche nach einem arbiträren algebraischen Gesetze einfach 
unendlich viele, so ist die hervorgehende Deveioppable immer um 
cxi" algebraische Minimalflächen umgeschrieben. Dieselben werden 
durch eine elegante Construction bestimmt Die Evolute einer alge- 
braischen Raumcurve ist somit um oo" algebraische Minimalflächen 
umgeschrieben. 

Die allgemeinste Minimalfläche, die auf oo^ mit ihr ähnlichen 
Flächen abgewickelt werden kann, wird erhalten, wenn man die 
Weierstrass'sche Function F(s) gleich 

setzt. Ist insbesondere )% = 0, so erhält man bekanntlich die auf 
Rotationsflächen abwickelbaren Minimalflächen. 

Sophus Lie: Theorie der Transformationsgnippen m. Bestimmung 
aller Gruppen einer zweifacli ausgedehnten Punkt-Mannig- 
faltigkeit. (Archiv for Math, og NatuiT. Bd. 111, p. 93 — 165. 
Ckristiiinia 1878,) 

*) Setzt man im. ersten Punktam statt „KrClmmnngsliiiie" insbesondere 
„geodätische Curve", so erhält man einen von Henneberg herrührenden Satz. 
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Diese Abham^lung schliesst sieh als Fortsetzung an zwei frühere 
(Archiv for Math., Bd. I. 1876). Sie zerfällt in zwei Abschnitte. 
In dem ersten Abschnitte entwickelt der Verfasser allgemeine Sätze, 
die sich auf Transformationsgruppen eines n-fach ausgedehnten 
Raumes beziehen. Unter denselben möge hier nur der folgende 
seinen Platz finden. 

Seien Ayf- ■ ■ A,f Ausdrücke der Form 

die paarweise Keiationen der Form 

A,(Jt:(f)) - A(ä(/)) = SCit,AJ(cik> ^ Cojist) 
erfüllen. Und seien A',f- ■ ■ A^f analoge Ausdrücke in x,' ■ ■ ■ zä, 
die ebenso Relationen der Form 

Ai{At{f)) ~ AI [Ai'(f)) = iX„j;/"(d,,t, = Const.) 
erfüllen. Setzen wir voraus, dass die n G-leichungen 

A,f-Aif----Ä,f-Ä',f 
durch eine iJemAnm^s-Transformation zwischen x^ • ■ x^p^ ■ ■ p„ und 
xi ■ ■ x^pi ■ ■ p^ erfnllt werden können. Sollen diese Gleichungen 
insbesondere durch eine I^M^ttransformation zwischen x^- • x„ und 
x[- ■ ■ x^ befriedigt werden können, so ist es hierzu nothwendig 
und hinreichend, dass die beiden r-gliedrigen Gleichungs Systeme 
Aif=0 und Ai'f=0 gieichviele unabhängige Gleichungen ent- 
halten. 

Dieser Satz erlaubt immer zu entscheiden, ob eine vorgelegte 
Transformationsgruppe durch Einführung von zweckmässigen Va- 
riabein auf eine vorgelegte Form gebracht werden kann. 

Der zweite Abschnitt giebt die Bestimmung von allen Gruppen 
von Punkttransformationen einer Ebene. Die angewandte Methode 
beruht auf folgender Bemerkung, Seien A^f- ■ ■ Arf, wo 

Aif == ii{xy)p -\- ■rii(xy)q 
r unabhängige inf Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, Als- 
dann besitzt die allgemeinste inf. Transformation der Gruppe die F''orra 

C,AJ-\---- + CrAJ, 

wo die c arbiträre Constanten sind. Man denke sich jetzt die ^. 
und i]i nach den Potenzen von x und y entwickelt. Setzt man 
voraus, dass r > 2 ist, so kann man immer die Ci derart wählen, 
dass die inf. Transformation 2^cAf nur Glieder von erster und 
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höherer Ordnung hinsichtlich x und y euthält. Hierbei bleiben 
sogar jedenfalls V — 2 Constanteii c vollständig unbestimmt. Es 
giebt daher jedenfalls r — 2 inf. Transformationen, die in der Um- 
gebung des Werthsystems a: = J/ = von erster Ordnung hin- 
siehtlieh x und y sind. In entsprechender Weise findet man jeden- 
falls r ■ — 6 inf. Transformationen von zweiter Ordnung, r — 12 
Transformationen von dritter Ordnung u. s. w. 

Bildet man nach diesen Vorbereitungen die Gleichungen 

A (A.(fl) - A {Jl,(n) ~ Scn.Af, 
die bekanntlich bestehen sollen, so ertennt man, dass der Werfch 
von einigen Constanten Cjtj a priori angegeben werden kann. Ist 
in der That Aif eine Transformation i^' Ordnung und Ai,f eine 
Transformation Ä'" Ordnung, so ist Ai\Ak{f))^A^\Ai{fj\ von 
(i -f" ^ — 1}*^' oder noch höherer Ordnung, und daher enthält die 
rechte Seite der letzten Gleichimg nur Grössen Agf, deren Ordnung 
gleich oder grösser als i -\-h - — 1 ist. 

Diese Betrachtung giebt durch verhältniss massig einfache Rech- 
nungen die Bestimmung aller Gruppen von Punkt-Transformationen 
einer Ebene. 

Sophue Lle: Theorie der Transformationsgruppen. IV, (Archiv 
foc Math, og Nat\u-v. ßd. a, p. 376^460. Christiajiia 1878.) 

Auch diese Fortsetzui^ der vorangehenden Abhandlung zeriailt 
in zwei Abschnitte. Im ersten Abschnitte wird gezeigt, dass jede 
Gruppe von Punkttransformationen eines w-fach ausgedehnten Raumes, 
die n^ oder n^ — 1 inf. Transformationen erster Ordnung (siehe 
das Referat der vorangehenden Abhandlung) enthält, durch Ein- 
führung von zweckniäsaigen unabhängigen Variabein in die allge- 
meine lineare Gruppe oder in eine Untergruppe derselben über- 
geführt werden kann. Eine solche Gruppe hat keine inf. Trans- 
formationen von dritter oder höherer Ordnung. Sie bat entweder 
keine oder auch n Transformationen zweiter Ordnung. 

Der letzte Abschnitt bestimmt alle Gruppen von BerUhrungs- 
transformationen einer Ebene. Es giebt nur drei solche Gruppen, 
die sich nicht in Gruppen von RiM^ftransformationen umwandeln 
lassen. Typen derselben sind die zehngliedrige Gruppe, die alle 
Kreise der Ebene in Kreise umwandelt, zusammen mit einer sieben- 
und einer sechsgliedrigen Untergruppe derselben. 
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Wunn eine Gruppe vorgelegt ist, kann man immer jede Diffe- 
rentialgleichung 

f{xyy' ■ ■ ■ «/!">) = 
angeben, die die Gruppe gestattet. Hierauf gründet sich, wie der 
Verfasser schon 1874 (Gottinger Nachr. Nr. 22) angegeben hat, 
eine Classification der gewöhnlichen Differentialgleichungen zwischen 
zwei Variabein, und zugleich eine rationelle Integratiousmethode 
solcher Gleichungen, die überhaupt eine Trans form ationsgruppe be- 
sitzen. 

Sophus Lie: Claaaiflcation der Flächen nach der Transformation s- 
gr Tippe ihrer geodätieohen Curven, (Universitätsprogramui, 
jj. 1 — 45. CliristiamEi.) 
Der Verfasser beschäftigt sich schon seit 1872 mit der Be- 
stimmung solcher Eigenschaften der Differentialgleichungen, die bei 
allen analytischen Umformungen ungeändert bleiben. Um die Trag- 
weite und überhaupt das Wesen seiner Untersuchungsmethode an 
einem guten und gleichzeitig wichtigen Beispiele auseinanderzusetzen, 
nimmt er die Differentialgleichung der geodätischen Curven und 
sucht die Transformationsgruppe derselben. 

Ist das Bogenelement einer Fläche bestimmt durch die Gleichung 
ds^ = F(xy) dxdy , 
so werden die geodätischen Curven dieser Fläche dchuirt durch die 
Differentialgleichung 2. 0. 

-p^^^dF_dy_ dF /dyy 
dx dx dx dy \d(ej ' 

Ist nun F eine arbiträre Function von x und y, so gestattet diese 
Gleichung gar keine inf. Punkttransformation. Das heisst: es ist 
in diesem allgemeinen Falle unmöglich, den Grössen x und y solche 
Increm ente 

Sx==Uxy)St, Sy^'q{xy)8i 
au geben, dass jede geodätische Curve in eine eben solche, inf. be- 
nachbarte Curve übergeführt wird. 

Es stellt sich daher die Aufgabe, die Grösse F in allgemeinster 
Weise derart zu bestimmen, dass die Differentialgleichung der geo- 
dätischen Curven eine inf, Transformation gestattet. Es giebt drei 
Flächenclassen, die diese Forderung erfüllen. Entweder kann F 
durch Einführung von zweckmässigen Grössen x' (x) und y' (y) als 
neue x und neue y die Form 

F = e"'^ ^{x — y) {a = Const.) (Ä) 
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erhalten. Jede hierher gehörige Fläche besitzt die chaj'akteristiache 
Eigenschaft, auf oo^ mit ihr ähnlichen Flächen ahwiekelhar zu sein. 
Oder auch kann i*' die Form 

!/y(.) + «(i) (B) 

erhalten. Dabei sind <p und ^ näher hestimmt durch zwei gewöhn- 
liehe Differentialgleichungen, die in der Abhandlung integrirt werden, 
Oder endlieh kann F die J'orni 

y(i+äl) + «(».-!,) (C) 

erhalten. Dabei sind wiederum tp und <& durch gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichungen als Functionen ihrer Argumente beatinimt. Von 
diesen Gleichungen werden mehrere Particularlöaungen angegeben. 

Gestattet die Gleichung der geodätischen Curven mehrere inf. 
Transformationen, so bilden dieselben eine Gruppe, die entweder 2 
oder 3 oder 8 unabhängige inf. Transformationen enthält. Im letzten 
Falle hat die Flüche constantes Krümmung smass. Die beiden anderen 
Fälle führen auf eine Reihe Flächenfamilien, die sämmtlich bestimmt 
werden. 

Kann F in zwei Weisen die Form (A) erhalten, so kann man 
setzen 

Kann F sowohl die Form (A) wie die Form (B) erhalten, so ist 

F^yx-^- 1 ; 
in diesem Falle kann F zugleich die Form (C) erhalten ; die be- 
treffenden Flächen gestatten drei inf. Transformationen. Sie sind 
die einzigen Flächen, die gleichzeitig der Olasse (B) und der Olasse 
(C) gehören. Kann endlich F sowohl die Form (A) wie die Form 
(C) erhalten, so hat F eine der folgenden Formen 

F^x + iy, -F = r^-iN + 7— ^! . F=&l{x~y) 
wobei ifi durch eine integrirbare Differentialgleichung bestimmt ist. 
Gehört eine Fläche der Classe (C), so verlangt die Bestimmung 
ihrer geodätischen Curven nur Differentiation; gehört sie der Classe 
(B), so ist noch eine Quadratur erforderlich. Gehört sie endlich 
der Classe (A), so muss man eine gewöhnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung integriren. 
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A Monsieur Hermite, 

Wembrc de TAcadeinie des Sciences. 

Tfirs eher et tres-honore Confrere. 

Vous avez bien voulu me communiquer la 4" livraisoii du 2^ 
volume du Repertoire de Mathöinatic[ues pures et appliquees public 
ä Leipzig par MM. le Dr. Leo Koenigsbei^er et le Dr. Gustave 
Zeuuer, en attirant raon attention sur nn article relatif ä une publi- 
cation de M. le Dr. A. Vogler intitulee: Insh-udion sm la consti-iwUon 
et l'usage des tahles graphiques etc. et qui a paru ä Berlin en 1S77.*) 
Dans cette courte analyse qne M. le Dr. Vogler donne Im-meme de 
son livre, il se plaint que j'aie formule des reclamatioiis de priorite 
d'abord dans les Comptes rendus de l'Aeademie des sciencee (Seance 
du 26Novembre 1877, tome LXSXV p. 1012) ensuite dans le Resiime 
historiqtie relatif aux methodes graphiques, qui figare dans le 
Tolume intitul^: Notices sur Jes modeles, ca/rtes et dessms relaüfs attx 
ii-avam: des Ponts-et-Chaussees reunis par les soins du Ministere des 
Travawe puhUcs pour l'Exposition universelle ä Paris en 1878, im- 
primerie Nationale. Ces attaques, comme il les appelte (Angriff), 
n'ont d'autre fondement, suivant lui, que de fausses interpr^tations 
de certains passages de son livre, et des rapproebements forces. 
Son livre etant divise en troia parties dont la seconde traite des 
iustrumeuts de caleol, et la troisieme de l'approximation que l'on 
obtient eji usaut soit de ces iustrumeiits, soit des tables g 
il ne comprend pas que j'aie pu avancer „qu'aucun principe i 
n'a ete enonce dans ce livre; — que les figures les plus importantes 
sont la reproduction ou l'imitatioii de Celles qui aont aunesees an 
memoire insere dans les Annales des Ponts-et-Cbaussees de 1846.." 
II excipe de l'esistence de la seconde et de la deuxieme partie de 
son ouvrage, et du chapitre qu'il a consacre dana la premiere ä ia 
reoberche de l'approximation obtenue-, pour dire qae lea differenees 
aautent aux yeux; et comme il a nettemeut etabli mes droita dana 
la Preface de son ouvrage, dans sa notice historique et dans plu- 
sieurs pasaages, il a'etonne de la pcrsistance de ma reclamafcion. 

J'aurais voulu ne pas rentrer dans un debat que je croyais 
complötement clos depuis la publication de mon Resumc histo- 



*) Anleitung zum Entwerfen grapliiaeher Tafelu und KU deren Gebrauch etc. 
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rique dont uii exemplaire est ci-joint. Mais, puisque M. Vogler ne 
se tient-pas pour satisfait, je no vais pas comme lui, ni'en tenir ä 
dos aUegations vagues, mais indiquer avec precision les faits qui 
ont motive ma plainte, 

Vers la fin de l'annöe 1877, on mit sous mes yeux un recueil 
de six planches intitule sechs gra/phische Tafeln etc. (six fcables gra- 
phiques pour abreger les calculs) public cette annee m6me ä Berlin 
par M. A. Vogler, avec quelques pages de teste, et je recounus 
immi^diatement dans la premiere de ces planches iine reproduction 
de l'Äbaque que j'ai presente ä l'Academie des seiences en 1843. 
Comme mon nom n'etait cito ni sar la figure iii dans le texte, je 
crus devoir sigualer le fait ä l'Academie. Comptes retidus T. LXXXV, 
p. 1012. 

M, Vogler, emu de ma communication, m'ecrivifc le 20 Decembre 
en m'adressant l'ouvrage complet dont il avait extrait, pour en 
faire une edition separee, les six tables en question; il declara qu'ü 
recoMnaiasait parfaitement mes droits de priorite, me renvoya aux 
passagea du texte oft il les fait ressortir, s'excusa sur la briövete 
de l'explicatioß placee en tete de ledition s^par^e de n'y avoir pas 
mentionne mon nom et, repoussant jusqua Tombre d'un soup^on 
d'indelicatesse litteraire nie pni de le juatifier aupres des lecteurs 
des comptes rendus. Une uote in-seree au Compte rendu de la seänce 
du 24 decembre 1877 fit dioit au des>u de M. Vogler, au delä 
meme de ce qu'il m'etait possible de coneeder, en disant: „L'ouvrage 
complet, qui a ete adresse ä M. Laianne, donne pleine satisfaetion 
ä la reclamation du aavant fran^ais". On aurait du ajouter „suivant 
M. Vogler". 

Je ne pouvais guere, eu effet, partager l'avis du reelamant, 
apres avoir pris comiaissanee des passages qu'il m'indiquait comme 
me faisant une jugte part dans t'ordre d'idees dont il traite. II 
cite sa pr^face: or j'y voia annoneer que depuis 1867, dejä, il etait 
en possession des methodea ä l'aide des queiles on substitue des 
constructions graphiquea ä des tables numeriques ä double entree, 
et meme du principe de Vamamorphose geomehique. TJn certain, 
M. Herrmann (dont j'aurai un, mot ä dire tout ä l'beure), a bien 
attire son attention „sur le ayateme de coordonn^es logarithmiques 

de Laianne; mais ce qui m'a mrtout intereas^, ajoute-t-il, 

e'est la lecture d'une note de.M. Kapteyn dont l'auteur, egalement 
Sans avoir connaissance des travaux anterieurs, est arrive par la 



y Google 



418 L. Lalakne. 

meme methode qtie moi (sie) ä, remplacer les courbes des tableaux 
par des ligncs droites". 

Cette methode, M, Vogler, oublie de le dire, est celle qui a 
6tß preaentee ä TAcademie en 1843, qui a ete l'objet d'uu rapport 
tres-favorable de Cauchy, au nom d'unö commissioii dont Elie 
de Beaumont et Lamt? faisaient aussi partie {Comptes rendm T. XVII 
p. 492), c'est la methode de fanam&rphose geometrique fondee sur 
l'emploi de coordonnees convenablement gradueea. 

Comment M. Herrmau netait-il ä meme de renaeigner M. Vogler 
ä moü endroit? Par la raison tonte simple qu'il avait, en 1875, 
publie ä Brunswick, sous le titre de mnltipHcation graphique {I)as 
graphische Einmaleins etc.) une reproduction pure et simple de 
mon Abaque, do cette mgme flgure qui, formellement specifiee dans 
le rapport de Cauchy, editee en franjais, en allemand et anglais 
des 1846, avait dejä ete röpandue ä un tres grand nomhre d'exem- 
plaires en divers pays: je me häte d'ajouter que M. Herrmann, qui 
avait ete compris dans ma reclamation de priorite, a'est empress^ 
de s'excuser et d'exprimer de sinceres regrets. H me faisait remarquer 
que, de l'aveu meme de M. Vogler, c'etait lui Hernnann qui avait 
Signale ä celui-ci mon systeme de eoordouneos. Je mets donc aujourd'hui 
M. Herrmann hors du debat; maia j'ai le droit de demander comment, 
instruit de l'origine de la geometrie anamorphique, c'est surtout le 
memoire de M. Kapteyn publie en 1876, 33 ans apr&a le rapport 
de M. Cauchy, 30 ans aprfes le mien, qui inspire ä M. Vogler un 
ai vif interet? Pourquoi, ayant reproduit mon Ahaque, c'est ä M, 
Herrmann qu'il renvoie ses lecteurs (pa-ge 40)? Pourquoi, il a 
eonsacre ä la pretendue invention de M. Herrmann, dans un Becueil 
periodique publie ä Stuttgard*), un articie dans lequel il ne fait 
pas la moindre allusion au veritable auteur, oü rien n'indique qu'il 
s'agit de la reproduction pure et simple d'une publication faite trente 
ans auparavant? Pourquoi, ayant sous les yeux mon memoire de 
1846, il attribue ä M. Helmert une anamorphose qui donne des 
cercles au lieu de ligues droites, genre de transformation qui est 
formellement esphquee dans ce memoire? (p. 4Ö). Pourquoi, pla^ant 
aü commeucement de son livre, une figure du genre de Celles que 
j'ai pubhees pour la premiere fois en 1842, dans l'appendice ä la 
traduction de la meteorologie de Kaemtz, pourquoi m'empruntant 
la theorie generale des tables graphiques et de l'anamorphose geo- 



*) Zeitschrift zum Vermossungswesen ete, V. Band, 1. Heft, Febnii 
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metrique, il se garde de mentioanor ces imitations et ces emprunts 
et se borne ä citer comme uue simple „Notice aasez et«iidue oü l'oii 
trouTO plusieurs exemplea interessants, les uns aa point de vue 
theorique, les autres au point de vue de leur application posaible", 
nion memoire de 1846, celui que, sur le rapport des illustres maitres 
cites plus hautj" l'Academie a juge digne de Tinscrtion au ßecueil 
des Savants etrangers? 

Tels sont les poiiits aur leaquels j'avais appele l'attention des 
juges impartiaux dans le Mesume historique dejä cite et aur 
aucun desquels M. Vogler ne s'est explique. Qu'importe, apres ce 
silence significatif, qu'il Yienne diro que son Kvre ne se borne pas 
ä la theorie des tables graphiquea et de Tanamorphoae? Je n'ai 
jamaia revendiquäj dans ce livre, que la part qui m'y appartient et 
je n'heaite pas ä repeter que c'est eile qui lui donne sa raison d'etre 
et son prineipal interet. II aurait etc plus habile ä l'auteur de le 
reconnaitre lojalement que de disaimuier sous les voilea que je 
viens de dechirer les emprunts qu'il m'a faits. 

Heureusement pour moi, des temoignagea qu'on pcut citer 
memc aprfes l'aceueil que l'Academie avait fait ä mon memoire, 
m'out rendu en divers pays meüleure justice. M. Culmann, de Zürich, 
M. Favaro, de Padoue, m'ont fait, dans leura beaux livres sut la 
statique graphique, une part dont je ne puis que leur etre recoii- 
naissant. En publiant une edition amöricaine de l'Äbaque, le iieute- 
nant William Bixby, de West-Point, me l'adrcsaait naguere avec 
ujio lettre oü il m'annonce qu'elle est „conatructed in accordance 
with the Method for which tbe world over you its tliankes". Enfin 
le Jury international des recompenses, pour la classe 66, decernait, 
l'annee derniere, ä l'ensemble de mes methodea graphiques, le di- 
p!öme d'honneur, la plus haute reeompensß dont il put dispoaer. 
S'il a'en etait tenu ä !a part que me läit M. Vogler, dans aon livre, 
il n'est gupre probable que j'eusae ete ausai bien traite. 

Tels sont, trea eher et tres honor^ confrferej les faits que je 
livre a votre appreciatioa, et ä celle du monde aavant, qui jugera 
entre M. Vogler et moi. 

Agreez, je voua prie, Texpression de mes sentiments de haute 
considöration et d'a.ft'ectueux devouemeut 

L. Lalannc, 
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H. Gr. Zeuthen: Om Flader af Qerde Orden med Dotataeltkeglesnit*). 

PuMiö ä la celebration de l'anuiTereaire qnatro-centenaire de l'nni- 

voraite de Copenhague. Coponliague 1879, librairie de Gyldcndal 

(51 p.). 

Les aurfaees du qnatrieme ordre <i une coiiique double ont ete 

etndieea par MM. Kummer, Clebseli, Geiser, Cremcna, R, Sturm, 

et, comme ou peut deduire par une transformatioa homographique, 

les propiieteto de& surfaces geiierales de Celles des surfaces anal- 

lagmatiques, aussi par MM, Moutard, Laguerre, Darboux et par 

plusieurs autres aavmts. J'y suis revenu en appliquant ä l'etude 

des surfaces de nouveaux moyens, qui fönt ressortir tres-simplement 

axiales (celles oü il n'eat pas question de realite), 

ä jusqu'a present, et qui servent en meme temps ä resoudre 

les question» de lealite et ä determiner les formea des surfaces, ce 

qu'on ii'avait fait que pour les surfaces anallagmatiques, 

Dans la premiere partie j'applique la eirconstanee que le contour 
apparent de la surface, projetee d'un poiiit de la conique double, est une 
courbe güneraie du quatrieme ordre, ä l'etude des proprietes gcne- 
rales de la surface. Les proprietes des 28 tangentes doublea du 
contour montrent les faits connus, que la surface contient 16 droites, 
et que l'enveloppe des plans dont les courbes d'intersection sont 
composees de deux coniques se decompoae en cinq cönes (Ics cönes 
Kummeriens). Les projeetions de ces coniques forment 10 des 63 
systeraes de coniques tangentes quatre fois au contour. Une courbe 
de la surface aura en general pour projection une courbe tangente 
au contour en tous les points oü eile le renconti'e. 

Certaines courbes de la surface se presentent plus commodement 
loraqu'on la projette du sommet d'un cöne de Kummer. Älors le 
contour apparent sera compose de la trace du cöne priae deux fois, 
et d'une courbe du quatri^me ordre ä deux points doubles tangente 
quatre fois ä la trace. Cette representation conduit, dans la deuxieme 
sectjon, ä la construction suivante de la surface*): Soit P un point 
fixe, et ffg et 8.^ deux surfaces du second ordre, et deaignons par 
SS' et DD' les points d'intersection de cea surfaces avec une 
droite variable par P; determinons enauite deux eouplea de points 
de cette droite M-,_M^ et M^Mi, qui sont — toutes deux — harmo- 

*) Sur lea surfaces du quati'ifeme ordre ä une conique double. 
**) Si @j est uoe spbere an centre P, cette coBstruction se reduira ä ceJIc 
qu'indiqueM, Darboui ä lap, 122 desoa ouvrage; Sur une claase remarquable etc. 
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iiiquement conjuguees par rapport ä DD', pendant que l'une est 
harmoiuquemeQt conjuguee par rapport ä TS, l'autre par rapport ä 
PS'. Alora le lieu du point M est ujie surface du quatrieme ordre, 
ajant pour conique double la ligne de contact de la surface ä^ 
avec son eöne circonscrit au sommet P, ayant le cöne circonscrit 
ä <?a au sommet P pour cöne Kummerien, et tangente le long de 
la courbe d'intersection de 0^ et S^ ^ ^'^ ebne, au sommet P. Les 
sommets des quatre antres cönes Kummeriens sonfc lea sommets des 
cönes du secoad ordre par la courbe d'intersection de 0^ et S,^. On 
obtient ainai une representation de la surface par une surface double 
du seeond ordre (ff^). 

Dana la troisieme et quatrieme section je m'occupe des questions 
de realite et de forme, en y appliquant respectivement la protection 
d'un centre place sur la conique double, et la representation par 
une surface double (ff^) que je viens de iiommer. Je fais usage 
aiors de resultats trouves anterieuremeut par moi et paj; M. Crone aur 
la realite des tangentes doubles d'une courbe du quatrieme ordre 
et des aystemes de coniques qui y sont quatre fois tangentes. Je 
trouve que nos surfaces appartiennent toujours ä une des 6 formes 
que je vais enumerer. Dans cette enumeration je dis (avec M. Klein) 
qu'une nappe d'ordre pair a le type de point loraqu'elle ne contient 
aucune branche de courbe d'ordre impair, et qu'elle a le type de 
droite lorsqu'elle en contient, et j'indique (a-vec MM. Schläfü et 
Klein) !a eonnexion d'une nappe par le double du nombre des 
courbes formees de la nappe qui ne la decompoaent pas*): 

A. Surfaces ä 16 droites reelles, ä 5 cönes Kummeriens reels 
et ä 10 systemes reels de coniques planes, dont chacun contient 4 
couples de droites reelles. Les surfaces ont une seule nappe du 
type de droite et de la eonnexion 6, qui se trouve au debors de 
tous les cönes Kummeriens. 

S. Surfaces ä 8 droites reelles, ä 3 cönes Kummeriens reels 
et ä 6 systemes reels de coniques, dont chacun contient 2 couples 
de droites reelles. Les 8 droites imaginaires n'ont aucun point 
reel. Les surfaces ont une seule nappe du type de droite et de la 
eonnexion 4, qui se trouve au dehors de tous les cönes Kummeriens. 

C. Surfaces ä 4 droites reelles, ä un senl cöne Kummerien 
reel et ä deux systfemes de coniques reels, dont l'un contient 2 

*) Nous appelous tin c6ce r^el loreiiue son equation eat reelle, quand meine 
Bon seul point reel est son sommet. Une conique röellc n'a pas toujourB des 
pointe räele, inBJ3 aon plan est reel. 
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couples de droites reelles et 2 couples de droites imaginaires con- 
jugueea. 8 des droitea imagmaires n'ont aucun point reel. Les 
surfaces ont une seule nappe du type de droito et de la comiexion 
2, qui se trouve au dßhors du cöne Kummerien. 

D. Surfaces saus aucune droite reelle, ä 5 cönes Kummeriens 
reels et ä, 6 systemes reels de eoniques. Les droites n'ont aucun 
point ree!. Les surfaces peuvcnt ou avoir une seule nappe du type 
de point et de la connexion 2, qui se trouve au dehors de 3 des 
cöues Eummeriens , ou n' avoir aucune nappe reelle. 

JiJ. Surfaces sans aucune droite röelle, ä 5 cönes Kummeriens 
reels et ä 2 systemes reels de eoniques, dont chacun contient 4 
couples de droites imaginaires conjuguees, Les surfaces ont deux 
uappes du type de point et de la connexion 0, qui se trouvent 
au dehors d'un seul cöne Kummerien. 

F. Surfaces sans aucune droite reelle, ä 3 cönes Kummeriens 
reels et ä 2 systemes reels de eoniques, dont cliacun contient 2 
couples de droites imaginaires conjuguees. Les autres 8 droites 
n'ont aucun point reel. Les surfaces ont une seule nappe du type 
de point et de la connexion 0, qui se trouve au dehors d'un seid 
cöne Kummerien. 

H. G. Zeuthen. 

H. G. Zeuthen: Nogle Egenskaber ved Kurver af fjerde Orden 
med to Dobbeltpunkter,*) Avec un resuiue en franeais, 
(Ovcrsigt oyer det K. Diuiskc Vidonsliatici'nes Selskabs Forliandlinger 
1379 p. 89—122.) 

Une courhe plane k^ du quatneme ordre peut toujours etre regardee 
comme la projection centrale de la courbe d'intersection de deux 
surfaces du second ordre, II est done possihle de deduire ses pro- 
prietes de Celles d'unc courhe gauche du quatrieme ordre et de la 
premiere eapece. Par cette courhe gauche passe un faiaceau de 
surfaces »p^ da second ordre: les contours apparents /'s de ces sur- 
faces formeront un systöme — dit singulier parce qu'il en existe 
d'autres — de eoniques tangentes quatre fois ä k^. Les proprietes 
de ce Systeme, et leur deduction stereoraetrique fönt l'ohjet du 
memoire. 

Une partie de ces proprietes resulteraient aussi d'une particu- 

*) Sur quelques- une s dos proprietiSs des couibes du quatrieme ordre ä deux 
pointa doubles. 
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larisatioii de theoremes plns oii moina connus sur les aystemos de 
coniques tangentes quatre fois ii une courbe generale du quatrieme 
ordre. On aurait pu obtenir par cette voie les theoremes, deduit« 
stereometriquement daus le memoire, sur le reseau de coniques passant 
par les pointa de contact des coniques f^ du Systeme, sur Tenve- 
loppe des polairos d'uii point fixe, et sur le Heu des pöles d'une 
droite fixe, par rapport aus coniques f^. Une partie des autres 
theoremes, qui nous semblent nouveaux, iudiquent des generatzons 
de la courbe \ par l'intersection de coniques variables ayant des 
contacts doubles, ou de droites ayant des contaets simples, avec 
des coniques fixes du Systeme singuiier. Soit, par exemple, t et t' 
des tangentes variables aux coniques fixes /), et f^, et soit donnee 
entce les parametres (rapports anharmoniques) qui determinent t 
et t' une relation de la forme 

{ax^ -\-21)x-\-c)x'^ -]-2(a' x^ -\-2V x-\-c)x-\'a",x^-\-'ih" X -\- c" ^0\ 
alors le lieu des points d'intersection de t ^i t' ^ qui est en ge- 
neral une courbe du 8™" ordre ä 20 points doubles — sera une 
eourbe \ si les coefficients, sont assujettis aux quatre conditions 
qu'on obtient en substituant ä. x 6i x les parametres des quatre 
tangentes communes ä f^ et /a. — Si les coniques f^ et f^ coinci- 
dent, les coefficients de l'equation peuvent etre. quelconques. 

On voit que doux coniques donnees du Systeme singulier et 
4 points donnes determinent 64 courbcs It^, taudis qu'une seule co- 
iiique et 8 points en determinent 128. 

Nous citerons encore le theoreme suivant; La coUection des 8 
tangentes communes ä Ä^ et ä une conique f^ (ä des points de 
contact separes) se decompose en deux groupes de 4, et tous les 
groupes qu'on obtient ainsi ont, sur les coniques respectives f^, des 
rapports anharmoniques constants. 

Si les points doubles sont les points cycUques ä l'infini, les 
points de contact des coniques /ä seront determines par un faisceau 
de cereles concentriques. H. G. Zeuthen, 

H. G. Zeuthen: Skelet af en elementaer geometrisk Keglesnlta- 
laere.*) (Tidaskrift foi- Mathematik 1878 pp. 33 — 54, 65 — 7li, 109 
— 124, 132 — 148.) 
Cet article, qui est le resurae d'un cours ä l'universite, a un 

but semblable ä celui des le^ons de Steiner, publiees par M. Geiser 

*) Squelette d'une theorie ge'ometriquo et döraentaire des sectiona coniques. 
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sous le titre de „Die Thuorie der Kegelschnitte in elementarer Dar- 
stellung"; mais le detail differe beaucoup de celui de eet excellent livre. 

Le point de derart est la defiiiitiou des trois coniijues par 
leurs proprietes foeales, et les demonstrations se fönt, jusqu'au 
point oü j'etudie les sections planes dun cone droit, par les moyena 
de la geometrie plane la plus elementaire. La diseusaion de la con- 
struction d'un cercle passant par un point donne, tangent fi un 
cercle donne et ayant le ccntre sur une droite donnee conduit anx 
proprietes fondamentalea des tangentes, et en particnlier, pour l'hy- 
perbole, k Celles des asymptotes. On en deduit les autres proprietes 
qui ont des rapports avee les foyers, et les applique ensuite ä des 
eonstructions soit de tangentes, soit de coniques satisfaisant ä des 
conditions donnees. La theorie des coniques confocales se presente 
iei; mais comme on y a aussi besoin de theoremes qui ne sont pas 
encore developpes, il a ete neceasaire d'y revonir dans une addition 
ä la fin de Tarticle. 

Les resultats dejä obtenus suffisent pour construire les theories 
des directrices et des diametres. Pour completer ces theories j'in- 
troduis — sans sortir encore du plan — une transformation iden- 
tique ä celle qu'on obtiendrait par projection parallele. Je l'apphqne 
notamment ä deduire les propriötes particulieres ä l'elhpse de Celles 
du cercle et ä la determination des aires limitees d'arcs de coniques 
et de droites; la plupart des proprietes particuliöres ä l'hyperbole 
se döduisent de tlieoremes dejä trouves sur les asymptotes. 

J'etudie ensuite de la maniere ordinaire les sections planes de 
cönee droits, et j'obtiens ainsi une nouveUe transformation qui me 
permet d'etendre les theoremes de Pascal et Brianchon, et la 
theorie des pöles et polaires, prouves pour un cercle, h une conique 
quelconque. (J'emploie la demonstration de Steiner pour ötablir le 
theoröme de Pascal sur un cercle, et une belle demonstration ana- 
logue ä celle-ci, que je dois ä M, Bing, pour ^tablir le theoreme 
de Brianchon.) 

Au moyen du theoreme de Pascal et du theoreme inverse 
j'obtiens les proprietes des sections d'un cöne oblique. 

H. G. Zeuthen. 
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H, G.Zouthen: Om Konstruktion afTovpoOygonertilgivneKraefter 
i Kummet.*] (Tidsskrift for Matliemiitik 1879; pp. 40 — 57, 00 
—101.) 

Ce memoire fait snite, eii quelque sorte, aux exercises de sta- 
tique graphique, insöres 1877 au meme Journal, oü je m'occupais 
de la construction de polygones ftmiculairea dans le plan, Dans 
Vespace il faut que tout c6te du polygoiie funiculaire reucontre la 
force consecutive, de fa^on qu'une force donnee impose mie condition 
meme ä la partie du polygone qui la precede et au „pole" correspondant 
au polygone daus „la figure de forces", qui a ies meines rapporfcs 
avec Ies forces doiinees et iivce le polygone funiculaire que dans 
le plan. 

S'iJ y a troia forces donnees, le iieu du pole sera un liyper- 
boioide gauche, et chaque cöte'du polygone funieulaire — aussi le 
premier et dernier — rencotitrera deux droites fixes. -^ S'il y a 
quatre forces donneesi, le Heu du pole sera une conique plane, et 
Ies lieux des cötes des polygonea seront des liyperboloides. — S'ii 
y a cinq forces donnees on ne fcrouve, en general, que deux poly- 
gones funiculaires (qui peuvent etre iinaginaires). 

Dans le cas oü — ä cöt^ de forces donnees — on connait Ies 
Moments des tensiona de certaina eötes du polygone cherclie par 
rapport ä des droites donnees, on peut reduire la question ä celle 
oü toutes lea conditions sont des fofces donnees. 

Je m'occupe ä la fin du mömoire du cas oü i'on connait Ies 
mouicnta de cotes par rapport ii des poiuts fixes. 

H. LI. Zeuthen. 



P. Klein: lieber die Transformation elfter Ordniing der elliptischen 
Functionen. (Math. Ann. XV p. 533— &55.) 

Durch ftmctionentheoretische Betrachtungen bin ich für die 
Transformation elfter Ordnung zu folgenden Resultaten gelangt: 

1, Aufstellung) äef Gälois'schen Eesolvmte 600'"" Grades der Mo- 

*) Sur !ü construction de polygones funiculaires ä, des forces donnees daus 
l'e Space. 
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Man unterwerfo fünf Variable*); 

2/1, Vi, Vi, V',, Va 
den fünfeehn Gleichungen, welche aus folgenden drei 

10 = y^y^y^y» ~ vlv^Va -^-ylyl-^- vIpi > 
= yly^ys — yly-^y» — y^APo > 
= 2/^2/9 -]- yly-„ + ylVi 

durch cyclische Vertauschung der y hervorgehen, — man setze 
andererseits : 

wo J die absolute Invariante -j- des elliptischen Integrals ist, C eine 
sogleich noch näher zu definirende Function 11*™ Grades der y be- 
zeichnet; 

(7 = (y;> + y^^ + y)^ + y" + Vf) + ■■ , 

und A folgende Function 3**" Grades vorstellt; 

^ = J/iJ'a + yiV:^ + »'53/, + yl^i + y|2/s ■ 

Dann giebt es 660 Lösungssysteme 

welche aus einem derselben durch Wiederholung und Gombination 

folgender linearer Substitutionen hervorgehen: \p = e J 

S) yi=^ &II1 1 yi = 9*3/4 , 3/5 = p^j/6 , ya = ^% , yä = e^ys; 



y-n-!/;- 

Y-Ii.yi- 
V~n-yi- 

Y^Tl ■ y, _ 



- s' ) Si + (?' — <>' ) » + (9' — P" 

- 9' ) !/i + (9* -- 9' )S< + (9' — 9' 

+ (9> — 9»)!/, + (9" - 9' 

- 9' ) !/i + (9' ^ 9' )?4 + (9' — 9' 

+ (9' - 9')»! + (9' — 9' 

- 9' ) !/i + (9' — 9")!/4 + (9' — 9' 

+ (e' — 9')!/. + (9' — 9' 

- 9") !ft + (9' — 9' ) » + (9' — 9' 

+ (9' — 9')?G + (9' — 9° 



*) Als ladices wähle icli die znm Modul 11 gehörigen (inadratiacheii Eeete. 
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und es Jcann die Aufgabe, bei gegebenem J die mgehikigen Lösungs- 
Systeme y zu berechnen, als Galois'scke Resolvente der Modularglekimng 
befrachtet inerden. — Die bereita genannte Function C ist ein nume- 
risches Multiplum der Summe der elften Potenzen derjenigen 660 
Ausdrücke, welche vermöge der vorgenannten Substitutionen an die 
Stelle etwa von y^ treten: 

2. Aufstelkmg der Eesolvente elften Grades. Es giebt zwei ein- 
fachste Formen der Kesolvente elften Grades. Die eine ist folgende: 

J:J^-l:l_(ä'-3j+(5+V'=Ti))(i>+ä'-3.ffi»^^.J+tt)Eriy 
: (i- + 4i' + '-± '-til ■ i + (4 + 6 y— iT)) . 

.(ä'-2r'+3.i±lEiI.ä.+(5 + ,A^)j_.3.53Etl=y)'' 

: - «28 , 
die andere lautet: 

= |ii-22p + ii(9 + 2y^Ti)r'-ii.;-;*-|' + 88i/:^iT.E' 
Va 

^ yA t/a^ 

man geht von der einen zur andern über, indem man setzt: 

i'-j'-3j + (3 + >/=n). 

Vermöge der soeben definirten y drücken sich die 11 Wurzeln J, 
resp. I folgenderuiassen aus. Man hat für einen Werth von ä : 
V-S— (ft + »1 +!/?+!/' + 9f) 

— (i+y-fi) W», + sUs+ylüi + fi'Ji + f»yd 

+ (^2^")W!'s + yA+iüVt + ft«i+ 'Jini 

+ 3Wfc + vlVt+tlVi + f,y,,+ vis,) 
— 3 (y, !/,f, + y,%!i, + y,y,y, + y,%y, + w.s) 

— ^-f^j fMA + s^sSi + yASi+v,<j,yi + f,y,y,), 

für den entsprechenden Werth von § : 

v"-l= W + yl + yl + <Jl + y',) 

- (' - g ' -') (!/ifc + ySi + y-jt + Sfc + s.Si) , 
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und die übrigea zehn Wertlie von j, resp. ^ ergeben sich, 
man auf die rechter Hand stehenden Ausdrücke die soehen g 
Substitution S wiederholt anwendet. 

3. Transcmdente Aufklärung der mitgetheiltm Oleickunffen. Der 
Jacobi'schen Gfleichung zwölften Grades entsprechend, die ich 
neuerdings mittheilte (Repertorium Band 2), setze man, unter ft 
einen Proportionalitätsfaetor verstanden: 



^Ä,: 


- s" ■ 2 (^ *)" ^' ■ ?■"'+'"+'■ 


M. = «'^-{§(- 


- 1)' ■ f>i'+"+^ (- l)»+i . jäii'+oj+uj 


M.= #-}§(- 


- 1)' • g""+'»+i+^ (- 1).+. . y«..+..H 


-^.-ä'^-ll^ 


- ly. . ji»/,-+s"+i« + _2' (^ 1)'*' ■ ?"'■+" 


^4,-!("-|2i'(- 


_ 1)1+1 . jS3.. + .B,, + . + 2 (- !)'■ ■ S'>" + «'- 


M>-#'|^(- 


- 1)» ■ ,■"■+"»+»+ _2' (- 1)' • 9»"-+"'+. 


Daiin hat man zur 


"Bestimmung der Verhältnisse der yi 


^4 „ _ A Vi ^ 


= „ :4o 1!? = „ -4« ?'3 ==, __ ^ti '/i _ __. 4-' 



Ebenhausen, den 16, August 1879. 



K. Lasswitz: Uebor Wirbelatome und stetige Kaunierfiillung. 

Viei-teljahrssehrift f. wias. Phüosophie. IIl. Jahrg. 2.H. 8.206—215 

und 3. H. S. 275—293. 
Nach einer Darstellung der mathematischen und physikalischen 
Grundlagen der Thomson'schen Wirbeltheorie wird dieselbe mit der 
physikalischen Theorie der Materie von Descartes in Beziehung 
gesetzt und an die Geschichte der letzteren die Kritik der Thom- 
son'schen Hypothese angeschlossen. Es zeigt sich dabei, dass die 
Annal^me Thomson's, die Materie sei eine vollkommene Plfissigkeitj 
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welche durch die vorhandene Wirbelbewegung für gewisse Theile 
constante Eigenschaften besitze, unser nach Anschauung strebendes 
Erkenntnis sbedüvfuiss nicht befriedigen kann, weil die zu beantwor- 
tende Frage nur weiter zurückgeschoben wird und die Veränder- 
lichkeit und Beweglichkeit der Theilchen der Wirheiatome wieder 
unbegreiflich bleibt. Das Deuten verlangt den Begriff eines in 
aller Erfahrung Unveränderlichen, nach Grösse und Gestalt Be- 
harrenden, wie er nur im starren Atom zu finden ist. Dagegen 
dürften die Helmholtz' sehen Unters uehungon Über Wirbelringe, auf 
ne im Grunde ato mistisch constituirte Flüssigkeit angewendet, 
Ich wohl zur Grundlage einer physikalisch wie erkenn tnisa -theo re- 
Isch befriedigenden Theorie der Materie eignen. 

Gotha. S. Lasswitz. 



J. Hoüel: Conrs de caleul infinitesimal. (Tume II. 1379. Grand i 11-8. 
475 pages.) 

Ce volume contient le Livre III, qui traite de l'application de 
l'Analyse infinitesimale ä la Geometrie, et la premiere partie du 
Livre IV, consaeree ä l'etude des equations differentielles entre deux 
variables. 

Le Livre III est divise en trois Chapitres, dout le premier 
a pour tbjet laf.pliiatiDn lu Lalcul diffeientiel 1 letude des couibe 
llanea Je me suis attich^ 1 y faiie usage autant que posiible 
des methides tonlees aui la con<üidfration des inflniment petita de 
preförence a celles qii lejosent sui les developpements ilgcbii^uea 

Jai defini la tangente a une cuuib par si, propiicte essentielle 
dapprocher mfiniment jlis de la eoube dans le viismage du point 
de contact que tiite autre dioite nienpe jai ce meme pomt t,t 
cette dchnition do\ lecoulent natuiellement toutes les autrei pio 
pnetes setend delle mcme au"v cat> du plau tangent a une suifi,ce 
et lu plan oiculateur i une courbe gauche 

Je traite en^iite des asymptot^s rectilignes iu\ couibe jUne 
et j examine, dana le cas le flus simile le^ c nlituuf lid ntif 
de 1 asymj tot« avec la tangente i 1 nfini 

La notion de la longiimt) dun ar de courbe e=!t une d relle 
qm demaudent a Stre etablies avec le jlus de som en sajjuyant 
ir des considerations de (xeometne mhmtcsimale Tu la maiche 
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rationnelle n'alloage en rien les raiaonneineiits necessaires ; eile ne fait 
que ranger dans Vordre logique lea Operations qu'exige le calcul pra- 
tique, queique voie que Von choiaisse, et l'on n'abrege en rien p^r 
le sacriflce de la rigueiir. 

Yiennent ensuite I'expression de i'angle de contingence, la de- 
terminatiou du sens de la concavite d'une courbe, l'etude de la me- 
sure de la eourbure, celle des divers ordres de contaet et des courbes 
osculatriees, avec des remarques sur l'identifieation du cercle de 
courbure et du cercle osculateur par des considdrations de Geome- 
trie infinitesimale; les tlieories des developpees et des devcloppantes, 
des courbes enveloppes, et des points singuliers des courbes planes. 

Le Cbapitre se termine par un expose succinct de la methode 
d' Analyse geometrique ä laquelle M. Bellavitis, son fondateur, a 
donjie le nom de Methode des Equipollences, et qui, par une heu- 
reuse applicatiou de Talgorithme des quantit^s compleses, donne 
Ja Solution la plus directe et la plus elegante de certaines classes 
de problemes de Geometrie plane. La necessite d'observer dans 
toute l'etendue de mon Ouvrage un Systeme uniforme de notation 
m'a fait renoneer ä l'uaage des signes speciaux imagines par l'in- 
Yenteur, et auxqueis j'ai substitue les notations generalement usitees 
dans la theorie des quantites complexes. 

Dans le Chapitre 11, qui coutient les appbcations du Calcul 
differentiel ä la Geometrie des trois dimensionSj je traite d'abord 
les questions de tangence et de courbure relatives aux courbes et 
aux surfacea. Je donne ensuite des notioas sur la mesure de la 
courbure des surfaces d'apres la tbeorie de Gauss, avec quelques 
exemples de l'emploi des coordonneea curvilignes. 

Le Chapitre III renferme les appbcations de l'integration aux 
questions de quadrature et de rectification des bgnes et des sur- 
faces, ainsi qu'aux questions analogues relatives ä la determination 
des centres de gravite, des moments d'inertie, etc Vient ensuite im 
recueil d'Exercices sur les matieres traitees dans le Livre III. 

La premiere partie du Livre IV, contenue dans ce volume, a 
pour objet la theorie des equations differentielle^ des divers ordres 
entre deux variables. 

Daub le Uhapitre I, je commence par traiter de l'integration 
de-j expressions differentielles du premier ordre et du premier degre, 
contenant deux ou plusieurs variables independantes. J'etudie en- 
suite la formation d'une equation differentielle entre deux variables 
par l'elimimtion d'une ou de plusieurs eonstantes arbitraires entre 
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vme equation finie et ses diff^rentielles , la consideration de ces 
esemples de formation directe pouvant eciairer sur les raoyens do 
procöder plus tard ä l'operation inverse, c'est-ä-dice ä l'mtegration 
d'une equation diffurentielle doimee, et faire mieux saisir la d^- 
pendaiice qui existe entre cette equation et ees diverses especea 
de Solutions. 

Ä la sujte de ces pröliminaires, je donne, avee quelques modi- 
fications, la demonstration, due ä Caucliy*), de ce theoreme fon- 
damental, qu'une equation differentielle, eoit du premier ordre, soit 
d'un ordre quelconque, remplissant entre des limites donneea cer- 
taines couditiona de continuite, determine entre ces limites une 
fouctiou implicite de la variable indepeudante, exprimable ou non 
par les signes de l'Analyse, mais possedant une suite de valeurs 
representables par la limite d'un polygone infinitesimal, que l'equa- 
tion differentielle peut fairo connaitre avec une approximation 
indefinie. 

Le Cliapitre II traite des prineipales methodes pour l'integration 
des equations difierentielles du premier ordre: equations dont le 
premier membre est immediatement integrable, equations homogenes, 
equations lineaires, etc. 

Je developpe ensuite plusieurs exemples d'application de l'inte- 
gration des equations diiferentielles du premier ordre ä la recherclie 
de la formule d'addition des transcendantes logarithmiques, circu- 
laires et elliptiques. 

Puis j'expose la tbeorie du raiiltiplicateur des equations du pre- 
mier ordre, avec ses applications les plus simples ä l'integratioa 
de ces Equations. J'ai preßte des nombrenx exemples que contient 
le TreaMse on IHjfermtial Equations de Boole, 

De lä je passe ä l'integration des equations differentielles du 
premier ordre et d'un degre en -^ superieur ou premier. 

La fin du Chapitre est consacree ä la tlieorie des Solutions 
singulieres des equations difi^erentielles du premier ordre, et ä la 
recbercbe des caracteres distinctifs eutre ces Solutions et les inte- 
grales particulieres. J'expose ä cet effet une metbode inödite, due 
ä P.-H. Blancbet, qui me l'avait communiquee en 1846. Cette me- 
tbode remarquable conduit ä une suite ind^finie de criteriums, eom- 
parables ä ceux que l'on rencontre dans la question de la conver- 
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gcnce ties series, et dont chacun repond au cas oii le precodent est 
en defaut, 

Dana le Chapitre III, je traite quelques cas generaus oü I'on 
peut integrer eompletement des equations differentiellea d'ordre su- 
per ieur au premier. J'indiqae ensuite d'autre cas oü I'on peut 
abaisser Ieur ori3re, savoir, loraque le premier mombre de l'equation 
est une differentielle exaete, ou lorsqu'il est homogene par rapport 
ä l'une des variables et ä ses differentiellea, ou par rapport aux 
deux variables et ä leui^ differentielle 8. 

Le Chapitre lY a pour objet l'importante theorie des equations 
differentielles lineaires d'ordre quelconque. J'expose les proprietes 
generales de cette clasae d'equations, en inaiatant particuliferement 
sur le cas des equations ä coefficients constants et sur les cas qui 
s'y ramfenent. Les calculs se simplifient notablemeat par l'emploi 
des fonctions symboliques de la caraeterictique de derivation D^f 
emploi fonde sur de simples identites algebriques, et qui, dana les 
cas tiaites, n'est sujet a aucune exception. 

Cet algorithme symbolique s'applique egalement au cas ort les 
puissances de la caracteriatique D^ seraient remplacees par des 
factoriellea. Sans vouloir donner ä ce Systeme de notation toute 
rextonaion qu'il a re9ue de Canchy et dea geometres anglais, on 
peut affirmer que aon adoption dans une certaine meaure offrü'ait 
de grands avantages dans l'ens eignem ent elementaire de l'Analyse, 
cn se bomant aux cas oü cette notation n'est qu'une abreviation 
d'ecriture, dont ia traduction se presente d'elle-meme ä chaque 
phase du ealcul. 

Le dernier paragrapbe est consacre ä une classe d'equations 
lineaires du seeond ordre, ä laquelle peut ae rameaer l'equation de 
Riccati, et qui a ete l'objet de nombreus travaus dans ces dernieres 
anneea. J'ai expose, pour ce cas particulier, la methode generale 
fondee par Etiler et Laplace, teile qu'elle a ete developpee par 
M. S. Spitzer dans ses Vorlesungen über lineare DifferenUalgMchungm. 

Bordeaux. J. Hoüel. 



H. Schubert: Tangentensingularjtäten der allgenieiaen Ordnungs- 
fläebe. (Mathematisotc Annalen, Bd. 11, p. 347— 37S.) 
Der Verfasser hatte schon früher, nämlich in den Gott. Nachr. 
vom Februar 1876 und in § 27 seiner Beiträge zur abzählenden Geo- 
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luetrie (Math. Ann. Bd. 10, pag. 98—106, dieses Repertorium Bd. 1, 
pag, 362), die 5 Salmon'schen Probleme ß,y,S,s,t (cf- Salmon- 
Fiedler, IL Theil, Artikel 462) mit Hilfe seiner Äbzählungsmetliodo 
gelöst. Er setzt hier diese Untersuchungen fort, indem er nament- 
lich die Zahlen für dlejeaigen Steilen einer punktailgemeinen Flüche 
n'™ Grades aufsucht, in denen zwei singulare Tangenten berühren. 
Von den Resultaten mögen hier die folgenden beispielsweise Platz 
finden: 

1) Die Zahl derjenigen D oppeltangential ebenen , einer Flüche 
ji**" Grades, bei denen der Verhindungs strahl der beiden Berührungs- 
punkte in einem dieser Berührungspunkte dreipunktig berührt, 
beträgt: 

n (n ^2)(n- 4) («» + 3n^ + Vdn - 48). 

2) Bio Zahl derjenigen Punkte einer Fläche w"™ Grades, in 
denen die beiden Haupttangenten vierpunktig berühren, ohne zu- 
sammenzufallen, beträgt: 

5w. (7 n^ — 28^ + 30), 
eine Zahl, welche von Clebsch in Cretle-Borchardt's Journal, 
Bd. 63 (cf. auch SaJmon-Fiedler, Artikel 463) auf algebraischem 
Wege um den Grad der Regelfläche der vierpunktig berührenden 
Tangenten zu gross bestimmt war. 

3) Die Zahl derjenigen Punkte einer Flüche M*"" Grades, in 
welchen nicht zusammenfallende Haupttangenten berühren, von 
denen jede die Fläche noch anderswo berührt, beträgt: 

n {n — 4) (An'- — 4m* — Oön^ -f 99w= + 544»i — 840). 

4) Die Curve vierpunktiger Berührung berührt auf jeder 
Fläche die Ourve der mehrfachen Berührungspunkte der drei-zwei- 
punktigen Tangenten, und zwar in den Berührungspunkten der 
fünfpunktigen Tangenten, und schneidet sie ausserdem noch ein- 
fach erstens in dem mehrfachen Berührungspunkte jeder vier-zwei- 
punktigen Tangente, zweitens in denjenigen Punkten der Fläche, 
welche zwei Haupttangenten besitzen, von denen die eine dort vier- 
punktig berührt, die andere dort dreipunktig und anderswo zwei- 
pimktig berührt. 

Neuerdings hatKrey in Göttingen (Math. Ann. Bd. 15, pag. 211) 
zu mehreren von diesen Anzahlen diejenigen Reductionen hinzu- 
gefügt, welche sie erleiden, wenn vorausgesetzt wird, dass die Fläche 
nicht punkt- allgemein ist, sondern die von Cayley und Zeuthen 
studirten Singularitäten besitzt. 
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H. Sehutoert; 1) Das Correapondenzprincip für Gruppen von 

n Punkten und von n Strahlen, (Mathemat. Ann. Bd. 13, 

pag, 180—201.) 

2) Singularitäten des Compleses «'^'' Grades. (Math, Ami. 

Bd. 12, pag. 202—221.) 
Der Verfasser hatte im III. Abschnitt seiner Beiträge zur ab- 
zählenden Geometrie (Math. Ann, Bd. 10, pag. 1 — 112 und dieses 
Bepertorzum Bd. 1, pag. 358 n. 359) durch Rechnen mit Bedingungs- 
zeichen aus dem Chasles'schen Correspondenzprincip alle mög- 
lichen Formeln abgeleitet, welche die Grundbedingungen des all- 
gemeinen Pimklepaars mit den- Grundbedingungen seiner Coinddens 
verbinden, t). h. desjenigen spezielleren Punttepaara , bei welchem 
die beiden Punkte unendlich nahe liegen. Ebenso wurde dort das Strah- 
lenpaar behandelt, und so wurden achliesalieh alle Correapondenz- 
probleme erledigt, welche auf nur zwei Hauptelemente Bezug nehmen. 
Hier wird nun an die Stelle des Punktepaars eine Gruppe von n 
in gerader Linie befindlichen Punkten gesetzt, und namentlich die 
Zahl derjenigen speziellen Punktgruppen aufgesucht, bei denen 
sämmtliche n Punkte unendlich nahe liegen. Ebenso wird nach- 
her für das aus einem Strahl bös chel mit n Strahlen bestehende 
Gebilde die (»? — l)-fache Bedingung, dass die n Strahlen coinci- 
diren, durch die (« — l)-fachen Grundbedingungen dieses Gebildes 
ausgedrückt. Mit Hilfe der erhaltenen, eleganten Co ine idenz formein 
werden endlich die Zahlen für alle eine Fläche an einer oder mehr 
Stellen zwei- oder mehrpunktig berührenden Tangenten, und die 
liniengeometrischen Analoga dieser Zahlen auf naturgemässe Weise 
direct aus der Definition der Fläche resp. des Complexes abgeleitet. 



H, S tub e rt : Ueber geometrische Erweiterungen des Bezout'- 
sehen Fundamentalsatzes. (Gott. Nachr. Juli 1877, p. 401 — 426.) 
Betrachtet man statt des Punktes das Gebilde V als Raum- 
element, so wird aus der Aufgabe: 

„Die Zahl der gemeinsamen Punkte einer Curve imd einer 
JFläche durch ihre Qradsahlen ausmdrücken" 
das folgende Problem, welches ich das OharaUerisWkenpröblem für 
das Gebilde T genannt habe; 

„Das Gebilde V habe die Constaniengahl c tvnd sei Element zweier 
von einander wnabhä/ngigen Systeme E« wrid H'a—a, von denen das erste 
a-sbiifig sei, d. h. ao" Gebilde enthaUe, und das Mwdte (c — a)-sbufig 
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sei. Anmytbtn lU die Zahl da diu hiidiH t^ybtemeii qempvnsa/men 
Gäiüde als algehratsche hummf dtr Produkte mn je swei ArtsaMm, — 
Cfta»aAfej is^afe» — , von denen die eine imtn^ von IIa, die andne von 
S^a allan abhängt" 

Ausser der Punktgeometrie und der ihr dual entsprechenden 
Ebenengeometrie hat auch die Liniengeometrie ihr Charakteristiken- 
problem vollständig gelöst. Hier ist dasselbe für den Strahlbüaehel 
und für mehrere andere Gebilde gelöst, welche aus einzelnen Punk- 
ten, Ebenen und Strahlen zusammengesetzt sind. Die Anwendungen 
der aufgestellten Charakteristiken formein erledigen auf äusserst ein- 
fache Weise mehrere Probleme, welche bis dahin nur mit Heran- 
ziehung fremder Hilfsmittel lösbar erschienen, und machen ausser- 
dem ein Fragen-Gebiet zugänglich, welches der herkömmlichen, 
analytisch-geometrischen Methode unüberwindliche Schwierigkeiten 
entgegenstellt. 

Die Formeln sind hier ohne Beweis mitgetheilt. Die Beweise 
findet man im VI. Abachn. meines „Kalküls der abzählenden Geo- 
metrie" (Teubner 1879) (Of. hier pag. 436). 

H, ScliulDert: Die fundamentalen Anzahlen und Ausartungen 
der eubi sehen Plancurven nullten Geschlechts. (Mati. 
An«. Ed. 13, pag. 429 — 539.) 
Diese Abhandlung ist die Fortsetzung meiner im 10. Bande 
der Math. Ann. (pag. 1 — 112) begonnenen „Beiträge zur abzählenden 
Geometrie", über welche ich schon im 1. Bande dieses Repertoriums 
(pag. 349—363) eingehend referirt habe. In dieser zweiten Ab- 
handlung werden die in jener ersten Abhandlung entwickelten all- 
gemeinen Incidenzformeln und Coincidenzformeln dazu verwerthet, 
die Anzahlen für Kegelschnitte, für Plancurven dritter Ordnung 
dritten Banges, und für Plancurven dritter Ordnung vierten Ranges 
durch die Anzahlen auszudrücken, welche sieh auf die Ausartungen 
dieser Gebilde beziehen. Die mit Hilfe einer apeeiellen homogra- 
phischen Abbildung erlangte Kenntniss der Eigenschaften der Aus- 
artungen ermöglicht die Zurückführung der Aus artungsan zahlen auf 
die axiomatischen Anzahlen des Baumes, und dadurch die Berech- 
nung der Anzahlen für die allgemeineren Gebilde, Den im Baume 
gedachten Plancurven werden nicht bloss die elementaren Bedingun- 
gen; eine gegebene Gerade zu schneiden, eine gegebene Ebene zu 
berühren, durch einen gegebenen Punkt zu gehen, die Ebene durch 
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einen gegebenen Punkt zu schieben, etc., sondern anch alle die- 
jenigen Bei^ingimgen auferlegt, welche über die Lage der singnlaren 
Punkte und Tangenten etwas festsetzen. Bei der Berechnung seiner 
Anaahlen hatte der Verfasser zwei Ziele im Auge, erstens die Er- 
kenntniss der Lage-Bezieliungen zwischen den singulären und nicht- 
singulären Punkten und Tangenten sowohl auf den ausgearteten, 
wie auf den allgemeinen Curpen, und zweitens die numerische Aus- 
rechnung aller derjenigen Anzahlen, durch welche die Anzahlen der 
cuhischen Eaumcurve ausgedrückt werden können. Die analoge Be- 
handlung des letztgenannten Gebildes hatte ich in einer dritten Ab- 
handlung publiciren wollen. Dieselbe werde ich jedoch nicht mehr ver- 
öffentlichen, weil ihre wichtigsten Resultate in meinem (September, 
1879) bei Teubner erschienenen „Kalkül der abzählenden Geometrie" 
(pag. 163 — 184) Platz gefanden haben. Statt der dritten Abhand- 
lung wird aber eine kurze Beschreibung der 11 Ausartungen der 
Raumcurve dritter Ordnung in den Math. Ann. Bd. 15 erscheinen. 

H. Schubert: Kalkül der abzählenden Geometrie. (Leipzig, Teub- 
ner 1879.) 
Dieses Buch will den Leser mit den Vorstellungen, Problemen 
und Besultaten eines neuen Gebiets der Geometrie vertraut machen, 
in welchem man, unter Verziehtleistung auf die eigenthche Con- 
stmction der Gebilde, nur immer zu berechnen trachtet, ivicviel 
Gebilde von bestimmter Definition gewisse gegebene Bedingungen 
erfüllen, um dadurch einerseits der analytisch- geometrischen For- 
schung wichtige Frage - Stellungen und Vorarbeiten zu liefern, an- 
dererseits die Eigenschaften der räumlichen Gebilde in einem neuen 
Lichte erscheinen zu lassen. Zu den gesuchten Anzahlen gelangt 
man leicht durch einen eigenthümhchen Kalkül, welcher, dem 
Zwecke der abzählenden Geometrie angepasst die geometrischen 
Bedingungen selbst gewissen Operationen unteiwnft, die als Ad- 
dition, Subtraction und Multiplication zu bezeichnen niud In den 
ersten drei Abschnitten habe ich den didactischen Zweck und die 
Propaganda der Methode vornehmlich im Auge gehabt, und dess- 
halb alle Definitionen, Sätze und Formeln durch einfache und 
complicirte, bekannte und neue Beispiele und Anwendungen er- 
läutert. Gegenüber meinen früheren Abhandlungen auf dem Gebiete 
des Abzählungskalküls in den „Göttinger Nachrichten" und „Mathe- 
mathematischen Annalen" giebt das Buch theils eine consequentere 
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lind fruchtbarere Durchführung der Methode, theils auch manche, 
noch nicht puhlicirte Untersuchungen. 

Im ersten Ahschnitt sind die Begriffe Constantenzahl eiaes Ge- 
bildes, Dimension einer Bedingung, Stufe eines Systems erläutert, 
und feste Symbole für die am häufigsten vorliommenden Lage- 
Bedingungen eingeführt. Das Princip von der Erhaltung der Anzahl 
ist dann in vier verschiedenen Formen ausgesprochen, und durch 
Beispiele verdeutlieht. Endlich sind die Grundregeln für das Rech- 
nen mit den Bedingungssymbolen entwickelt. 



Der Biceite Abschnitt leitet aus dem Princip von der Er- 
haltung der Anzahl die fundamentalen Formeln ab, welche zwischen 
den Grundbedingungen inddenter Hauptelemente (d. h. Punkt, Strahl 
oder Ebene) bestehen (Incidenzformeln). Incident heissen nämlich 
Punkt und Strahl, wenn der Punkt auf dem Strahle liegt, Ebene 
und Strahl, wenn der Strahl in der Ebene liegt, Punkt und Ebene, 
wenn der Punkt in der Ebene liegt, Strahl und Strahl, wenn beide 
sich schneiden. Von den zahlreichen Anwendungen der Incidenz- 
formeln sind besonders diejenigen hervorgehoben, welche bei Curven 
auf Tangente und zugehörigen Berührungspunkt, bei Flächen auf 
Punkt und zugehörige Tangentialebene Bezug nehmen. 

Im dritten Abschniti werden die Punktepaare, Stralileupaare und 
überhaupt die Faare von Hauptelementen behandelt, und nament- 
lich wird die invariante Bedingung, dass die beiden Hauptelemente 
eines Paares unendlich nahe liegen (eoincidiren) mit den Lage- 
Bedingungen in Beziehung gebracht (Coincidenzformohi). Die ent- 
wickelten Formeln führen leicht zu den Bezout 'sehen uudHalphon'- 
schen Sätzen über die gemeinsamen Elemente gegebener Punkt- 
systeme (Curven und Flächen) und Strahlensysteme (Regelfiächen, 
Congruenzen, Complexe). Andere Anwendungen beziehen sieh auf 
die Berührung von Curven und Flächen aus gegebenen Systemen 
solcher Gebilde, auf die beiden ßegelschaaren , welche in einer 
Fläche zweiten Grades liegen, auf die Brennfiäehe einer Congruenz, 
auf das a- ^-deutige Entsprechen der Punkte des Raums mit den 
Strahlen eines gegebenen Compleses, endlich auch auf die Ableitung 
der Cayley-BriU'sehen Correspondenzformel für Curven p-ten Ge- 
schlechtes aus den Coincidenzformeln des Verfassers. 
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Der umfangreiche vierte Abschnitt zeigt die Berechnuug der 
Anzahlen durch die Aiisariwnffen der Gebilde. Die Anzahl für jede 
einem Gebilde F auferlegte Bedingimg wird vermittelst der Inci- 
deiiaformeln und Goincidenzformeln schliesslich durch Anzahlen aus- 
gedrückt, ■welche speeielleren Gebilden T zugehören, und desshalb 
von Anzahlen einfacherer Gebilde abhängen, die als schon berech- 
net vorausgesetzt werden dürfen. Nach dieser Methode sind in 
dem vorliegenden Buche berechnet: 

1) die bekannten Anzahlen für Kegelschnitte im Räume; 

2) die bekannten Anzahlen für Flächen zweiten Grades; 

3) die Anzahlen für die im Räume gedachte Plancurve dritter 
Ordnung mit Spitze, mit Berücksichtigung aller möglichen Bedin- 
gungen, die sich auf die Lage der Spitze, der Kückkehrtangente, 
des Wendepunktes und der Wendetangente beziehen (cf. Math. Ann. 
Bd. 13, pag. 451-509); 

4) die Anzahlen für die im Räume gedachte Plancurve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt, mit besonderer Rücksichtnahme auf die 
Bedingungen, welche über die Lage der Wendetangenten etwas fest- 
setzen (cf. Math. Ann. Bd. 13, pag. 509^537); 

5) die Anzahlen für cubische Raumcurven (Auszug aus der 
nicht veröffentlichten, von der Kgl. Dänischen Akademie gekrönten 
Preisschrift des Verfassers); 

6) die von Zeuthen (in d. Naturw. og math. Afd, 10, Bd. IV, 
1873) berechneten Anzahlen für Plancurven vierter Ordnung in 
fester Ebene; 

7) die Anza^hlen für die lineare Congruenz mit beliebig Hegen- 
den und mit unendlich nahen Äxen; 

8) die Anzahlen für die Gebilde, welche aus zwei Geraden be- 
stehen, deren Punkte oder Ebenen projectiv sind; 

9) die Anzahlen für zwei einander projective Strahlbüschol; 

10) die Anzahlen für zwei einander collineare Bündel; 

11) die von Hirst (Proc. of the London Math. Sog. Bd. 5 u. Bd,8) 
und ausführlicher von Sturm (Math. Ann. Bd. 12, pag. 254 — 368) 
berechneten Anzahlen für zwei einander correlative Bündel. 

Bei der Berechnung der Anzahlen für alle diese Gebilde ist 
besondere Aufmerksamkeit den Eigenschaften der Aueartungen, und 
bei den Plancurven auch den Lage - Beziehungen der singulären 
Punkte und Tangenten 2 



Der fünfte Abschnitt behandelt die Bedingungen, welche 
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sprechen, dass von u in gerader Linie liegenden Punkten mehrere 
an einer oder mehr Stellen coincidiren, und die analogen Bedingungen 
für n in einem Strahlbüschel liegende Strahlen. Die gefundenen 
höheren Coincidenzformeln liefern leieht eine grosse Menge Ton 
. Singularitätenzahlen sowohl für die punktallgemeine Fläche, wie 
auch für den strahlallgemeinen Complex. Vermöge seines Kalküls 
drückt der Verfasser jede der Anzahlen für l'lächen-Singularitäten 
direct durch gewisse 5 Stammzahlen aus, deren Werthe sich un- 
mittelbar aus der Definition der Fläche ergeben, wenn man dieselbe 
als ein zweistufiges Punktsystem auffasst, von dessen Punkten auf 
jeden Strahl des Baums n fallen. Bemerken raöclite ich hier noch, 
dass ich die Coincidenz von 3 oder mehr nicht in gerader Linie 
befindlichen Punkten in meinem Buche noch gar nicht berücksichtigt 
habe, dass ich jedocli hoffe, diesen schwierigeren Fall bald in einer 
besonderen Abhandlung erörtern zu können. 

Im sechstel Abschnitt wird zunächst für ein beliebiges Gebilde 
r das Charakteristikenproblem in folgender Weise definirt: 

jpEin Gebilde V mit der Constautenzahl c sei Element eines 
ganz beliebigen i-etufigen Systems 2? und auch Element eines ganz 
beliebigen (c — i)- stufigen Systems £'. Beiden Systemen ist eine 
endliche Anzahl x von Gebilden F gemeinsam. Es wird für alle 
möglichen Werthe von i verlangt, die Anzahl x als Summe von 
m Product«n darzustellen, deren jedes aus zwei Faktoren besteht, 
so dass der erste Factor immer angiebt, wieviel Gebilde aus £ eine 
i-fache Bedingung erfüllen, der zweite Factor dagegen angiebt, wie- 
viel Gebilde aus S' eine (c — {)-fache Bedingung erfüllen. Das 
Problem gilt als gelöst, gleichviel, wie gross die Zahl m werden 
mag, und gleichviel welche «-fachen und welche (c — «')-fachen Be- 
dii^ungen zur Bildung der Producte verwandt werden mussten. 
Namentlich könnten diese Bedingungen auch Ausartung sbe dingun- 
gen (invariant) sein," 

Es werden dann die Charakteristikenformeln für folgende Ge- 
bilde abgeleitet: 

1) für den Punkt, die Ebene und den Strahl; 

2) für den Kegelschnitt, wobei auf die von Halphen gefundene 
Modificatiou, welche die Charakteristikenformeln in gewissen Fällen 
erleiden, noch keine Rücksicht genommen werden konnte; 

3) für das Gebilde, welches aus einem Strahle und einem darin 
liegenden Punkte besteht; 
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4) für den Strahlbüsehel; 

5) für das Gebilde, welches aus eiuem Strahle, einem auf dem 
Strahle liegenden Punkte und einer durch den Strahl gehenden 
Ebene besteht; 

6) für das Gebilde, welches aus einer Geraden und n darin 
befindliehen Punkten besteht; 

7) für das Gebilde, welches aus einem Strahlbüschel und n 
darin befindlichen Stralilen besteht. 

Die Anwendung der in den Fällen 3) bis 7) gefundenen Cha- 
rakteristikenformeln führt theilweise zu einer einfacheren Ableitung 
bekannter Resultate, theils auch zu ganz neuen Resultaten, z, B. 
zu gewissen Singularitäten der Congruenz, die zweien gegebenen 
Gomplexen gemeinsam ist. 

Das nächste Ziel der eigentlichen Charakteristikentheorie dürfte 
die Aufstellung der Charakteristikenformeln für das Dreieck und 
das Viereck sein, und im Anschluss daran, die Berücksichtigung 
der Halphen'schen Ausartungen in den Charakteristik enfor mein 
des Kegelschnitts im Räume und der Fläche zweiter Ordnung. 

Den Schluss des Buches bilden ein Literaturverzeichniss, ein 
Wortregister und ein Autorenregister. Etwaige Lücken im Litera- 
turverzeichniss verzeihe man dem Verfasser, welcher sein Buch in 
einer Stadt abfasste, deren grosse Bibliotheken für reine Mathe- 
matik zur Zeit noch werthlos sind. 

Hamburg. H. Schubert, 



L. Koenigsberger; Zur Geschiclite der Theorie der elliptischen 
Trauscendenten in den Jahren 1826—29. (Tculinei', 1879.) 
Veranlasst durch das fünfzigjährige Jubiläum, welches in diesem 
Jahre die „Fundamenta nova theoriae functionum elUpticarum" von 
Jacobi feiern, deren Erscheinen zusammenfiel mit dem Tode Abel's, 
des andern grossen Schöpfers der Theorie der Transcendenten, habe 
ich in einer kurzen freien Zeit aus früheren Notizen eine gedrängte 
Zusammenstellung und Vergleichung der von Abel und Jacobi in 
den Jahren 1826—29 gemachten Untersuchungen, welche die Theorie 
der elhptischen Transcendenten betreffen, geliefert, welche eingeleitet 
ist durch eine Besprechung des Inhaltes des „Tratte des fonetions 
elUpUq'ues" von Legendre, und deren Schluss eine kurze Erwähnung 
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